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Drxı Fyy: Baszırıı Buy: 
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Einleitung. 


l. Vorbemerkungen. Die Worte Linie und Fläche haben in der 
Litteratur bald einen weiteren, bald einen engeren Sinn. Näheres hier- 
über ist in III Bla angegeben. Ebendaselbst ist gezeigt, dass eine 
Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie nur 
bei geeigneter Einschränkung der Begriffe Linie und Fläche möglich 
ist‘), und es sind ferner die Gründe angegeben, die es zulässig er- 
scheinen lassen, bei dieser Einschränkung so weit zu gehen, dass man 
die Darstellbarkeit mittels analytischer Funktionen fordert. Auf Grund 
dieser Ausführungen sollen im Nachfolgenden die Worte Linie und 
Fläche, wenn nicht das Gegenteil ausdrücklich angegeben wird, in 
ihrer engsten Bedeutung — reelle analytische Linie, bez. Fläche ge- 
braucht werden. Ähnliches gilt von dem Worte Funktion (= reell- 
wertige analytische Funktion) und den üblichen Funktionszeichen 
fh, 9, Kr: E, D, Aus... 

Viele der im Nachfolgenden zu erklärenden Begriffe stammen 
bereits aus dem Altertum oder aus der Zeit der Erfindung der 
Infinitesimalrechnung, während die heute übliche scharfe Fassung 
ihrer Erklärungen erst in den letzten Jahrzehnten des 19. Jahr- 
hunderts in Aufnahme gekommen ist, nachdem die kritische Durch- 
forschung der Grundlagen der Differential- und Integralreehnung und 
der Bedingungen ihrer Anwendbarkeit zu genaueren Begriffsbestim- 
mungen genötigt hatte. 


2. Zusammengehörige Annahmen und Bezeichnungen. Im Nach- 
folgenden wird durch die Ziffern I bis IV auf die folgenden in der 
Litteratur oft vorkommenden zusammengehörigen Annahmen und Be- 
zeichnungen hingewiesen: 

I. Eine Linie / ist in einem rechtwinkligen Koordinatensystem 
gegeben durch zwei |drei] Gleichungen: 

ı=ol), y=ıdl,2=rÜ)], M 
welche die Koordinaten x, y|,z] eines veränderlichen Punktes P von 
} als Funktionen einer zwischen gewissen Grenzen unbeschränkt ver- 
änderlichen reellen Hülfsveränderlichen ? darstellen. {, bedeutet einen 
speziellen Wert der letzteren und P, den entsprechenden Punkt von |; 
%y, Yol> 20] Sind die Koordinaten dieses Punktes und &,, Yo |; 20 ]; 
a; Y% bh %;% 1,2% J;-.- die Werte, welche die Ableitungen 


1) Diese Erkenntnis hat sich erst in der zweiten Hälfte des 19. Jahrhunderts 
entwickelt. Näheres TA 2, Nr. 4. 


1. Vorbemerkungen. 2. Annahmen u. Bezeichn. 3. Gew. u. sing. Punkte. 5 


MOL VO; PK BL; POLY]... für 
= 1, annehmen. 
II. Eine ebene Linie / ist in einem rechtwinkligen Koordinaten- 


system durch eine Gleichung 
F(xz,yJ=0 oder auch y=f(«) 


zwischen den Koordinaten & und y gegeben; x,, %, sind die Koordi- 
naten eines speziellen Punktes von / und y,,%, die Werte, welche 
Ey N 
dx’ dx? 

IH. Eine Fläche % ist in einem rechtwinkligen räumlichen 
Koordinatensystem gegeben durch drei Gleichungen: 

<= ypwv), yaılımd), 2= Ulm v), 

welche die Koordinaten x, y, 2 eines veränderlichen Punktes von % 
als Funktionen von zwei reellen in einem zweifach ausgedehnten Be- 
reich unbeschränkt veränderlichen Hülfsveränderlichen u, v darstellen. 
Zur Abkürzung ist 

WTA Un A—B u u — 0 
gesetzt; u), %, bedeuten ein Paar spezieller Werte der Veränderlichen 
u, v und &, Yo, Zu; Av; Bo, C, sind die Werte, welche die eben er- 
klärten Funktionen von w und v für dieses spezielle Wertepaar an- 
nehmen; P, ist der Punkt mit den Koordinaten &,, Yo, 2o- 


für <= x, annehmen. 


die Ableitungen 


IV. Eine Fläche % ist in einem rechtwinkligen räumlichen 

Koordinatensystem durch eine Gleichung: 

er (2, Y, 2) =) 
zwischen den Koordinaten x, y, 2 gegeben; &,, Yo, 2, Sind die Ko- 
ordinaten eines speziellen Punktes P, von %. 

Sind A, B irgend zwei Punkte einer Geraden, bei welcher man 
eine positive und eine negative Richtung unterschieden hat, z. B. 
einer Axe eines Systems von Parallelkoordinaten, so soll AB= — BA 
stets diejenige positive oder negative Zahl bedeuten, deren absoluter 
Wert die Länge der Strecke AB angiebt, und deren Vorzeichen + 
oder — ist, je nachdem die Richtung von A gegen B mit der posi- 
tiven Richtung der betrachteten Geraden übereinstimmt oder nicht. 


3. Gewöhnliche und singuläre Punkte. Ein Punkt P, einer 
auf ein ebenes [räumliches] System von Parallelkoordinaten x, y[, 2] 
bezogenen Linie I heisst gewöhnlich ?), wenn man die Gesamtheit aller 


2) Vgl. z. B. ©. Jordan, Cours d’anal. 1, 1. Aufl. Paris 1882, p. 198, 202, 
209, 213, oder 2. Aufl. Paris 1893, p. 397 ff. 
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in einer gewissen Nähe von P, gelegenen Punkte von I durch zwei 
[drei] Gleichungen von der Form: 


<=9d, y=ılL2=vl)] 


so darstellen kann, dass: 


1) dem Punkt P, nur ein Wert t, der Hülfsveränderlichen { 
entspricht; 

2) die Funktionen p(?), x(t)[, »(£)] an der Stelle i, den Charakter 
ganzer Funktionen haben; 

3) die Ableitungen 9’(t,), X (t) [, %(4,)] nicht sämtlich gleich 
Null sind). 

Für Flächen würde man unter Zugrundelegung der in Nr. 2, III 
angegebenen Darstellungsart eine Erklärung von ganz ähnlichem Wort- 
laut aufstellen können. Jedoch erreicht man hier sachlich genau das- 
selbe kürzer durch folgende Erklärung: 

Ein einer Fläche % angehörender Punkt P, mit den Koordinaten 
%o, Yo, 2, heisst gewöhnlich‘), wenn man die Gesamtheit aller in einer 
gewissen Nähe von P, liegenden Punkte von % durch eine Gleichung 


von der Form: 
F(&, Y, 2) —=( 


darstellen kann, welche so beschaffen ist, dass die Funktion F(x, y, 2) 
an der Stelle ©), %, 2, den Charakter einer ganzen Funktion hat, 
und dass die Ableitungen F,, F,, F, daselbst nicht sämtlich gleich 
Null sind. 


Ein nicht gewöhnlicher Punkt einer Linie oder Fläche heisst 
immer singulär®). Häufig werden aber ausserdem, wenigstens bei 


3) Wenn eine ebene Linie 7 durch eine Gleichung zwischen x und y und 
auf Z ein Punkt P, gegeben ist, welcher auf Grund der obigen Erklärung zu 
den gewöhnlichen gehören würde, so kann es vorkommen, dass durch P, auch 
noch „imaginäre Zweige“ von Z hindurchgehen, und dass es deswegen unter 
Umständen zweckmässig ist, den Punkt P, den singulären Punkten zuzuzählen. 
Ähnliches gilt für Punkte auf gewundenen Linien sowie auf Flächen. 

4) In Art. 3 der Disquisitiones generales circa superficies curvas, Comm. 
Gott. 6 (1828) = Werke 4, Göttingen 1880, p. 222, nennt ©. F. Gauss eine Fläche 
in einem Punkte A stetig gekrümmt, wenn die Richtungen aller von A nach 
den unendlich nahe benachbarten Punkten der Fläche führenden Geraden nur 
unendlich wenig von einer und derselben durch A gehenden Ebene abweichen. 
Punkte, die dieser Erklärung nicht entsprechen, nennt er singulär, aber der 
"Ausdruck gewöhnlicher Punkt findet sich bei ihm noch nicht. — Auch Ch. Dupin 
spricht, Devel. de g6&om. p. 60, von singulären Punkten, hat aber für den Gegen- 
satz keine besondere Bezeichnung. 

5) Nach M. Cantor, Vorlesungen üb. Geschichte d. Math. 3, Leipzig 1898, 
p- 770, dürfte der Ausdruck „singulärer Punkt“ zum erstenmal bei J. P. de Gua 


4. Tangente, Normale, Tangentenebene u. s. w. 7 


- Linien, auch solehe gewöhnliche Punkte, die irgend welche für die 
gerade vorliegende Untersuchung wichtige Eigentümlichkeiten dar- 
bieten (z. B. Wendepunkte) als singuläre Punkte bezeichnet). 

Eine Linie ! feine Fläche %] heisst krumm in der Nähe eines 
ihrer Punkte, wenn es keine diesen Punkt enthaltende gerade Strecke 
[ebene Fläche] giebt, deren Punkte sämtlich zu I [%] gehörten. 


I. Die einzelne Linie oder Fläche. Grundbegriffe. 


4. Tangente, Normale, Tangentenebene u. S. w. Es sei P ein 
fester Punkt einer analytischen oder nicht analytischen, ebenen oder 
gewundenen Linie / und P, ein dem Punkte P benachbarter”) Punkt 
von I. Wenn sich dann die Gerade PP, bei unbegrenzter Annähe- 
rung des Punktes P, an den Punkt P einer festen Grenzlage PT 
nähert, und zwar immer derselben, einerlei wie die erwähnte Annähe- 
rung erfolgt, so nennt man die Gerade PT die berührende Gerade 
oder die Tangente®) und jede durch PT hindurchgehende Ebene eine 
berührende Ebene oder Tangentenebene der Linie 1 im Punkte P und 


de Malves, Usage de l’analyse de Descartes etc. Paris 1740, 2. Abschnitt vorkommen. 
— Wenn eine Linie (Fläche) sich selbst schneidet, so ist jeder Schnittpunkt auf 
Grund der obigen Erklärungen für die Linie (Fläche) als Ganzes ein singulärer, 
während er für einen einzelnen durch ihn hindurchgehenden „Zweig‘ („Mantel“) 
(III B1a) sehr wohl ein gewöhnlicher sein kann. 

6) Vgl. W. Schell, Allgem. Theorie der Kurven doppelter Krümmung, 1. Aufl. 
p. 11, 2. Aufl. p. 15; @. Peano, Applicazioni, p. 65. 

7) Der Fall, dass ein vereinzelt liegender Punkt aus irgend welchen 
Gründen als zu einer Linie gehörig angesehen wird, was beispielsweise, wenn 
f(&) für © —=.x, einen endlichen Sprung hat, zuweilen dadurch geschieht, dass 





man den Punkt 2 = %,, a a el der „Linie y=f(«) zu- 
rechnet, sei hier von der Betrachtung ausgeschlossen. 

8) Diese Erklärung des Begriffs Tangente ist erst nach Erfindung der In- 
finitesimalrechnung üblich geworden. In früheren Zeiten, denen der Begriff des 
Grenzübergangs fremd war, wurde die Tangente (unter Ausserachtlassung des 
Falls eines Wendepunktes) nach dem Vorgang von Euklid (Elemente, 3. Buch, 
Erklärung 2) als eine mit der Linie im Berührungspunkt zusammentreffende, sie 
aber daselbst nicht schneidende Gerade erklärt. Die Eigenschaft der Tangente, 
sich der krummen Linie derart anzuschmiegen, dass durch den Berührungspunkt 
keine neue zwischen der Tangente und der Kurve liegende Gerade gezogen 
werden kann, erscheint bei den Alten (Euklid, Elemente, 3. Buch, Satz 16; 
Apollonius, Kegelschnitte, 1. Buch, Satz 32, 35, 36) lediglich als Lehrsatz, ist 
aber neuerdings — zuerst wohl von J. L. Lagrange, Theorie des fonct. anal. sec. 
partie, chap. 1 u. 2 — auch zur Erklärung benutzt worden, z. B. von R. Balizer, 
Elemente der Mathematik 2, 2. Aufl. Leipzig 1867, 4. Buch, $ 3, Nr. 5. 
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P selbst den Berührungspunkt dieser Tangente, bez. Tangentenebene. 
Ferner nennt man die in P auf der Tangente senkrecht stehende 
Ebene die Normalebene und jede in P auf der Tangente senkrecht 
stehende Gerade eine Normale von l im Punkte P. Ist I eben, so 
versteht man unter der Normale schlechthin die in der Ebene von I 
enthaltene Normale. 

Wenn P ein gewöhnlicher Punkt (Nr. 3) einer Linie 7 ist, so 
hat 2 in P immer eine Tangente, und wenn auf l in hinreichender 
Nähe von P irgend zwei verschiedene Punkte P,, P, nach Belieben 
angenommen und unabhängig von einander dem Punkte P unbegrenzt 
nahe gerückt werden, so nähert sich die Gerade P,P, jedesmal un- 
begrenzt der Tangente von ! im Punkte P als fester Grenzlage. 

Eine ebene Linie }’ heisst zu einer andern in der gleichen Ebene 
liegenden Linie I parallel, wenn !’ als die Bahn angesehen werden 
kann, welche der eine Endpunkt einer Strecke von unveränderlicher 
Länge beschreibt, während ihr zweiter Endpunkt die Linie I durchläuft, 
und sie selbst beständig zu / normal bleibt (oder auch als die Bahn des 
Mittelpunktes eines Kreises, der auf I abrollt). Vgl. auch Nr. 33. 

Ist eine ebene Linie /’ einer andern parallel, so haben / und 7/ 
in je zwei einander zugeordneten Punkten parallele Tangenten. Die 
Beziehung beider Linien ist daher eine gegenseitige. 

Ganz ebenso lässt sich der Sinn des Wortes parallel für zwei 
Flächen feststellen, nur dass an die Stelle des rollenden Kreises eine 
rollende Kugel tritt. 

Sind bei Beachtung gewisser Vorzeichenregeln s, s° die Längen 
entsprechender Bögen von zwei parallelen ebenen Linien, h die Länge 
des zwischen ihnen enthaltenen Stückes ihrer gemeinschaftlichen Nor- 
malen, @ die ganze Krümmung (Nr. 14) von s und J der Inhalt der 
von den beiden Linien und den gemeinschaftlichen Normalen in ihren 
Endpunkten begrenzten Figur, so gelten die Formeln 


s=s+tIhp ud J=4h(s+5s)®), 
Die Erweiterung dieser Sätze auf parallele Flächen hat . Steiner ”) 
gegeben. 


Wenn eine ebene Linie / in einem Punkte P eine Tangente P7 
hat und in einer gewissen Nähe von P ganz auf der gleichen Seite 


9) Vgl. A. L. Crelle, Ann. de math. 12 (1821—22), p. 13 u. 17, sowie 
J. Steiner, J. f. Math. 21 (1840), p. 127 — Ges. Werke 2, Berlin 1882, p. 152— 
153, und Berl. Ber. 1840, p. 114 = Ges. Werke 2, p. 173. 

10) J. Steiner, Berl. Ber. 1840, p. 117 = Ges. Werke 2, Berlin 1882, p. 176. 
Vgl. auch Nr. 26. 
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von PT verläuft, so sagt man, ein von P ausgehender nicht in die 
Gerade PT fallender Strahl PA weise nach der konkaven (konvexen) 
Seite von I, oder } sei im Punkte P nach der Richtung PA konkav 
(konvex), wenn I in der Nähe von P auf der gleichen (entgegen- 
gesetzten) Seite von PT7' verläuft wie PA. 

Im Fall Nr. 2, II ist 2 im Punkte P, „nach oben“, d. h. nach 
der mit der positiven Richtung der Ordinatenaxe übereinstimmenden 
Richtung konkav (konvex), wenn y,” positiv (negativ) ist. 

Ein gewöhnlicher Punkt P einer ebenen Linie / heisst ein Wende- 
punkt, wenn sich in jeder Nähe von P sowohl solche Punkte von I 
finden, die auf der einen, als auch solche, die auf der andern Seite 
der Tangente von I! in P liegen (vgl. Nr. 19). 

Ist eine ebene Linie l, welche in einem Punkte P, eine Tan- 
gente hat, auf ein rechtwinkliges ebenes Koordinatensystem bezogen, 
so heisst die trigonometrische Tangente des Winkels zwischen der 
Abseissenaxe und der erwähnten Tangente die Steigung von I in P,. 
Im Fall Nr. 2, II ist diese Steigung gleich y,. In der Technik be- 
zeichnet Steigung häufig den Sinus des erwähnten Winkels. Sind ferner 
T und N die Durchschnittspunkte der Abseissenaxe mit der Tangente 
und der Normale von ! im Punkte P, und F der Fusspunkt des von 
P, auf die Abseissenaxe gefällten Lotes, so bezeichnet man als: 

Subtangente von, I in P, die Zahl TF = * 


0 


Subnormale von I in P, die Zahl FN = y,%. 
Endlich wird unter der Tangente bez. der Normale von I im Punkte 


BVIHW: 
0 j 


und als: 





P, zuweilen auch die Länge der Strecke P,T = 


JENS Iy vl-+ yo?) verstanden. 


Wenn eine ebene Linie !, welche in einem Punkte P, eine Tan- 
gente hat, auf ein System von Polarkoordinaten bezogen ist, etwa 
dadurch, dass der Leitstrahl og als Funktion der Abweichung p ge- 
geben ist, und O den Koordinatenanfang und 7 und N die Punkte 
bedeuten, in welchen die Tangente und die Normale von / in P, die- 
jenige durch O0 gehende Gerade schneiden, welche auf dem Leitstrahl 
OP, senkrecht steht (positive Richtung derselben diejenige, welche 
aus der Richtung OP, durch eine positive Drehung um einen rechten 
Winkel hervorgeht), so nennt man den Abstand: 


BT=@yYV1+o (GE), die Polartangente, 


IN Ve: -1- Ge), die Polarnormale, 


‚ bez. 
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und die Zahl: 
TO=0, (2), die Polarsubtangente, 


ON= (32) die Polarsubnormale 
dgp/o 


von Z in P,. Dabei bedeutet der Index O überall, dass für g und 
die Koordinaten von P, einzusetzen sind. 

Durch einen gewöhnlichen Punkt P einer Fläche % lassen sich 
stets unendlich viele auf % verlaufende Linien legen, von denen jede 
in P eine bestimmte und von denen der übrigen verschiedene Tangente 
hat. Alle diese Tangenten liegen immer in ein und derselben Ebene''). 
Diese Ebene heisst die berührende oder Tangentenebene von % in P, 
der Punkt P selbst ihr Berührungspunkt und die auf ihr in P senk- 
recht stehende Gerade die Normale von % im Punkte P. 

Man sagt ferner, eine Gerade g berühre eine Fläche %, oder sei 
Tangente derselben in einem (gewöhnlichen) Punkte P, wenn g durch 
P hindurchgeht und in der Tangentenebene von % in P enthalten ist. 

Es sei / eine Linie oder eine Fläche, P ein gewöhnlicher Punkt 
derselben und L ein vergrössertes ähnliches Abbild von /, welches 
zu 1 in der Weise ähnlich gelegen ist, dass P den Ähnlichkeits- 
punkt bildet (III A 6). Wenn man dann das Vergrösserungsverhältnis 
unbegrenzt wachsen lässt, so geht Z in die Tangente bez. Tangenten- 
ebene von } im Punkte P über”?). 


5. Formeln für Tangenten, Normalen und Tangentenebenen. 
Bei Zugrundelegung der in Nr. 2 angegebenen Annahmen und Be- 
zeichnungen gelten die folgenden Sätze und Formeln, in welchen 
&, n|, &] jedesmal die Koordinaten eines veränderlichen Punktes der 
betrachteten Tangente, Tangentenebene, Normale oder Normalebene 
bedeuten '?): 


11) Diesen Satz dürfte zuerst Ch. Dupin, Devel. de geom., p. 7, ausdrück- 
lich ausgesprochen haben. In unvollständiger Fassung kommt er schon bei 
A. C. Clairaut, Recherches sur les courbes ä double courbure, Paris 1731, p. 49, 
Nr. 81, und bei ZL. Euler, Introductio in analysin infinitorum 2, Lausannae 1748, 
p. 395, Nr. 147, vor. 

12) Vgl. @. Peano, Applicazioni, p. 305. 

13) Die Auffindung dieser Sätze geht auf Leibnitz und Newton zurück, die, 
nachdem Descartes die Darstellung krummer Linien durch Gleichungen gelehrt 
hatte, die Ermittelung der Tangente an eine durch ihre Gleichung bestimmte 
Linie behandelten. Ausführliche Sammlungen von Formeln finden sich in L. A. 
Sohncke’s Sammlung von Aufgaben aus der Differential- und Integralrechnung, 
I. Teil, Halle 1830, 5. Aufl. hrsg. v. H. Amstein, 1885, Kap. 8, $ 22; ferner in 
O. Schloemilch, Übungsbuch z. Stud. der höh. Analysis, 1. Teil, Leipzig 1868, 
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I. Wenn der Wert {, der einzige Wert der Hülfsveränderlichen { 
ist, welcher dem Punkt P, entspricht, und die Funktionen g(t), 
OL #(H] für = t, sämtlich den Charakter ganzer Funktionen 
haben, so hat ! im Punkte P, eine Tangente. Ist von den Zahlen 
%y, Yo |, 20 ] wenigstens eine von Null verschieden, so wird die Tan- 
gente dargestellt durch die Gleichungen: 

Into, n=ytyrrbi=antHnrt (=— 8: +8) 
und die Normale [Normalebene] durch die Gleichung: 
nn) + ln — Y)l+ (8 — 21 =. 

Ist dagegen x, = % [= % ] = 0, und ist » die kleinste ganze posi- 
tive Zahl, welche die Eigenschaft hat, dass die Ableitungen x,”), 
Yo, 20°] nicht sämtlich verschwinden, so hat die Tangente die 
Gleichungen: 


ent", n=ntymt = nta"rT]) (T=—00.--+00), 
während die Normale [Normalebene] durch 


LE — &) + 0 (m — Yo) [+ 9 (& — 2)] = 0 
dargestellt wird. 

II. Für das Vorhandensein einer Tangente von ! im Punkte P, ist 
hinreichend, dass wenigstens eine der Zahlen F,(&,, Yo), F,(&0, Yo) 
von Null verschieden sei. Ist diese Bedingung erfüllt, so ist die 
Gleichung der Tangente: 


F,&o, Y) & — 3) + F(&0, Yo) (n — Y) = 0 
und die der Normale: 


2, (20, Y) E — %) — Fa, u) m — u) =). 
Hat die Gleichung von ! die Form y= f(x), so werden die Tangente 


und die Normale im Punkte P, beziehentlich durch die Gleichungen: 
N H=n (E— %) 
sn tm -w)—=I 


und 


dargestellt. 


III. Damit P, ein gewöhnlicher Punkt von % sei, ist hinreichend, 
dass wenigstens eine der Zahlen A,, D,, ©, von Null verschieden sei. 
Ist diese Bedingung erfüllt, so wird die Tangentenebene von % in P, 
durch die Gleichung: 


46-0) +Ba -wW)+RE—-)= I, 


4. Aufl. 1887, Kap. 4, sowie in W. Läska, Sammlung von Formeln der rein. u. 
angew. Mathematik, Braunschweig 1888—1894, p. 479 ff. und 537; endlich in den 
Recueils d’exercices... von F. F’renet, Paris 1873, und von F. Tisserand, 2. &d., 
augm. par P. Painleve, Paris 1896. 
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und die Normale von % in P, durch die Gleichungen: 
t=n,+4r n=W+tBr $=%+t Or (= — 09:48) 
dargestellt. 

IV. Vorausgesetzt, dass die Ableitungen F,, F,, F, an der Stelle 


%y, Y, 2, nicht sämtlich verschwinden, wird die Tangentenebene von 
% in P, dargestellt durch die Gleichung: 


F,(& % 2) &E — %) + 2, (0, Yo 20) (N — %) 
T F,(&, Yo» 2) (- 2) =(, 
und die Normale durch die Gleichungen: 


E=o+F,(&, Yo 2), N Y+F,&o Yy,20)r, $=AatF,&% Yo %)7 


6. Aufgaben und Konstruktionen. Diejenigen Geraden, welche 
eine gegebene Linie berühren und durch einen gegebenen (eigentlichen 
oder unendlich fernen) Punkt hindurchgehen, können dadurch ge- 
funden werden, dass man die Koordinaten der unbekannten Berüh- 
rungspunkte ermittelt, was durch Auflösung eines Systems von 
mehreren Gleichungen mit mehreren Unbekannten geschehen kann. 
Ist beispielsweise eine ebene Linie gegeben durch eine Gleichung 
F(x,y) = 0, und soll die Gleichung einer Geraden gefunden werden, 
welche diese Linie berührt und durch den gegebenen Punkt &,, 7 
hindurchgeht, so kann man die Koordinaten x,, %, des Berührungs- 
punktes durch Auflösung des Systems: 


Fa, y)=0; Fr 9) &o — %) + 2 (2, %0) (Mm — 9) = 0 
ermitteln“). Ähnliches gilt von andern Fällen der erwähnten Auf- 
gabe, sowie von der Bestimmung der durch einen gegebenen Punkt 
hindurchgehenden Normalen einer gegebenen Linie oder Fläche und 
auch von der Bestimmung der gemeinsamen Tangenten oder Normalen 
zweier Linien und von verwandten Aufgaben. 

Die Aufgabe, an eine gegebene ebene Linie / in einem gegebenen 
Punkte P, die Tangente zu konstruieren, ist gleichbedeutend mit der 
andern, die Richtung derjenigen Geschwindigkeit » zu finden, mit 
welcher ein die Linie beschreibender Punkt durch P, hindurchgeht. 
Eine Lösung der erwähnten Aufgabe lässt sich daher in manchen 


14) Ein anderes, namentlich bei algebraischen Linien zur Anwendung kom- 
mendes Verfahren läuft darauf hinaus, das Verhältnis der Konstanten «, ß so 
zu bestimmen, dass von den die Gleichung F(&, + «et, n, + Pt) = 9 befriedi- 
genden Werten von t zwei oder mehr zusammenfallen. Vgl. II 02. 
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Fällen durch Anwendung der folgenden von M. Chasles 5) besonders hervor- 
gehobenen Regel finden: Man suche eine Erzeugungsweise von I, bei 
welcher diese Linie als die Bahn eines Punktes P erscheint, der einer 
in der Ebene von / enthaltenen und in ihr sich bewegenden starren 
Figur % angehört, und welche zugleich so beschaffen ist, dass man 
für diejenige Lage von %, bei welcher P mit P, zusammenfällt, den 
„augenblieklichen Umdrehungsmittelpunkt“ (IV 3, Nr. 8) M, von 
finden kann. Ist dies gelungen, so erhält man die gesuchte Tangente 
einfach dadurch, dass man auf M,P, in P, ein Lot errichtet. 

Ein allgemeineres Lösungsverfahren besteht darin, zwei Rich- 
tungen r,, 7, von solcher Beschaffenheit aufzusuchen, dass man das 
Grössenverhältnis: 

entweder der rechtwinkligen Projektionen von v auf r, und 2, 

oder der beiden durch Zerlegung von v nach den Richtungen r, 

und r, entstehenden Seitengeschwindigkeiten 
angeben kann‘). In dem praktisch besonders häufigen Fall, dass f, 
zu r, senkrecht ist, besteht zwischen den erwähnten Projektionen und 
Seitengeschwindigkeiten kein Unterschied. Ferner ist in dem Fall, 
dass das Grössenverhältnis der Projektionen den Wert 1 hat, das der 
Seitengeschwindigkeiten ebenfalls gleich 1. Diese beiden Umstände 
haben dazu beigetragen, dass in der Litteratur die beiden eben unter- 
schiedenen Fälle nicht immer gehörig auseinandergehalten worden sind. 

Wenn die Bewegung einer starren ebenen Figur $% in ihrer 
eigenen Ebene dadurch bestimmt ist, dass (Fig. 1) zwei derselben ange- 
hörende Linien f, I beziehent- E 
lich an zwei festen Linien 
9, A entlang gleiten sollen, 
so kann man, unter der Vor- 
aussetzung, dass für irgend 
einen Augenblick die zu den 
beiden Berührungspunkten ge- 
hörenden Krümmungsmittel- 
punkte F, L,®, A von f; I, 
p, A gegeben sind, die ge- 
meinsame Tangente PT der # N Q 
„Polbahn“ und der „Polkurve“ Fig. 1. 





v& 





15) M. Chasles, Bull. Soc. Math. 16 (1878), p. 208 ff. (Die Arbeit war schon 
1829 der Societe philomathique vorgelegt worden.) Ebenda zahlreiche Anwen- 
dungen. Beispiele, darunter die „Fusspunktkurven“, finden sich auch bei @. Peano, 
Applicazioni geometriche, p. 328, Nr. 17. 

16) Historische Angaben über dieses nach @. P. de Roberval (1602—1675) be- 
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(IV 3, Nr. 8,9) in demjenigen Punkt P, wo sich der Pol zur 
gleichen Zeit befindet, durch die folgende zuerst von E. Bobillier ”) an- 
gegebene und später von Aronhold'?) und M. Grübler '”) aus andern 
Quellen abgeleitete Konstruktion finden: Man bringe ®F mit AL 
zum Durchschnitt in P und ®A mit FL zum Durchnitt in ®, ziehe 
PQ und darauf PT so, dass der Winkel ®PT dem Winkel APQ 
an Grösse gleich, aber dem Sinne nach entgegengesetzt wird. 

Da eine oder zwei der Linien f, !, g, A auch zu Punkten zu- 
sammenschrumpfen dürfen, umfasst diese Konstruktion auch solche 
Fälle, wo ein Punkt von % eine gegebene Linie beschreiben oder 
eine zu 75 gehörende Linie beständig durch einen gegebenen Punkt 
gehen soll. 

Ein allgemeines Verfahren zur Konstruktion der Tangente an 
die Bahn des Schnittpunktes zweier Linien, die sich in einer Ebene 
in gegebener Weise bewegen und gleichzeitig auch ihre Form stetig 
ändern dürfen, ist von O. Wiener ?°), praktische Konstruktionen für 
spezielle Fälle, namentlich auch für die Bahnen der Gelenkpunkte bei 
bewegten Gelenken, sind von L. Burmester ”') angegeben worden. 

Bei einer algebraischen Linie kann, wenn eine projektive Er- 
zeugungsart derselben gegeben ist, häufig aus dieser eine Konstruk- 
tion der Tangente abgeleitet werden. 

Eigentümliche unter keine der erwähnten Methoden fallende 
Tangentenkonstruktionen finden sich bei Salmon-Fiedler ”) für die 
Kettenlinie und bei J. Steiner *?) für die allgemeine Lemniscate. 


nannte Verfahren finden sich in M. Cantor, Vorles. üb. Gesch. d. Math. 2, Leipzig 
1892 (2. Aufl. 1900), p. 800—814, sowie in L. Burmester, Lehrbuch der Kinematik 1, 
Leipzig 1888, p. 67, und in @. Koenigs, Legons de cin@matique, Paris 1897, p. 90. 
Einfache Beispiele bieten die Kegelschnitte, wenn man für r, und r, die Rich- 
tungen nach den Brennpunkten nimmt, und die verschiedenen Arten der Spiralen, 
wenn man r, mit der Richtung des Leitstrahls zusammenfallen lässt und », 
senkrecht dazu wählt. Weitere Beispiele in den genannten: Werken, besonders 
zahlreich bei Burmester, p. 67—82 u. 91—92. Vgl. noch IV 3, Nt.7. 

17) E. Bobillier, Cours de geom6trie (12”® &d. 1870, p. 232). Eine andere 
Konstruktion giebt M. Chasles, J. de math. (1) 10 (1845), p. 206—207. 

18) S. Aronhold, Verhandlungen des Vereins zur Beförderung des Gewerb- 
fleisses in Preussen, Jahrg. 51, Berlin 1872, p. 142—144. 

19). M. Grübler, Zeitschr. Math. Phys. 29 (1884), p. 310—313. 

20) O. Wiener, Lehrb. der darstellenden Geom. 1, Leipzig 1884, p. 270, Nr. 204. 

21) Lehrb. der Kinematik 1, Leipzig 1888, p. 52—54, 83—85 u. 87—90. 

22) Salmon-Fiedler, Höh. eb. Kurven, 2. Aufl. 1882, p. 377. 

23) J. Steiner, J.f. Math. 14 (1835), p. 80 = Ges. Werke 2, Berlin 1882, p. 19. 
Verallgemeinerungen dieser Konstruktion giebt A. Hurwitz, Math. Ann. 22 (1883), 
p: 230. 
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7. Fusspunktlinien und -flächen. Die Gesamtheit der Fuss- 
punkte aller Lote, welche sich von einem festen Punkt P auf die 
Tangenten einer Linie Z oder auf die Berührungsebenen einer Fläche 5 
fällen lassen, heisst die Fusspunktlinie von |, bez. die Fusspunktfläche 
von % für den Punkt P als Pol. 

Wenn man die Fusspunktlinie f einer ebenen Linie / für einen 
in deren Ebene liegenden Punkt P als Pol aus diesem letzteren als 
Ähnlichkeitspunkt im Verhältnis 2:1 vergrössert, so erhält man eine 
Linie f’, die man auch als Rolllinie in einfacher Weise erzeugen 
kann. Denkt man sich nämlich aus der Linie Z durch Umklappen 
um eine ihrer Tangenten eine kongruente Linie 1” abgeleitet und 
dann diese letztere auf Z abgerollt, so stimmt die Bahn, welche der 
zu P homologe Punkt hierbei beschreibt, mit f” überein). 

Wenn in einer Ebene eine Linie /, ein Pol P und ein beliebiger 
um P als Mittelpunkt beschriebener Kreis % gegeben sind, so sind, 
wie A. Quetelet?°) bemerkt hat, die Fusspunktlinie von / für P als 
Pol und die zu ! in Bezug auf % polar-reziproke Linie zu einander 
invers in Bezug auf k. 

Die Rektifikation einiger besonderer Klassen von Fusspunktlinien 
durch elliptische Integrale hat W. Roberts?) behandelt, der hierbei 
zur Unterscheidung von Fusspunktlinien verschiedener, und zwar so- 
wohl positiver wie negativer Ordnungen geführt worden ist. Er nennt 
nämlich, vorausgesetzt dass in einer Ebene eine Linie / und ein fester 
stets als Pol zu nehmender Punkt gegeben sind, die Fusspunktlinie 
der Fusspunktlinie von die zweite positive Fusspunktlinie von I u. s. f. 
und diejenige Linie, von welcher / die Fusspunktlinie ist, die erste 
negative Fusspunktlinie von I u. s. £.?°). 


24) Vgl. L. Burmester, Lehrb. der Kinematik 1, Leipzig 1888, p. 44, und 
@. Koenigs, Legons de cinematique, Paris 1897, p. 166 u. 259, woselbst eine An- 
wendung dieses Satzes zur Erzeugung der Fusspunktlinien einer Ellipse oder 
Hyperbel mittels eines ebenen Gelenkvierecks gegeben ist. 

25) A. Quetelet, Bruxelles Nouveaux Me&moires 4 (1827), p. 104—105. 

26) W. Roberts, J. de math. (1) 10 (1845), p. 177. Ergänzungen sind in (1) 
12 (1847), p. 41 u. p. 447—448, sowie in (1) 13 (1848), p. 179, zugefügt. 

27) Die gleichen Begriffe, jedoch ohne Einführung besonderer Namen für 
dieselben, finden sich bereits bei C©. Maclaurin, Lond. Phil. Trans. 30 (1718), 
p. 803 ff. (abgekürzte Ausgabe 6, London 1809, p. 357 ff.). Ebendaselbst ist für eine 
spezielle Folge von Fusspunktlinien gezeigt, wie die Rektifikation einer belie- 
bigen dieser Linien auf die der zweitfolgenden oder der zweitvorhergehenden 
Linie der gleichen Folge zurückgeführt werden kann. W. Roberts hat, wie er 
Nouv. Ann. de math. (2) 3, Paris 1864, p. 80—81, mitteilt, erst nachträglich 
von dieser Abhandlung Kenntnis erhalten. — Über Fusspunktlinien und -Flächen 
mit gebrochener Ordnungszahl vgl. W. Roberts, Ann. di mat. (1) 4 (1861), p. 133. 
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Im Anschluss an diese Erweiterung des Begriffs hat 7. A. Hirst ®) 
den soeben angegebenen Satz von Quetelet auf die vollständigen Reihen 
der positiven und negativen Fusspunktlinien ausgedehnt, welche nach 
Annahme eines festen Poles P aus einer mit P in einer Ebene liegen- 
den Linie und ihrer reziproken Polaren in Bezug auf einen um P 
als Mittelpunkt beschriebenen Kreis abgeleitet werden können, und 
die entsprechenden Betrachtungen für den Raum durchgeführt. Hierauf 
hat er sodann eine Untersuchung der Beziehungen gegründet, welche 
in einer Reihe aufeinanderfolgender Fusspunktflächen oder -Linien 
zwischen entsprechenden Flächen- oder Linienelementen und den 
Krümmungen dieser Elemente bestehen. Er geht dabei aus von der 
Bemerkung, dass durch die Ausdehnung des Satzes von Quetelet auf 
den Raum der Übergang von einer gegebenen Fläche zu ihrer Fuss- 
punktfläche in zwei Schritte zerlegt werde, nämlich den Übergang 
zur polar-reziproken und den Übergang von dieser zu der inversen 
Fläche, und dass ähnliches auch für ebene Linien gelte, entwickelt 
demgemäss die erwähnten Beziehungen: 

a) für zwei beliebige polar-reziproke, 

b) für zwei beliebige inverse Gebilde, 
und gelangt schliesslich durch Verbindung der hierbei gewonnenen 
Ergebnisse zu den gesuchten Beziehungen. Weitere Untersuchungen 
von J. Steiner und T. A. Hirst über Fusspunktlinien und -flächen sind 
in Nr. 25, Fussn. 156 erwähnt. 


8. Asymptoten. Wenn ein ins Unendliche sich erstreckender 
Zweig einer ebenen Linie in der Weise einer Geraden unbegrenzt 
nahe kommt, dass man nach Annahme eines beliebig schmalen, von 
zwei Parallelen begrenzten Streifens, welcher die fragliche Gerade als 
Mittellinie hat, stets eine Entfernung R angeben kann, so dass jeder 
Punkt des Zweiges, dessen Abstand vom Koordinatenanfang > .R ist, 
im Innern jenes Streifens liegt, so nennt man die Gerade eine Asym- 
‚ptote?”) des betrachteten Linienzweiges. R 

Allgemeiner sagt man von zwei verschiedenen ins Unendliche 
sich erstreekenden ebenen Linienzweigen, der eine nähere sich dem 
andern asymptotisch, wenn man jedem beliebig kleinen Radius r einen 
Abstand R in der Weise zuordnen kann, dass alle Punkte des einen 
Zweiges, deren Entfernung vom Koordinatenanfang > R ist, im Innern 


28) T. A. Hirst, Ann. di mat. (1) 2 (1859), p. 95 und 148, und Quart. J. of 
math. 3 (1860), p. 210. 

29) Begriff und Name finden sich schon bei Apollonius, Kegelschnitte, 
2. Buch. 
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derjenigen Fläche liegen, welche von einem Kreise vom Radius r 
überstrichen wird, wenn dessen Mittelpunkt den andern Linienzweig 
durchläuft ?®). 

Ist eine ebene Linie durch eine Gleichung F(z, y) = 0 gegeben, 
so kann man zur Bestimmung ihrer Asymptoten nach A. Cauchy?") 
in der Weise vorgehen, dass man y=s« setzt und zunächst unter- 
sucht, ob eine der Wurzeln s der Gleichung F'(x,s&) = 0 sich bei 
unbegrenzt wachsendem x einem endlichen Grenzwert nähert. Ist dies 
der Fall und ist « der Grenzwert einer Wurzel s, so hat man weiter 
y=ax-t zu setzen und zu untersuchen, ob auch eine Wurzel t 
der dann entstehenden Gleichung F(x, ax +1) = 0 für x— © einem 
endlichen Grenzwert zustrebt. Trifft auch dieses zu und ist b ein 
solcher Grenzwert, so stellt die Gleichung y = ax + b eine Asymptote 
dar. Nur die etwa zur Ordinatenaxe parallelen Asymptoten ergeben 
sich nicht auf diesem Wege, können aber nachträglich leicht gefunden 
werden, wenn man im Vorangehenden « mit y vertauscht. 

Ferner kann man zur Entscheidung der Frage, ob eine gegebene 
ebene Linie Asymptoten hat, sowie zur Ermittelung der letzteren 
häufig durch Anwendung einer der folgenden Methoden gelangen: 

1) Man bildet die Ebene & der gegebenen Linie Z durch eine 
gebrochene lineare Substitution kollinear auf eine andere Ebene & 
ab, wobei der unendlich fernen Geraden von € eine eigentliche Gerade 
9 von €’ entspricht (III A 6) und betrachtet das Bild /’ der Linie /. 
Jedem Zweige von !’, welcher die Gerade g schneidet und im Schnitt- 
punkt eine von g verschiedene Tangente hat, entspricht ein Zweig 
von /, welcher sich ins Unendliche erstreckt und die der erwähnten 
Tangente entsprechende Gerade von & als Asymptote hat°?). 

2) Man bildet die Ebene der gegebenen Linie Z auf sich selbst 
durch reziproke Radien ab (III A 7) und betrachtet das Bild 3” von !: 
Jedem Zweige von !’, welcher durch den Mittelpunkt der Abbildung 
hindurchgeht und daselbst einen Krümmungskreis mit einem von Null 
verschiedenen (endlichen oder unendlichen) Radius hat, entspricht ein 


30) Diese Erweiterung des Begriffs dürfte sich zuerst bei J. Stirling, Lineae 
tertii ordinis Neutonianae etc., Oxoniae 1717, p.1, finden. Vergl. M.Cantor, Vorles. 
üb. Gesch. d. Math. 3, Leipzig 1898, p. 413. Jedoch kommt der Ausdruck „asympto- 
tische Parabeln“ schon bei ©. F. M. Dechales, Mundus mathematicus von 1674 
und 1690 vor. Vgl. M. Cantor, a. a. O. p. 17. 

31) A. Cauchy, Legons sur les appl. 1, p. 57—58. Über die geschichtliche 
Entstehung dieses Verfahrens vgl. den Bericht von A. Brill u. M. Noether, Deutsche 
Math.-Ver. 3 (1892/93), p. 116—149. 

32) Ausser den so sich ergebenden Asymptoten kann Z nur noch solche 
Asymptoten haben, deren Bilder in € zu g parallel laufen. 

Encyklop. d. math, Wissensch, III 3, } 2 
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ins Unendliche verlaufender Zweig von !, welcher die dem erwähnten 
Krümmungskreise entsprechende Gerade als Asymptote hat und um- 
gekehrt ??*). 

Die Lehre von den Asymptoten der algebraischen Linien ist von 
L. Euler?) und besonders eingehend von J. Plücker®*) behandelt 
worden ?). 

Die obige Erklärung des Begriffs „Asymptote“ und die beschrie- 
benen Methoden lassen sich mit entsprecheriden Änderungen auf ge- 
wundene Linien ausdehnen. 

Wenn die Tangente eines ins Unendliche verlaufenden Linien- 
zweiges sich einer festen Grenzlage nähert, falls der Berührungspunkt 
ins Unendliche rückt, so bildet diese Grenzlage eine Asymptote des 
Linienzweiges. Auch hierauf kann ein Verfahren zur Ermittelung 
der Asymptoten gegründet werden ®®). 


9. Berührung x‘ Ordnung. Es seien /,!’ zwei ebene oder 
gewundene Linien, welche einen Punkt P,, der für jede von ihnen 
ein gewöhnlicher Punkt ist, und ausserdem die Tangente in P, mit- 
einander gemein haben. Ferner seien P, P’ zwei bewegliche beziehentlich 
auf 1,1’ gelegene Punkte, welche sich beide auf der gleichen Seite 
der Normalebene in P, befinden und dem Punkt P, in der Weise 
unbegrenzt nahe rücken, dass die Abstände P,P und P,P’ stets gleich 
gross bleiben. Wenn dann » die Ordnungszahl bezeichnet, mit welcher 
der Winkel PP,P’ unendlich klein wird, vorausgesetzt, dass P,P= P,P' 
als unendlich kleine Grösse erster Ordnung gilt, so sagt man von den 
Linien 1,1’, dass sie in P, eine Derührung n'" Ordnung oder auch 
eine (n + 1)-punktige Berührung haben ?”). 

Man sagt ferner, eine Linie ! habe mit einer Fläche % in einem 
gemeinsamen Punkte P,, der für beide ein gewöhnlicher Punkt ist, 
eine Berührung n‘” Ordnung, wenn es auf % durch P, gehende Linien 


32®) Mittels dieser Methode untersucht Fr. Meyer die Asymptoten alge- 
braischer Kurven: Anwendungen der Topologie auf die Gestalten-‘algebraischer 
Kurven, Dissert. München 1878. 

33) Introductio in analysin infinitorum 2, Lausannae 1748, cap. VII—XI. 

34) J. Plücker, Theorie der algebraischen Kurven, Bonn 1839, p. 14—154. 
Vgl. auch Analyt. geom. Entwicklungen 2, Essen 1831, p. 159, Fussn.; System 
d. analyt. Geom., Berlin 1835, p. 132—166, und J. de math. (1) 1 (1836), p. 229 = 
Ges. wiss. Abhandlungen 1, Leipzig 1895, p. 302. 

35) Vgl. auch Salmon- Fiedler, Höh. Kurven, 2. Aufl, p. 51—54, 60-61, 
143, 219— 232. 

36) Vgl. A. Cauchy, Lecons sur les appl. 1, p. 62, und R. Hoppe, Anal. 
Geom. 1, p. 62—64. 

37) A. Cauchy, Legons sur les appl. 1, p. 128 u. 367. 
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giebt, die dort mit / eine Berührung n‘” Ordnung haben, aber keine, 
die mit ! in P, eine Berührung noch höherer Ordnung hätte. Ist % 
gegeben durch F(2,y,2)=0 und ! durch z=g(t), y=y({t), 
2=vy(t), ist i, der zu P, gehörende Wert von t und wenigstens eine 
der Ableitungen 9’ (t,), x (ty), % (ty) von Null verschieden, so ist für 
das Stattfinden einer Berührung »‘* Ordnung notwendig und hin- 
reichend, dass in der Entwicklung von F[p(t),x(Ü),w(Ü] nach stei- 
genden Potenzen von (E— t,) erst die Potenz (£ — 1,)"+! einen von 
Null verschiedenen Koeffizienten erhält. 

Sind endlich zwei Flächen %, % gegeben, welche in einem 
gemeinsamen Punkte P, der für beide ein gewöhnlicher Punkt ist, 
die gleiche Normale PN haben, so sagt man, die Ordnung ihrer Be- 
rührung in P sei gleich n, wenn unter den Linienpaaren, in welchen 
3, 5 von den durch PN gehenden Ebenen geschnitten werden, solche 
vorhanden sind, die in P eine Berührung n'" Ordnung haben, aber 
keines, welches in P eine Berührung niedrigerer Ordnung hat3®). 

Als Oskulation bezeichnet man jede Berührung von höherer als 
der ersten Ordnung, einerlei, ob sie zwischen zwei Linien, einer Linie 
und einer Fläche oder zwei Flächen stattfindet??). 

Wenn zwei Flächen %,% sich längs einer Linie / berühren und 
durch eine Tangente von ! eine Ebene gelegt wird, welche $ und % 
schneidet, so haben die Schnittlinien im Berührungspunkt der Tangente 
nach Ch. Dupin“®) eine Berührung zweiter oder höherer Ordnung. 

Bedingungen für eine Berührung n‘ Ordnung, sei es für Linien, 
sei es für Flächen, haben Ch. Dupin*') und ausführlicher A. Cauchy*2) 
angegeben, der dabei auch die Frage erörtert hat, wann eine ebene 








38) Ebenda p. 384. 

39) Von vielen französischen Mathematikern (vgl. Ch. Hermite, Cours d’anal.1, 
Paris 1873, p. 111; C. Jordan, Cours d’anal. 1, Paris, 1. 6d. 1882, p. 225, 2. ed. 
1893, p. 423; E. Picard, Trait€ d’anal. 1, Paris 1891, p. 323) und ebenso von 
R. Hoppe (Anal. Geom. 1, p. 54) wird das Wort Oskulation in einem etwas 
anderen Sinne gebraucht, welcher zuerst von Lagrange, Theorie des fonct. anal. 
seconde partie, Nr. 10, festgestellt sein dürfte und in einer von 8. F. Laeroix 
gegebenen Erklärung (Trait& du caleul differentiel et du caleul integral, 2. &d., 
1, Paris 1810, p. 444) wiederkehrt. Sie nennen nämlich, falls eine Linie Z und 
eine Schar dieselbe in ein und demselben Punkte P berührender Linien gegeben 
sind, diejenige Linie dieser Schar oskulierend, welche in P mit I eine Berührung 
möglichst hoher Ordnung hat. 

40) Ch. Dupin, Devel. de g&om., p. 36 u. 83—86. Ebendaselbst sind Ver- 
allgemeinerungen angegeben für den Fall, dass $ und % sich längs ! von höherer 
als der 1. Ordnung berühren. 

41) Ebenda p. 11 u. 67—68. 

42) A. Cauchy, Legons sur les appl. 1°, 9°, 10°, 18°, 21°, 22° lecon. 

9* 


20 IID1,2. H.v. Mangoldt. Anwendung der Differential- u. Integralrechnung. 


Linie, welche eine andere berührt, von der einen Seite dieser letzteren 
auf die andere übertritt. Untersuchungen über die Berührung zweier 
Flächen, namentlich zweier Flächen zweiter oder einer Fläche zweiter 
und einer dritter Ordnung hat J. Plücker*?) angestellt. Neuerdings 
hat E. Picard“) die Theorie der Berührung eingehend behandelt. 


10. Ermittelung der Bogenlänge einer Linie (Rektifikation). 
Für das Innere und die Grenzen eines endlichen Intervalls, dessen 
untere und obere Grenze bez. a und b heissen mögen, seien drei 
Funktionen p(t),x(t), v(£) erklärt, von denen zunächst nur die End- 
lichkeit und die Eindeutigkeit vorausgesetzt werden sollen, und durch 
die Gleichungen: 

=); y-ıd; 2=rÜ 
sei eine „Linie“ 2 gegeben. (Für ebene Linien ist im nachfolgenden 
durchweg Y(t)=0 zu setzen.) Wenn dann A, P,,P;,,..., PB 
Punkte von / bedeuten, von denen der erste zu dem Wert a, der 
letzte zu dem Wert b und die mittleren bez. zu Werten £,,%,,...,#, 
von £t gehören, die der. Ungleichung: 
RE ER, 
genügen, so sagt man von der gebrochenen Linie AP,P,... P,B, 
sie sei der Linie I eingeschrieben, oder sie sei ein Sehnenpolygon von 1.*°) 

Wenn ferner die Längen aller Sehnenpolygone von / eine end- 
liche obere Grenze (IA 3, Nr.16; IT A 1, Nr. 6) haben, so nennt man 
diese obere Grenze die Länge der Linie I. Andernfalls kommt der 
Linie Z eine Länge nicht zu‘*). 

Abweichend hiervon wird indessen oft einer in der angegebenen 
Weise erklärten Linie nur dann eine Länge zugeschrieben, wenn die 
Länge der ihr eingeschriebenen gebrochenen Linie bei unbegrenzter 
Verfeinerung der entsprechenden Teilung des Intervalls a... b stets 
dem gleichen Grenzwert zustrebt, einerlei wie man bei dieser Ver- 
feinerung verfährt, und dann eben dieser Grenzwert als die Länge 
von I bezeichnet. ' 

Für das Vorhandensein einer Länge ist — gleichgültig, welche 
Erklärung man zu Grunde legt — stets erforderlich, dass in dem 
Intervall @...b überall die Grenzwerte g (£— 0) und p(t +0) — 
an den Grenzen a,b natürlich nur g(a + 0) und p(b— 0) — vor- 





43) J. Plücker, J. f. Math. 4 (1829), p. 349 = Ges. wiss. Abh. 1, Leipzig 1895, 
p. 103. Siehe auch die Bemerkungen von A. Schoenflies an letzterem Orte, p. 598. 

44) E. Picard, Trait6 d’anal. 1, Paris 1891, p. 318—348. 

45) E. Study, Math. Ann. 47 (1896), p. 314. 

46) Vgl. z.B. @. Peano, Applicazioni geometriche, p. 161. 
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handen seien, und dass ähnliches auch von den Funktionen x(t) und 
y(t) gelte. Wenn dies zutrifft und wenn ausserdem an Unstetigkeits- 
stellen der Punkt p(l), x(Ü), Yy(t) stets der geraden die Punkte 
P(—0), 26-0), #0) und p(+0), 2+0), +0) 
verbindenden Strecke angehört, so führen beide Erklärungsarten bei 
Beantwortung der Frage, ob der Linie Z überhaupt eine Länge zu- 
kommt, immer zu dem gleichen Ergebnis, und im Fall der Bejahung 
liefern sie auch beide den gleichen Wert der Länge. Ist dagegen 
die letzterwähnte Bedingung nicht erfüllt, so kann auf Grund der 
ersten Erklärung noch eine Länge vorhanden sein, während dies bei 
Anwendung der zweiten nicht mehr der Fall ist. 

Eine dritte Erklärung hat H. Minkowski*"), von der Bemerkung 
ausgehend, dass der Begriff des Volumens weniger Schwierigkeiten 
darbiete als der der Länge (und der der Oberfläche), mit folgenden 
Worten vorgeschlagen: „Es sei C eine Kurve. Um jeden Punkt von 
C als Mittelpunkt denke man sich eine Kugel mit dem Radius r ab- 
gegrenzt, unter r eine feste positive Grösse verstanden. Die Menge 
aller derjenigen Punkte des Raumes, welche in das Innere oder die 
Begrenzung von wenigstens einer dieser Kugeln zu liegen kommen, 
definiert uns den Bereich der Entfernung <r von der Kurve OÖ. Es 
sei Y(r) das Volumen dieses Bereiches (falls ihm ein bestimmtes 
n für ein nach Null ab- 
nehmendes r (falls dieser Grenzwert existiert), als die Lünge der 
Kurve (© eingeführt werden.“ 

Auf eine vierte Erklärung ist E. Schmidt‘*) durch die Bemerkung 
geführt worden, dass der Begriff der Länge krummer Linien der un- 
mittelbaren Naturanschauung entspringe, indem ihn die Verbiegung 
gerader und die Streckung krummer linienförmiger Gegenstände erzeuge. 
Er erklärt zunächst ein „einfaches Kurvenstück“ als eine solche ganz 
im Endlichen liegende perfekte Punktmenge [I A 5, Nr. 11], welche 
sich auf die Gesamtheit der Punkte eines endlichen Geradenstücks ein- 
schliesslich seiner beiden Begrenzungspunkte abbilden lässt (Abbildung 
—= eindeutige, stetige und eindeutig umkehrbare Zuordnung) und führt 
dann den Begriff der asphinktischen Abbildung durch folgende Erklärung 
ein: Ist die ganz im Endlichen liegende perfekte, beliebig im Raum 
verteilte Punktmenge « so auf die ganz im Endlichen liegende per- 
fekte, beliebig im Raum verteilte Punktmenge ß abgebildet, dass ß 
kein Punktepaar enthält, dessen Entfernung kleiner ist’ als die Ent- 





Volumen zukommt), so kann der Grenzwert 


47) H. Minkowski, Jahresber. d. Deutsch. Math.-Vereinigung 9 (1901), p. 115. 
48) E. Schmidt, Math. Ann. 55 (1901), p. 163. 
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fernung des entsprechenden Punktepaares in «, so heisst « auf ß 
asphinktisch abgebildet. Endlich nennt er ein einfaches Kurvenstück 
„rektifizierbar“, wenn es endliche Geradenstücke giebt, auf welche sich 
das Kurvenstück asphinktisch abbilden lässt, und erklärt die Länge 
des Kurvenstücks als die Länge des kleinsten jener Geradenstücke. 

Geschichtliche Nachweise über die Entwicklung des Begriffs 
Länge hat 0. Stolz gegeben*”). 

Nachdem L. Scheeffer) eingehende Untersuchungen darüber an- 
gestellt hatte, wann bei einem durch eine Gleichung von der Form 
y= f(x) dargestellten Gebilde noch von einer Länge die Rede sein 
könne, haben (. Jordan°!) und E. Study’?) sowohl für diesen als für 
den allgemeinen Fall der Parameterdarstellung einer Linie neue und 
einfachere Formen der notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
für das Vorhandensein einer Länge festgestellt. 

Wenn eine Linie ! in der zu Anfang dieser Nr. angegebenen 
Weise erklärt ist, und die Funktionen p(t),y(f), »(t) in dem Inter- 
vall @...b einschliesslich beider Grenzen differenzierbar und ihre 
Ableitungen daselbst stetig sind, so kommt der Linie ! immer eine 
Länge L zu und diese wird gegeben durch die Formel: 





L=-/Ve ÖFFWÖRFW OR a. 


Hat man für jeden Punkt einer von singulären Punkten freien 
Linie ? die positive Tangentenrichtung in irgend einer Weise (jedoch 
so, dass sie sich mit dem Berührungspunkt stetig ändert) festgelegt 
— z.B. im Fall Nr. 2, I als diejenige, deren Richtungseosinus bez. 
die gleichen Vorzeichen haben wie pt), X (t), w(t) — so pflegt 
man auch der Länge eines Bogens von !, der von irgend zwei in 
bestimmter Reihenfolge gegebenen Punkten A, B begrenzt wird, ein 
bestimmtes Vorzeichen beizulegen, indem man festsetzt, dass als Länge 
des Bogens AB diejenige positive oder negative Zahl bezeichnet werden 
soll, deren absoluter Wert die Länge im bisherigen Sinne angiebt, 


49) O. Stolz, Math. Ann. 18 (1881), p. 267 ff. Von geschichtlichem Interesse 
ist auch E. H. Dirksen, Berl. Abh. 1833, p. 123 ff., wo wohl zuerst, wenn auch 
unter spezielleren Voraussetzungen, als im Texte, die Länge des Bogens einer 
Raumkurve als Grenze eines einbeschriebenen Sehnenpolygons nachgewiesen ist. 
Entsprechende Nachweise finden sich daselbst auch für die Begriffe der Quadratur, 
Komplanation und Kubatur (Nrn. 25, 26, 28). 

50) L. Scheeffer, Acta math. 5 (1884), p. 49 ff. (Auf p. 74 ist die Nr. 1 zu 
streichen.) 

51) ©. Jordan, Cours d’anal., 2. ed., 1, Paris 1893, p. 100 ff. 

52) E Study, Math. Ann. 47 (1896), p. 312 ff. 
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und deren Vorzeichen + oder — ist, je nachdem ein den Bogen 
von A nach B durchlaufender Punkt in der positiven oder negativen 
Tangentenrichtung fortschreitet. 


Als ein Hülfsmittel für die Rektifikation mancher ebenen Linien 
giebt J. Steiner °?) den Satz an, dass jedes Stück einer Fusspunktlinie 
einer ebenen Linie / ebenso lang ist, wie derjenige Bogen, welcher 
beim Abrollen des entsprechenden Stückes von I auf einer festen 
Geraden von dem mit I fest verbundenen Pol der Fusspunktlinie be- 
schrieben wird. Über den Zusammenhang zwischen den Bogenlängen 
entsprechender Stücke von parallelen Linien vgl. Nr. 4. 


Die Anwendungen, welche die Theorie der elliptischen Integrale 
und Funktionen bei der Längenberechnung krummer Linien gefunden 
hat, sind eingehend besprochen in A. Enneper, Elliptische Funktionen). 
In das gleiche Gebiet gehört eine dort nicht erwähnte Arbeit von 
R. v. Lilienthal’). 

Zur angenäherten Berechnung von Bogenlängen ebener sowohl 
wie gewundener Linien hat J. Somoff’?®) die folgende Regel aufgestellt: 


„Die Länge eines genügend kleinen Bogens ist gleich vier Dritteln 
seiner Sehne, vermindert um den sechsten Teil’ der Summe, welche 
aus den beiden Projektionen dieser Sehne auf die an die Endpunkte 
des Bogens geführten Tangenten gebildet ist“ 


11. Algebraisch rektifizierbare Linien. Eine Linie heisst alge- 
braisch rektifizierbar, wenn die Länge des zwischen einem festen 
Anfangs- und einem beweglichen Endpunkt enthaltenen Bogens der- 
selben eine algebraische Funktion der Koordinaten des Endpunktes 
ist. Nachdem @. Humbert?”) für die ebenen algebraischen Linien, 
welche algebraisch rektifizierbar sind, gezeigt hatte, dass zwischen 
der Länge s des Bogens einer solchen Linie und den Koordinaten 
x, y seines Endpunktes stets eine Gleichung von der Form: 


(S—S)=r(&,Yy)- 1 1 (2) ] 


53) J. Steiner, J. f. Math. 21 (1840), p. 35—36 = Ges. Werke 2, Berlin 1882, 
p. 101. Vgl. auch J. f. Math. 14 (1835), p. 89 = Ges. Werke 2, p. 28. Ein Be- 
weis steht in J. Bertrand, Traite de cale. diff. et de cale. int. 2, calcul inte- 
gral, Paris 1870, p. 372. 

54) 2. Aufl. herausg. von F. Müller, Halle 1890, p. 514—552 u. 560—564. 

55) R.v. Lilienthal, Zur Theorie der Kurven, deren Bogenlänge ein ellip- 
tisches Integral erster Art ist. Diss. Berlin 1882. 

56) J. Somoff, St. Petersbourg Bull. 15, p. 257 = Math. Ann. 4 (1871), p. 505. 

57) @. Humbert, J. de math. (4) 4 (1888), p. 133—137. 
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besteht, wo s, eine Konstante und r eine rationale Funktion bedeutet, 
hat L. Koenigsberger®®) unter Klarlegung der eigentlichen Quelle 
dieses Satzes Ausdehnungen desselben namentlich auch auf algebraische 
Raumkurven sowie auf transcendente ebene Linien gegeben. 

Eine ebene algebraische Linie ist dann und nur dann algebraisch 
rektifizierbar, wenn sie als Evolute zu einer algebraischen Linie gehört. 
Im Raume dagegen sind zwar die Filar-Evolventen (Nr. 33) jeder alge- 
braisch rektifizierbaren algebraischen Raumkurve wieder algebraische 
Linien, aber umgekehrt ist, wie P. Stäckel®) gezeigt hat, eine Filar- 
Evolute einer algebraischen Raumkurve C nur dann wieder algebraisch 
(und dann auch stets algebraisch rektifizierbar), wenn der Sinus des 
Torsionswinkels (Nr.30) von ! algebraisch von den Koordinaten des 
Punktes abhängt, auf den er sich bezieht. 

Die allgemeinste Form der Gleichungen aller algebraisch rektifi- 
zierbaren algebraischen Linien ergiebt sich aus der von @. Darboux ®) 
gefundenen Lösung der Aufgabe (Nr. 13), auf die allgemeinste Weise, 
jedoch ohne Anwendung von Integralzeichen, vier Funktionen x, y, 2, s 
einer Veränderlichen so zu bestimmen, dass sie die Gleichung 
da? + dy? + dz2?= ds? erfüllen, wenn man die willkürlichen Funk- 
tionen, welche in den Ausdrücken für «,y,2,s auftreten, der Be- 
dingung unterwirft, algebraisch zu sein‘). Auf anderem Wege ist 
P. Stäckel‘”) ebenfalls zur Bestimmung jener allgemeinsten Form 
gelangt. 


12. Minimalkurven. Wenn man sich nicht auf die alleinige 
Betrachtung reeller Gebilde beschränkt, so hat es einen Sinn, nach 
denjenigen Linien in der Ebene, bez. im Raume zu fragen, welche 
der Differentialgleichung: 


d®+dy?—=0, bez. d® + d? +d2—=0 


genügen, auf denen also jedes beliebige Bogenstück die Länge Null 
hat. Linien dieser Art heissen Minimalkurven °°) und, wenn sie durch 
lineare Gleichungen darstellbar sind, Minimalgerade. 


58) L. Koenigsberger, Math. Ann. 32 (1888), p. 589. 

59) P. Stäckel, Math. Ann. 43 (1893), p. 171—177, und 45 (1894), p. 341-343. 

60) @. Darboux, J. de math. (4) 3 (1887), p. 314—319. 

61) @. Darboux, J. de math. (4) 3 (1887), p. 314 u. 316. 

62) P. Stäckel, Math. Ann. 45 (1894), p. 341—356. 

63) Nach S. Lie, Math. Ann. 14 (1879), p. 337, der mit Hülfe des Begriffs 
der Minimalkurven die Lehre von den Minimalflächen in mancher Hinsicht ver- 
einfacht hat. Historische Angaben über das frühere Vorkommen des Begriffes 
macht $. Lie, Geom. der Berührungstransformationen, dargestellt von $. Lie 
und @. Scheffers, 1, Leipzig 1896, p.433. Die Haupteigenschaften der Minimal- 
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Die ebenen Minimalkurven sind sämtlich Gerade und fallen mit 
den durch die „unendlichfernen Kreispunkte“ (III A 7) gehenden Geraden 
zusammen. Denn aus d® + df? =0 folgt de +idy= 0 oder 
x + iy= Const. Im Raume giebt es dagegen ausser Minimalgeraden 
(welche mit den den „Kugelkreis“ schneidenden Geraden überein- 
stimmen) auch nicht geradlinige Minimalkurven. Die Tangenten dieser 
letzteren sind sämtlich Minimalgerade und ihre Schmiegungsebenen 
berühren den Kugelkreis. Jede nicht geradlinige Minimalkurve kann 
daher als Rückkehrkante einer dem Kugelkreis umschriebenen ab- 
wickelbaren Fläche angesehen werden, d. h. einer Fläche, die von 
einer Schar imaginärer Ebenen: 

Ac+By+(Cz+D=0 
umhüllt wird, in deren Gleichung A, B, 0, D beliebige, nur der Be- 
dingung: 
42+B+0=0 
unterworfene Funktionen einer Hülfsveränderlichen bedeuten. 


13. Lösung der Gleichung dx? + dy?® = ds?’ und ähnlicher 
Gleichungen ohne Anwendung von Integralzeichen. Die Diffe- 
rentialgleichung dx? + dy? + dz?= 0 der Minimalkurven geht durch 
die Substitution z=is in 

da? + dy? = ds? 

über. Daher ist die Aufgabe, die Koordinaten x, y, 2 eines veränder- 
lichen Punktes einer Minimalkurve auf die allgemeinste Weise, jedoch 
ohne Anwendung von Integralzeichen, als Funktionen eines Para- 
meters ? darzustellen, gleichbedeutend mit der andern, auf die all- 
gemeinste Weise und ebenfalls ohne Anwendung von Integralzeichen 
drei Funktionen x, y,s einer Veränderlichen-Z so zu bestimmen, dass 
sie der Gleichung dx? + dy? = ds? genügen. Diese letztere Aufgabe 
kann aber — wenn man von der allereinfachsten einer geraden Linie 
entsprechenden Lösung: 


z=at+b, 
ie Vi—a® +6, 
ei 
wo a,b,c Konstante bedeuten®), absieht — dadurch gelöst werden, 


geraden und -kurven sind bei @. Scheffers, Einf. in die Theorie der Kurven, 
p: 6—7, 142 u. 335—346, entwickelt. Vgl. auch $. Lie, Vorl. üb. kontinuierliche 
Gruppen, hrsg. v. @. Scheffers, Leipzig 1893, p. 694—709. 

64) Wenn man in dieser elementaren Lösung die Konstanten a, b, ce durch 
Funktionen von i ersetzt und dann verlangt, diese Funktionen ohne Anwendung 
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dass man x, y als die Koordinaten eines veränderlichen Punktes der 
Evolute einer durch zwei beliebige Gleichungen : 


5=9l), n=hlt) 

gegebenen Linie ! ansieht. Denn dann ergeben sich sowohl für x,ı 
als für die Bogenlänge s des von dem Punkte %, Y beschriebenen 
Weges — die sich ja von dem Krümmungsradius von ! nur um eine 
Konstante unterscheiden kann (Nr. 16) — Ausdrücke der verlangten 
Art, die aus den Funktionen g(i), h(t) und deren Ableitungen erster 
und zweiter Ordnung zusammengesetzt sind®). Weil jede ebene 
krumme Linie als Evolute einer anderen angesehen werden kann, erhält 
man so zugleich die allgemeinste Lösung. 

Da man auch noch die Freiheit hat, den Parameter t durch eine 
beliebige Funktion eines neuen Parameters 9 zu ersetzen, so lässt 
sich die Anzahl der vorkommenden willkürlichen Funktionen ohne 
Einschränkung der Allgemeinheit auf eine ermässigen. Wählt man 
als neue unabhängige Veränderliche den Winkel 6, welchen die Nor- 
male von / mit der Abseissenaxe bildet, so dass t als Funktion von 6 
durch die Gleichung: 

g(t) cos0 + (ft) sin —= 0 
bestimmt wird, und setzt man sodann: 
— g(t) cos0 — h(f) ind = 9(0), 

so erhält man für x,9,s die folgenden bereits von L. Euler 66) an- 
gegebenen allgemeinsten Ausdrücke: 

x = p sind + 9” cos®, 

y= — p 0050 + 9” sin®, 

s=p+p, 
in denen @ eine beliebige Funktion von 9 bezeichnet. 


Ersetzt man in den vorangehenden Formeln is durch z und lässt 
man zugleich für 0 und 9(0) beliebige komplexe Werte zu, so liefern 


von Integralzeichen so zu bestimmen, dass die Gleichungen dx = adt, dy= 
V!— a’dt bestehen bleiben, so wird man auf die in den nachfolgenden Aus- 
führungen des Textes besprochene allgemeine Lösung geführt. Vgl. $. F. Lacroix, 
Traite du cale. diff. et du cale. int., 2. dd. 2, Paris 1814, p. 698—700. 

65) Auf diesem Wege hat schon J. Newton in seiner Methodus fluxionum 
die Aufgabe gelöst: „Invenire quotlibet Curvas quarum Longitudo finita Aequa- 
tione possit exprimi“, Vgl. J. Newtoni Opuscula mathematica 1, Lausannae 
& Genevae 1744, p. 178. 

66) Nach einer Angabe, welche @. Darboux, J. de math. (2) 18 (1873), 
p- 236—237, ohne nähere Angabe der betreffenden Stelle macht. 
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sie die allgemeinste von Integralzeichen freie Parameterdarstellung 
einer Minimalkurve. Durch die Substitution: 


0—2ardgr, Null), 


wo f(r) eine willkürliche Funktion des neuen Parameters r bedeutet, 
und durch Vertauschung von y mit z ergiebt sich die von K. Weier- 
strass®”) benutzte Darstellung: 
«1 -A)e)+ 2rTfle) — 2/0), 
y-il+e)fe — 2irfe) + 2ife, 
2 27f”() —2f(e) 
der Minimalkurven. 

Auf dem umgekehrten Wege ist @. Darboux zum Ziel gelangt, 
indem er von der am Schluss der Nr. 12 gemachten Bemerkung aus- 
ging und daraus folgerte, dass man die allgemeinste Parameterdar- 
stellung der (nicht geradlinigen) Minimalkurven erhalten könne, indem 
man zunächst irgend drei Funktionen A, B, C einer Veränderlichen t 
so annimmt, dass sie die Bedingung: 


42+B+0=0 


erfüllen (während jedoch () E= () _- () von Null verschieden 


ist), und sodann, unter « eine vierte ganz willkürliche Funktion von t 
verstehend, &, y,2 aus den Gleichungen: 

Ax+By+(0z+u=0, 

dA dB dc du 
Hr tm tra 
a? A d?B d?C d’u 
tet 
als Funktionen von t bestimmt®). 

Die allgemeinere Aufgabe, ohne Anwendung von Integralzeichen 

auf die allgemeinste Weise vier Funktionen x, %, 2,s einer Veränder- 
lichen t so zu bestimmen, dass die Gleichung: 


da? + dy? + de? = ds? 


besteht, und die entsprechende Aufgabe für einen Raum von beliebig 

vielen Dimensionen sind zuerst von J. A. Serret‘”) gelöst worden. 
Ein anderes durch Wahrung der Symmetrie sich auszeichnendes 

Lösungsverfahren, welches auch auf andere homogene Gleichungen 


67) K. Weierstrass, Berl. Monatsber. 1866, p. 619. 
68) @. Darboux, J. de math. (2) 18 (1873), p. 236— 237. 
69) J. A. Serret, J. de math. (1) 13 (1848), p. 353. 
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zwischen mehreren Differentialen ausgedehnt werden kann, hat @. Dar- 
boux angegeben. Dasselbe besteht in folgendem: Man wähle für e,ß,Y 
nach Belieben irgend drei der Bedingung: 





e+ß+P=1 
unterworfene Funktionen von f, bilde die Determinanten: 
dB dr | |.dr de | | de a8 | 
dt dt | dt dt | dt dt | 
| d’ß d’y So er re d!a d?ß v, 
de de die de dt? dt? 








und bestimme sodann, unter « eine beliebige Funktion von £ ver- 
stehend, drei Funktionen a, b,c von t so, dass die Gleichungen: 


jia-—tub-+ve=u, 


dı du dv du 
Bel ee 
d?’ı d’u d’v d’u 
Fetten 

bestehen. 
Dann sind: 

an da : db a de 
E: de dß dy? 

z=as-+ta 

4 ßs + b, 

2=ySs-+c 


vier Ausdrücke der verlangten Beschaffenheit”). Durch zweckmässige 
Einführung abkürzender Bezeichnungen für drei aus den Ableitungen 
erster bis vierter Ordnung der Funktionen «, ß, y zusammengesetzte 
Determinanten ist es @. Darboux gelungen, die endgültigen Aus- 
drücke für z,y,2,s durch die Funktionen «, ß,y,u und deren Ab- 
leitungen in verhältnismässig kurzer Form darzustellen ’'). 


14. Krümmung ebener Linien. Wenn P, ein gewöhnlicher 
Punkt einer ebenen Linie Z und diese letztere in der Nähe von P, 
krumm ist, so schneiden sich die in P, und einem von P, verschie- 
denen Punkt @ der Linie / auf dieser errichteten Normalen in einem 


70) @. Darboux, J. de math. (2) 18 (1873), p. 239—240. Weitere Ausfüh- 
rungen J. de math. (4) 3 (1887), p. 305. Dort wird auch der Ausnahmefall er- 
örtert, dass die Determinante aus den Funktionen A, u, » und ihren Ableitungen 
1. und 2. Ordnung gleich Null ist, und gezeigt, dass derselbe auf die ent- 
sprechende Aufgabe für weniger Veränderliche führt. 

71) @. Darboux, J. de math. (4) 3 (1887), p. 317—319. 
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im Endlichen liegenden Punkte S, sobald der Abstand P,Q unter 
einer gewissen Grenze liegt. Ist ferner bei Anwendung der in Nr. 2 
erklärten Bezeichnungen: 


im Fall I die Determinante & Y% Yo 
im Fall II der Ausdruck F,,F?— 2F,,F, DR a 


an der Stelle &,, %,, bezw. der Wert y,” von Null verschieden, so 
nähert sich der Punkt $ bei unbegrenzter Annäherung des Punktes Q 
an den Punkt P, unbegrenzt einem festen im Endlichen liegenden 
Punkte M,- 

Dieser Punkt M, heisst der Krümmungsmittelpunkt, der Abstand 
der Punkte M,, P, heisst der Krümmungsradius, der reziproke Wert 
des Krümmungsradius heisst die Krümmung und der mit dem Radius 
M,P, um M, als Mittelpunkt beschriebene Kreis heisst der Krüm- 
mungskreis (Oskulationskreis) der Linie ! im Punkte P,.”) 

Wenn dagegen in einem der soeben unterschiedenen Fälle der 
Ausdruck, von welchem vorausgesetzt wurde, dass er von Null ver- 
schieden sei, den Wert Null hat, während alle übrigen Voraussetzungen 
bestehen bleiben, so entfernt sich der Punkt S ins Unendliche, wenn 
Q dem Punkt P, unbegrenzt nahe rückt. Von einem eigentlichen 
Krümmungsmittelpunkt und einem Krümmungsradius kann dann nicht 
mehr die Rede sein. An die Stelle des Krümmungskreises tritt die 
Tangente von Z in P,, und die Krümmung ist gleich Null zu setzen. 

Wenn man durch drei von einander verschiedene Punkte P, Q, R 
von ! einen Kreis % hindurchlegt und sodann die Punkte P, Q, R dem 
Punkte P, unbegrenzt annähert, so nähert sich der Kreis k unbegrenzt 
dem Krümmungskreise von l in P,, gleichgültig in welcher Weise 
die Annäherung der Punkte P,Q, R an P, erfolgt”). Der Krüm- 
mungskreis kann daher auch erklärt werden als die Grenzlage des 
durch P, und zwei unendlich nahe Nachbarpunkte gehenden Kreises, 
oder als die Grenzlage desjenigen Kreises, welcher / in P, berührt 
und durch einen unendlich nahen Nachbarpunkt geht, oder endlich 


72) Historisches über das erste Auftreten dieser Begriffe bei Huygens, 
Leibniz und Newton findet sich in Haas, Versuch einer Darst. d. Gesch. d. 
Krgsm., p.8—11, und M.Cantor, Vorles. üb. Gesch. d. Math. 3, Leipzig 1894/98, 
p. 134—138 u. 169 ff. — Über die Ausdehnung des Begriffs der Krümmung 
auf singuläre Punkte und über die Ermittelung der Krümmungskreise der durch 
einen solchen Punkt gehenden Linienzweige vgl. L. Painvin, Ann. di mat. (2) 4 
(1870/71), p. 215. 

73) Die Hülfsmittel zum Beweise hat H. A. Schwarz, Ann. di mat. (2) 
10 (1880/82), p. 129 — Ges. math. Abhandl. 2, Berlin 1890, p. 296 geliefert, 


} 
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als die Grenzlage desjenigen Kreises, welcher durch P, geht und I 
in einem unendlich nahen Nachbarpunkt berührt. 

Der Krümmungskreis von ! in P, hat in diesem Punkte mit ] 
eine Berührung von der zweiten oder einer höheren Ordnung und ist 
der einzige Kreis, dem diese Eigenschaft zukommt. Diejenigen Punkte 
einer Linie /, in welchen der Krümmungskreis mit 7 eine Berührung 
von höherer als der zweiten Ordnung hat, heissen Scheitel von I. 

Ist unter der Voraussetzung, dass zu P, ein im Endlichen 
liegender Krümmungsmittelpunkt gehört, irgend ein durch P, hin- 
durchgehender Kreis gegeben, dessen Mittelpunkt im Innern der Strecke 
M, P, oder auf ihrer Verlängerung über P, hinaus liegt, so verläuft 
die Linie Z in hinreichender Nähe von P, ausserhalb dieses Kreises. 
Ist dagegen um einen Mittelpunkt, welcher der Verlängerung von 
M,P, über M, hinaus angehört, ein durch P, gehender Kreis be- 
schrieben, so liegt 7 in hinreichender Nähe von P, im Innern dieses 
Kreises. Der Krümmungskreis von 2 in P, bildet den Übergang 
zwischen den beiden eben erwähnten Arten von Kreisen und ist im 
allgemeinen so beschaffen, dass sich auf Z in jeder Nähe von P, 
sowohl Punkte finden, welche ausserhalb, als auch Punkte, welche 
innerhalb des Krümmungskreises liegen. 

Hat ! in P, die Krümmung Null, so liegt Z in der Nähe von r 
ausserhalb eines jeden Kreises, welcher ! in P, berührt. 

Unter den im Anfang dieser Nummer gemachten Voraussetzungen 
und bei Anwendung der in Nr. 2 angegebenen Bezeichnungen ergeben 
sich für die Koordinaten &,, 7, des Mittelpunktes und das Quadrat des 
Radius g, des zu P, gehörenden Krümmungskreises von I die folgenden 
Ausdrücke: ns 
A) = a Y% (+ % N) 


’ „ ’ [Z4 , 
% % —% % 





Lo (& in 











= Lo Yo — Yo’ 
Br Be Balz ee ) “‘ 
v0 (Yo SE FR 
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F(F2+ F) 
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74) Andere Gestalten dieser Formel in L. A. Sohncke’s Samml. v. Aufg. I: 
$ 22, 4. Aufl, p. 147. — Vereinfachungen der Ausdrücke für &,, 0, e° durch 
zweckmässige Wahl des Parameters giebt @. Scheffers, Einf. in die Theorie der 
Kurven, p. 30—31. 
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In Eisenbahnkurven pflegt man unter Voraussetzung einer den 
Umständen angemessenen Fahrgeschwindigkeit zur Ausgleichung der 
Fliehkraft die äussere Schiene höher zu legen als die innere. Da 
aber die Höhe der äusseren Schiene keinen plötzlichen Sprung erleiden 
darf, ist es nicht möglich, an eine geradlinige Strecke direkt eine 
kreisförmige Kurve anzuschliessen. Man muss vielmehr zwischen beide 
ein Kurvenstück einschalten, längs dessen die Krümmung stetig von 
Null bis zu demjenigen Werte zunimmt, welcher dem anzuschliessenden 
Kreisbogen entspricht. Ein Kurvenstück dieser Art kann man da- 
durch erhalten, dass man nach willkürlicher Annahme eines oberhalb 
2 gelegenen konstanten Exponenten « und nach geeigneter Bestim- 
mung eines konstanten Koeffizienten a von der durch die Gleichung 
y = aa“ dargestellten Linie ein im Nullpunkt beginnendes Stück von 
geeigneter Grösse abschneidet”?). 

Hat man für eine von singulären Punkten freie ebene Linie I die 
positive Tangentenrichtung festgelegt und zugleich in der Ebene von I 
einen bestimmten Drehungssinn als positiven angenommen, so pflegt 
man die positive Richtung der Normale durch die Bedingung festzu- 
stellen, sie solle aus der positiven Tangentenrichtung durch eine posi- 
tive Drehung um einen rechten Winkel hervorgehen. Nach solchen 
Festsetzungen legt man vielfach auch der Krümmung und dem Krüm- 
mungsradius bestimmte Vorzeichen bei, indem man unter der Krümmung 
von ! in einem Punkte P diejenige positive oder negative Zahl ver- 
steht, deren absoluter Wert die Krimmung im bisherigen Sinne angiebt, 
während ihr Vorzeichen + oder — ist, je nachdem der Krümmungs- 
mittelpunkt auf der positiven oder der negativen Normale liegt, — und 


75) Über das Abstecken und die praktische Ausführung solcher Übergangs- 
kurven vgl. F. R. Helmert, Die Übergangskurven für Eisenbahngeleise, Aachen 
1872; W. Jordan, Handbuch der Vermessungskunde 2, 5. Aufl. Stuttgart 1897, 
p. 748752; H. Oostinjer, Organ für die Fortschritte des Eisenbahnwesens, Neue 
Folge 34, Wiesbaden 1897, p. 178—179, und A.Francke, ebendas. 36 (1899), 
p. 265-268, 
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sodann den Krümmungsradius dem reziproken Wert der so erklärten 
Krümmung gleichsetzt. 

Ferner ordnet man häufig jedem Punkt P von I denjenigen 
Punkt Q auf dem Umfang eines in der Ebene von I liegenden Kreises 
vom Radius 1 zu, in welchem der von Q nach dem Mittelpunkt des 
Kreises gehende Radius zu der positiven Normale von ! in P parallel 
und gleichgerichtet ist (Abbildung auf den Einheitskreis durch parallele 
Normalen) — mit der weiteren Festsetzung, dass bei Berechnung der 
Länge eines von @ durchlaufenen Weges jeder einzelne Teil desselben 
mit dem Vorzeichen + ‘oder — in Anschlag gebracht werden soll, 
je nachdem er von @ im positiven oder negativen Drehungssinn be- 
schrieben wird. Sind dann A, B irgend zwei Punkte von /, so nennt 
man die Länge des Weges, welchen Q durchläuft, während P stetig 
von A zu B übergeht, die ganze Krümmung des Bogens AB, und den 
Quotienten, den man erhält, indem man die ganze Krümmung eines 
Bogens durch dessen (nach Nr. 10 mit einem bestimmten Vorzeichen 
versehene) Länge dividiert, die mittlere Krümmung dieses Bogens"®),. 

Rücken auf ! zwei Punkte P,, P, einem festen Punkt P, gleich- 
zeitig unbegrenzt nahe, so nähert sich die mittlere Krümmung des 
Bogens P,P, unbegrenzt der — nach dem obigen mit einem be- 
stimmten Vorzeichen versehenen — Krümmung von ! in P.. 

Ist 7 die ganze Krümmung des zwischen einem festen Anfangs- 
punkt A und einem beweglichen Endpunkt P enthaltenen Bogens 
von !, ferner s die Länge dieses Bogens, k die Krümmung und @ 
der Krümmungsradius von ! in P, so ist dem vorstehenden gemäss 
immer: 


Und wenn im Fall Nr. 2, I die Richtung der wachsenden ? als posi- 
tive Tangentenrichtung gewählt ist, so gilt ferner die Gleichung: 


t 


EWR, r 


wo der Wurzel ihr positiver Wert beizulegen ist. Dieser letzteren 


76) Diese Begriffe sind erst nach dem Erscheinen und durch den Einfluss 
von Ü. F. Gauss, Disquisitiones generales circa superficies curvas, Comm. Gott. 6 
(1828) — Werke 4, p. 217 ff. in Gebrauch gekommen. Gauss selbst hat sie in 
dem ersten Entwurf dieser Abhandlung (1825), Werke 8, p. 408 ff. (vgl. auch 
p. 397 u. 398) vollständig entwickelt, sich aber dann bei deren endgültiger Ab- 
fassung auf die Erklärung der entsprechenden Begriffe für Flächen (Nr. 36) be- 
schränkt. 


14. Krümmung ebener Linien. 33 


Formel kann man, indem man ? als die während der Bewegung von P 
verfliessende Zeit auffasst, die Deutung geben: 


Beschleunigung in der positiven Normalenrichtung 
Quadrat der Geschwindigkeit ö 





Krümmung — 


Unter dem zu einem Bogenelement ds einer Linie ] gehörenden Kon- 
tingenzwinkel versteht man den spitzen Winkel zwischen den Tan- 
genten von ! in den Endpunkten von ds. Wenn man jedoch der 
Krümmung und der von einem festen Anfangspunkt an gemessenen 
Bogenlänge s von I bestimmte Vorzeichen beilegt, so pflegt man auch 
die eben gegebene Erklärung schärfer zu fassen und den erwähnten 
Winkel erst dann als den ds entsprechenden Kontingenzwinkel von I 
zu bezeichnen, nachdem er mit demjenigen Vorzeichen versehen ist, 
welches ihn mit dem zu ds gehörenden Differential der ganzen Krüm- 
mung des Bogens s in Übereinstimmung bringst. 

Die Krümmung % einer ebenen Linie ist eine Differentialinvariante 
(II A 6, Nr. 13) derselben gegenüber allen Bewegungen in der Ebene. 
Dasselbe gilt von den in Bezug auf die ganze Krümmung 7 ge- 


Ä k 2% . : H 
nommenen Ableitungen 2 ; = «+. Zugleich stellen die Funktionen: 
’dr?’ OD 
% dk d’k 
I dr’ dr’ 
an deren Stelle man auch: 
1: dk d?k 
I ds’ EIS 
oder: 
de d?o 
0, dr’ Fo, 
oder: 


2 
P, no = u 

nehmen könnte, insofern alle wesentlichen Differentialinvarianten gegen- 
über Bewegungen in der Ebene dar, als sich jede solche Differential- 
invariante als eine Funktion der Glieder einer beliebigen dieser Reihen 
darstellen lässt 7”), 

Als Krümmungsschwerpunkt einer ebenen Linie ] bezeichnet 
J. Steiner ®) denjenigen Punkt, welcher der Schwerpunkt von I wird, 
wenn man diese Linie so mit Masse belegt, dass deren Dichtigkeit 
überall der Krümmung von I proportional wird. 





77) Vgl. @. Scheffers, Einführung in die Theorie der Kurven, 8 8, p. 42—50. 
Über Krümmungsdifferentialinvarianten gegenüber beliebigen projektiven, sowie 
allgemeinen Punkt- und Berührungstransformationen s. IB 2, Nr. 21, 22. 

78) J. Steiner, J. f. Math. 21 (1840), p. 33 = Ges. Werke 2, p. 99; CO. Neu- 
mann, Ann. di mat. (2) 1 (1867/68), p. 280; für Flächen ebenda, p. 283. 

Encyklop. d. math. Wissensch. II 3, ee 
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15. Natürliche Gleichung einer ebenen Linie. Wenn zwischen 
zwei reellen Veränderlichen s, g eine Gleichung f(s, oe) = 0 gegeben 
ist, durch welche g für ein den Wert s—= 0 enthaltendes Intervall 
als eine von Null verschiedene Funktion von s bestimmt wird, so 
kann man von einer ebenen Linie / fordern, sie solle von singulären 
Punkten frei und ausserdem so beschaffen sein, dass ihre von einem 
festen Anfangs- bis zu einem beweglichen Endpunkt P gemessene 
und in der einen Richtung positiv, in der andern negativ gerechnete 
Bogenlänge mit s und ihr (gemäss dem Vorangehenden als positiv oder 
negativ anzusehender) Krümmungsradius in P mit g übereinstimmt. 
Durch diese Forderung wird die Gestalt von Z bestimmt, während die 
Lage unbestimmt bleibt. Eine Gleichung dieser Art heisst eine natür- 
liche Gleichung (equazione intrinseca) der betreffenden Linie‘®). 

Aus der natürlichen Gleichung f(s, oe) = 0 einer Linie kann man 
eine Parameterdarstellung derselben gewinnen, indem man zunächst 


eine Funktion r von s durch die Gleichung: 
ds 
s=I — 
oe 

bestimmt, wobei die Integrationskonstante willkürlich gewählt werden 


kann, und sodann: 


x—= J[eost-ds, y= |sinrt-ds 
setzt. 
Hat man aus der natürlichen Gleichung einer Linie I! die Krüm- 


mung k -- als Funktion der Bogenlänge s berechnet: 
u”, (8), 


so erhält man, wenn r die ganze Krümmung des Bogens s bezeichnet, 
zunächst: 


79) Vgl. auch Nr. 32. — Allgemeine Regeln und zahlreiche Beispiele für 
die Ermittelung gestaltlicher Eigenschaften einer Linie aus ihrer natürlichen 
Gleichung giebt E. Cesäaro, Geom. intrinseca, p. 6—19, und auch in den nächst- 
folgenden Kapiteln. Insbesondere wird die Ermittelung der etwa vorhandenen 
Spitzen, Wendepunkte, Asymptoten, asymptotischen Punkte und asymptotischen 
Kreise besprochen. Ferner werden einerseits die natürlichen Gleichungen vieler 
bekannter Linien entwickelt, die sich in rechtwinkligen oder Polarkoordinaten 
durch einfache Gleichungen darstellen lassen (Kegelschnitte, Cassinoide, Ketten- 
linie, Traktrix, Kreisevolvente, Cykloide u. a.) und andererseits die Gestalten 
solcher Linien untersucht, die durch natürliche Gleichungen einfacher Art, z.B. 
eine quadratische Gleichung zwischen s und ge, bestimmt sind. Auch die Auf- 
gabe, eine ebene Linie aus gegebenen Eigenschaften zu bestimmen, wird in 
einer grossen Zahl von Fällen durch Ermittelung der natürlichen Gleichung 
gelöst. 


15. Natürliche Gleichung einer ebenen Linie. 16. Evoluten u. Evolventen. 35 


dk _ dk ds _ak 1 _d@ 
de ds de ds k ge’ 
und kann aus dieser und der vorangehenden Gleichung durch Elimi- 
nation von s eine Gleichung: 
dk 
dr — olk) 
zwischen den beiden ersten Differentialinvarianten % und = ableiten. 


Abweichend von der soeben gegebenen Erklärung nennt @. Scheffers ®°) 
diese letztere Gleichung die natürliche Gleichung von !, weil sie, 
sobald % nicht konstant ist, ebenfalls die Gestalt von Z bestimmt und 
dabei den Vorzug hat, sich nicht zu ändern, wenn der Anfangspunkt 
der Bogenlängen auf I verschoben wird. Eine Parameterdarstellung 
von } kann man aus ihr dadurch gewinnen, dass man aus der Glei- 


chung ae E =r, in welcher die Integrationskonstante beliebig ge- 


wählt werden darf, % als Funktion von r berechnet und sodann: 
ef rar, | ud: 


16. Evoluten und Evolventen. Die Gesamtheit aller zu den 
einzelnen Punkten einer ebenen Linie Z gehörenden Krümmungsmittel- 
punkte von } heisst die Krümmungsmittelpunktslinie oder die Fvolute is) 
von . Wenn eine ebene Linie / von singulären Punkten frei und so 
beschaffen ist, dass zu jedem ihrer Punkte ein im Endlichen gelegener 
Krümmungsmittelpunkt gehört, und verschiedenen Punkten von l auch 
verschiedene Krümmungsmittelpunkte entsprechen, so stimmt die Nor- 
male von / in einem beliebigen Punkte P stets mit der Tangente der 
Evolute von Z in dem zu P gehörenden Krümmungsmittelpunkt überein. 
Sind ferner A, B irgend zwei Punkte von !, und hat das von ihnen 
begrenzte Stück AB von I die Eigenschaft, dass der zu einem beweg- 
lichen Punkt P dieses Stückes gehörende ‚Krümmungsradius von ] 
beständig zu- oder beständig abnimmt, wenn P das Stück AB, ohne 
umzukehren, durchläuft, so ist die Länge des zu AB gehörenden 
Stückes der Evolute von / gleich der Differenz der Krümmungsradien 
von ! in den Punkten A und B. Das Stück AB kann daher als die 
Bahn angesehen werden, welche von dem freien Endpunkt eines un- 








setzt. 


80) Einführung in die Theorie der Kurven, p. 52. Vgl. auch p. 210—211. 
81) Diese Bezeichnung stammt von Ch. Huygens; vgl. M. Cantor, Vorles. 
üb. Gesch. d. Math. 3, Leipzig 1898, p. 134. — Eine Erweiterung des Begriffes 
wird in Nr. 83 angegeben. : 
RE 
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ausdehnbaren und gespannt bleibenden Fadens bei der Aufwickelung 
dieses letzteren auf, oder bei seiner Abwickelung von der Evolute 
beschrieben wird. 

Während zu einer gegebenen Linie nur eine Evolute gehört, giebt 
es umgekehrt, wenn eine krumme ebene Linie e gegeben ist, unend- 
lich viele verschiedene Linien, welche e als Evolute haben. Diese 
Linien heissen Evolventen von e. Sie sind alle einander parallel und 
entstehen aus e in der angegebenen Weise durch Auf- oder Abwicke- 
lung eines Fadens. 


17. Konstruktionen von Krümmungsmittelpunkten. Bei den 
„eyklischen“ Linien (solehen, die von einem mit einem Kreise fest ver- 
bundenen Punkte beim Abrollen dieses Kreises auf einem andern festen 
A Kreise erzeugt werden können) besteht (IV 3, 
Nr. 9) die folgende zuerst von L. Euler®?) in 
anderer Form abgeleitete, später von Savary ®°) 
in seinen Vorlesungen benutzte und daher 
als Savary'sche Gleichung bekannte Beziehung: 
In einer Ebene seien (Fig.2) # ein fester 
Kreis, F der Mittelpunkt desselben, %k ein 
beweglicher auf x rollender Kreis, P ein 
mit % fest verbundener Punkt, / die von P 
beschriebene Bahn, P, ein beliebiger Punkt 
derselben, TI, der zugehörige Krümmungs- 
mittelpunkt von ! und B,, ©, beziehentlich die 
Punkte, mit welchen der Berührungspunkt 
beider Kreise und der Mittelpunkt von % 
im Augenblick des Durchgangs von P durch 
P, zusammenfallen. Bezeichnet dann, nach 
willkürlicher Festlegung der positiven Rich- 
tungen der B, mit C, und P, verbindenden 
Geraden, ö den Winkel zwischen diesen positiven Richtungen, so ist 
bei Beachtung der am Schluss der Nr. 2 angegebenen Vörzeichenregel: 


( 1 5 1 wi 
—— — ) CI = — — ——- ) 
B,, or Br B, Q, 


82) L. Euler, Novi Comment. Acad. Petrop. 11 (1765), p. 207, Supplemen- 
tum: „De figura dentium rotarum‘. 

83) Vgl. J. de math. (1) 10 (1845), p. 205. 

84) Geometrische Herleitungen der Gleichung geben (€. F. A. Leroy, Traite 
de geom. descriptive, 2. &d. Paris 1842, 7. &d. 1865, livre 9, chap. 3; A. Transon, 
J. de math. (1) 10 (1845), p. 148 ff. und L. Burmester, Lehrb. d. Kinematik, 1, 
Leipzig 1888, p. 125. 








Fig. 2. 
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In Verbindung mit dieser Gleichung hat schon Savary®°) die folgende 
Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes TT, angegeben: Man er- 
richte in, B, auf P,B, eine Senkrechte und bringe dieselbe mit P,C, 
zum Durchschnitt in $. Dann schneiden sich die Geraden TS und 
P,B, in dem gesuchten Krümmungsmittelpunkt TT,. 

Diese Konstruktion und die Savary’sche Gleichung bleiben auch 
dann anwendbar, wenn in einer Ebene die Bewegung einer starren 
Figur % durch das Abrollen einer beliebigen „Polkurve“ p auf einer 
beliebigen festen „Polbahn“ x bestimmt ist. Denn die Bahn irgend 
eines zu % gehörenden Punktes P hat an jeder Stelle P, den gleichen 
Krümmungsmittelpunkt wie diejenige Bahn, die sich ergeben würde, 
wenn man die Linien p und = in dem Augenblick, wo P durch P, 
hindurchgeht, durch ihre zu dem augenblieklichen Berührungspunkt 
gehörenden Krümmungskreise ersetzte. 

Da der Krümmungsmittelpunkt einer Linie stets mit demjenigen 
Punkt übereinstimmt, in welchem die beweglich gedachte Normale 
ihre Hüllbahn berührt, so kann man zur Konstruktion des Krümmungs- 
mittelpunktes einer gegebenen Linie in einem gegebenen Punkte ferner 
die Hülfsmittel anwenden, welche die Kinematik zur Auffindung des 
Berührungspunktes einer bewegten Geraden mit ihrer Hüllbahn dar- 
bietet (IV 3, Nr. 9). Hülfsmittel dieser Art und mannigfache An- 
wendungen derselben zur Konstruktion von Krümmungsmittelpunkten 
geben A. Mannheim®®) und L. Burmester?”).. Noch ein anderes auf 
dem gleichen Grundgedanken beruhendes Konstruktionsverfahren, welches 
insbesondere bei den „eyklischen“ Linien zum Ziel führt, hat W. Hart- 
mann ®®) angegeben. 

Für die Kegelschnitte gilt nach J. Steiner °”) der folgende Satz: 
Diejenige Parabel, welche die zu einem beliebigen Punkte P des Kegel- 
schnitts gehörende Tangente und Normale und ausserdem (bei der 
Ellipse oder Hyperbel) die beiden Hauptaxen berührt, beziehungsweise 
(bei der Parabel) die Axe zur Scheiteltangente hat, berührt die Nor- 
male in dem zu P gehörenden Krümmungsmittelpunkt. Hieraus kann 


85) Vgl. ©. F. A. Leroy, a. a. O. 

86) A. Mannheim, Nouv. Ann. (1) 16 (1857), p. 322 (Kegelschnitte); ebd. 18 
(1859), p. 371 (cyklische Linien), und Ann. di mat. (1) 1 (1858), p. 364. 

87) L. Burmester, Lehrb. d. Kinematik, 1, Leipzig 1888, p. 63 (Verfolgungs- 
kurven), p. 90, 93—96 u. 141—142 (cyklische Linien). 

88) W. Hartmann, Zeitschr. d. Vereins deutscher Ingenieure 37 (1893), 
p. 95. 

89) J. Steiner, Vorles. üb. synthet. Geom. 2, bearb. v. H. Schröter, Leipzig 
1867, p. 214—223. Vgl. auch A. Mannheim, Nouv. Ann. (1) 16 (1857), p. 328. 
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man, wie C. Pelz°°) gezeigt hat, die vielen bekannten Konstruktionen 
für die Krümmungsmittelpunkte der Kegelschnitte ableiten. 
Ist in einer Ebene eine Linie A als die Hüllbahn einer bewegten 
starren Linie } erklärt, so kann die Auffindung ihres Krümmungs- 
mittelpunktes in einem gegebenen Punkte, 
m lu wie wohl P. Serret”') zuerst ausdrücklich 
hervorgehoben hat, auf die gleiche Aufgabe 
für eine als Punktbahn gegebene Linie 
U zurückgeführt werden. Ist nämlich (Fig. 3) 
P ein beliebiger Punkt von A und A der- 
jenige (mit I fest verbunden zu denkende) 
Punkt von !, welcher mit P in dem 
Augenblick zusammenfällt, wo ! die Hüll- 
bahn A in P berührt, ist ferner M der zu 
A gehörende Krümmungsmittelpunkt von I 
und m die Bahn von M, so stimmt der 
Krümmungsmittelpunkt C von A in P 
überein mit dem Krümmungsmittelpunkt 
von m in demjenigen Punkt, wo M sich 
in dem erwähnten Augenblick befindet. 


a3 





‚SC 
Fig. 3. 


Durch Verbindung dieses Satzes mit der Savary’schen Gleichung 
und der Bobillier'schen Konstruktion (Nr. 6) ergiebt sich eine ein- 
fache Lösung®?) der folgenden Aufgabe: In einer Ebene (Fig. 4) sei 
die Bewegung einer starren 
Figur % dadurch bestimmt, 
dass zwei zu % gehörende 
Linien f, ! beziehentlich auf 
zwei festen Linien 9, A 
gleiten. Man soll für die 
Hüllbahn Ö einer dritten zu 
‘5; gehörenden Linie d den 
Krümmungsmittelpunkt in 
einem gegebenen Punkte A 
unter der Voraussetzung 
konstruieren, dass für den 
= A ® Augenblick, wo d und ö 

Fig. 4. einander in A berühren, der 








90) C. Pelz, Prag. Ber. 1879, p. 205. 
91) P. Serret, Des methodes en geome6trie, Paris 1855, p. 83. 
92) Vgl. L. Burmester, Kinematik, 1, p. 100, oder A. Mannheim, J. €e. polyt. 
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zu A gehörende Krümmungsmittelpunkt D von d sowie die zu 
den Berührungspunkten von f mit 9 und von Z mit A gehörenden 
Krümmungsmittelpunkte F, ®, L, A dieser vier Linien gegeben seien”). 
Bestimmt man nämlich den Schnittpunkt P der Geraden ®F, AL, 
ferner den Schnittpunkt @ der Geraden ®A, FL, und macht sodann 
den Winkel DPQ’ in gleichem Sinne gleich dem’ Winkel LPQ, so 
braucht man nur die Gerade FD bis zum Schnittpunkt @° mit der 
Geraden PQ’ zu ziehen und Q’ mit ® zu verbinden. Dann ist der 
Schnittpunkt A der Geraden Q’®, PD der gesuchte zu A gehörende 
Krümmungsmittelpunkt von 6.) 

Diese Aufgabe und ihre Lösung können dadurch, dass man eine 
oder mehrere der Linien d, f, 9, 1,A zu Punkten zusammenschrumpfen 
lässt, in mannigfaltiger Weise spezialisiert werden. 

Wie unter ähnlichen Voraussetzungen die zum augenblicklichen 
Pol gehörenden Krümmungsmittelpunkte der Polkurve und der Pol- 
bahn konstruiert werden können, hat M. Grübler ®”) gezeigt. 

Einen geeigneten Ausgangspunkt für die Entwiekelung von Kon- 
struktionen des Krümmungsradius go einer Linie I bildet auch die 


Formel (vgl. Nr. 14): 


s|% 


Be 


’ 


wo v die Geschwindigkeit und n die Normalbeschleunigung eines auf 
I bewegten Punktes P bedeutet. Auf diesem Wege hat Bresse 96) die 
Aufgabe unter Hinzufügung von Beispielen eingehend behandelt und 
die Anwendbarkeit der obigen Formel nachgewiesen: 


1) für den Fall, dass ! als Bahn eines Punktes P einer in 
der Ebene von I sich bewegenden starren Figur gegeben ist und 








21, cah. 37 (1858), p. 185—187. Die ersten Lösungen der allgemeinen Aufgabe 
oder spezieller Fälle derselben wurden von A. Transon, J. de math. (1) 10 (1845), 
p. 154—155, Chasles, ibid. p. 206— 207, und Bobillier, Cours de g&om. (12. Ed. 
1870, p. 232) gegeben. 

93) An Stelle des einen Paares zusammengehörender Krümmungsmittel- 
punkte könnte auch die zum augenblicklichen Pol gehörende Tangente der Pol- 
bahn gegeben sein. Vgl. Burmester, Kinematik 1, p. 9, oder A. Mannheim, 
8 O0. p. 187. 

94) Über die quadratische Verwandtschaft, welche entsteht, wenn man 
durch diese Konstruktion jedem Punkt D einen Punkt A zuordnet vgl. A. Schoen- 
flies, Geometrie der Bewegung, Leipzig 1886, p. 12—22 (IV 3, Nr. 4). 

95) M. Grübler, Zeitschr. Math. Phys. 29 (1884), p. 212 und p. 382—383. 

96) Oh. Bresse, J. &c. polyt. 20, cah. 35 (1853), p. 89. Weitere Beispiele giebt 
W. Schell, Theorie der Bewegung und der Kräfte 1, 2. Aufl., Leipzig 1879, p. 465. 
Ebenda, p. 473, Angaben über neuere Litteratur. 
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für irgend eine Lage von P die entsprechenden Lagen des „Poles“ 
und des „Wendepoles“ (IV 3, Nr. 8) gefunden werden können; 

2) für den Fall, dass man die Bewegung von P aus ein- 
facheren Bewegungen zusammensetzen und dann die Geschwindig- 
keit und die Beschleunigung von P nach den allgemeinen Regeln der 
Kinematik (IV 3, Nr. 10) als Resultierende der Geschwindigkeiten 
und Beschleunigungen jener einfacheren Bewegungen finden kann. 
Die Betrachtungen von Bresse hat H. Resal ) auf räumliche 

Systeme ausgedehnt. 


18. Deviation. Es sei P ein gewöhnlicher Punkt einer Linie I, 
in welchem deren Krümmung nicht gleich Null ist. Parallel zur Tan- 
gente von ! in P sei eine Sehne gezogen, die zwei zu P benachbarte 
Punkte von ! verbindet, und P mit dem Mittelpunkt dieser Sehne 
durch. eine Gerade verbunden. 

Wenn dann die Sehne der Tangente unbegrenzt nahe rückt, so 
nähert sich die erwähnte Verbindungsgerade einer festen Grenzlage. 
A. Transon ®) hat diese Grenzlage die Deviationsaxe und den Winkel, 
welchen sie mit der Normale bildet, die Deviation von I im Punkte 1 
genannt und zugleich analytische Ausdrücke für diese Deviation an- 
gegeben und gezeigt, wie man mit Hülfe der Deviation erstens die- 
jenige Parabel, welche mit 2 in P eine Berührung dritter Ordnung 
und zweitens denjenigen Kegelschnitt, welcher mit ! in P eine Berüh- 
rung vierter Ordnung hat, finden kann. 


19. Gestalt einer Linie oder Fläche in der Nähe eines singu- 
lären Punktes. 

A. Ist P, ein singulärer Punkt einer ebenen Linie Z und die 
letztere in der Nähe von P, durch zwei Gleichungen: 


=), y=ıl 
in der Weise darstellbar, dass jedem Punkte von ! nur ein Wert von t 
entspricht, und dass p(f), y(f) für den zu P, gehörenden Wert von £ 
den Charakter ganzer Funktionen (I B 1, Nr. 7) haben, so'kann man, 
wie Halphen®”) bemerkt hat, die Linie 2 in der Nähe von P, immer 
als die Orthogonalprojektion einer gewundenen Linie Z ansehen, auf 
welcher der P, entsprechende Punkt ein gewöhnlicher ist — nämlich 
derjenigen Linie, die durch die Gleichungen: 


97) H. Resal, J. ec. polyt. 21, cah. 37 (1858), p. 227 ff. 

98) A. Transon, J. de math. (1) 6 (1841), p. 191—197. Vgl. auch Salmon- 
Fiedler, Höh. ebene Kurven, 2. Aufl., p. 468 f. 

99) @. Halphen, Par. M&m. pres. par div. sav. (2) 26 (1879), Nr.2, p. 19 ff. 
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ı=gpM, yaıl), 7-1 
dargestellt wird. 


Durch geeignete Annahme der Koordinatenaxen — nämlich da- 
durch, dass man den Anfangspunkt nach P, verlegt und die Tangente 
in P, (Nr. 5) als Abscissenaxe nimmt — und durch passende Wahl 
der Hülfsveränderlichen 2 kann man ferner stets erreichen, dass dem 
Punkt P, der Wert = 0 entspricht, und dass die Funktionen p(t), 
x(t) für alle Werte von ?, deren absoluter Betrag unter einer ge- 
wissen Grenze liegt, die Form haben: 

=" BON, der PB), 
wobei ®B,(t), ®;(t) konvergente und für 2= 0 nicht verschwindende 
Potenzreihen von ? bezeichnen, und m und n ganze positive Zahlen 
bedeuten, welche die Ungleichung: 
Mm<n 
erfüllen. Wenn dann: 

1) m ungerade, n gerade ist, so liegt Z in der Nähe von P, auf 
derselben Seite der Tangente und auf beiden Seiten der Normale. 
Eigentümlichkeiten des Verlaufes treten erst bei der Betrachtung der 
Krümmungsverhältnisse (indem die Krümmung gleich Null oder un- 
endlich gross wird) oder solcher Eigenschaften von / hervor, welche 
durch die Beschaffenheit der Ableitungen von höherer als der zweiten 
Ordnung der Funktionen p(f), x(t) bedingt werden. Wenn: 

2) m und » ungerade sind, so liegt 1 auf beiden Seiten sowohl 
der Tangente als der Normale, hat also in der Nähe von P, einen 
ähnlichen Verlauf wie in der Nähe eines Wendepunktes. Wenn: 

3) m gerade, n aber ungerade ist, so liegt ! in der Nähe von 2; 
auf beiden Seiten der Tangente, aber nur auf einer Seite der Normale. 
Der Punkt P, heisst in diesem Falle eine Spitze erster Art 100), Wenn 
endlich: 

4) m und n beide gerade sind, so liegt Z in der Nähe von 2; 
sowohl auf derselben Seite der Tangente als auch auf derselben Seite 
der Normale. Der Punkt P, heisst in diesem Fall eine Spitze zweiter 
Art oder eine Schnabelspitze. 


100) Geschichtliche Angaben über das erste Auftreten dieses Begriffes sowie 
desjenigen der Schnabelspitze machen M.Cantor, Vorles. üb. Geschichte der Math. 8, 
Leipzig 1898, p. 239, 770f. u. 794—796, sowie A. Brill u. M. Noether in ihrem 
Bericht, Deutsche Math.-Vereinig. Jahresber. 3 (1892/93), p. 125 ff. u. 133 ff. Eine 
durch zahlreiche Figuren unterstützte Aufzählung der möglichen Singularitäten 
ebener Linien, welche zugleich auf die Eigentümlichkeiten der Krümmung Rück- 
sicht nimmt, findet sich in OR. Wiener, Lehrb. d. darst. Geom. 1, Leipzig 1884, 
p. 204—208. 
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Die beiden erwähnten Arten von Spitzen werden auch als Rück- 
kehrpunkte bezeichnet. Zur Unterscheidung der nämlichen vier Fälle 
führt die Überlegung, dass ein auf I stetig fortschreitender und durch 
P, gehender Punkt im Augenblick des Durchgangs seine Bewegungs- 
richtung, und dass gleichzeitig die in ihm an / gelegte Tangente 
ihre Drehungsrichtung entweder beibehalten oder umkehren kann. 
Litteraturangaben finden sich in Fussn. 175. 

B. Wenn eine ebene Linie in der Nähe eines singulären Punktes 
P,; &y, %, durch eine Gleichung F(x, y) = 0 dargestellt werden kann, 
wo F(«,y) eine Funktion bedeutet, die an der Stelle x,, y, den Cha- 
rakter einer ganzen Funktion hat, so nennt man den Punkt P, einen 
Doppelpunkt, dreifachen Punkt, ..., je nachdem die Entwickelung der 
Funktion F(&, + 8, % + n) nach steigenden Potenzen von & und 7 
mit Gliedern zweiter, dritter, ... Ordnung beginnt!!), Wenn ferner 
F(&,,%, + n) nicht für jeden Wert von n gleich Null ist, was ohne 
wesentliche Beschränkung der Allgemeinheit vorausgesetzt werden darf, 
und » den Exponenten des Anfangsgliedes in der Entwickelung dieser 
Funktion nach steigenden Potenzen von 7 bezeichnet, so kann die 
Funktion F(x, +8, + n), wie K. Weierstrass ') gezeigt hat, immer 
in ein Produkt zerspalten werden von der Form: 


+ +RAOT "+ +h@) Gm; 
wo f,(&), (8), -- -, f,(&) Potenzreihen von & bedeuten, die keine kon- 
stanten Glieder enthalten und konvergieren, sobald |&| unterhalb einer 
gewissen Grenze liegt, während G($&,n) eine frr&=n=0 nicht 
mehr verschwindende Funktion bedeutet. Die Gleichung: 


F&a+5,% + n)= 0 
kann daher, solange es sich nur um die Betrachtung solcher Werte- 
paare &, n handelt, die in einer hinreichend engen Umgebung der 
Nullstelle liegen, durch die Gleichung: 


it ui FACE, Mathe ui FIC)E Witte ve ui 71 Eu 
ersetzt werden, die in Bezug auf n nur von endlichem Grade ist. Des- 
wegen bleibt für singuläre Punkte der gegenwärtig in Rede stehenden 
Art, auch wenn F(x, y) transcendent ist, der von V. Puiseux 109) zu- 


101) Vgl. L. Euler, Introductio in analysin infinitorum 2, Lausannae 1748, 
p. 162—163. 

102) K. Weierstrass, Einige auf die Theorie der analytischen Funktionen 
mehrerer Veränderlichen sich beziehende Sätze, autographiert, Berlin 1879 — Ab- 
handlungen aus der Funktionenlehre, Berlin 1886, p. 105 = Math. Werke 2, Berlin 
1895, p. 135, Nr. 1. Vgl. auch IIB1, Nr. 45. 

103) V. Puiseux, J. de math. (1) 15 (1850), p. 384. — Andere Beweise des 
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nächst nur für singuläre Punkte algebraischer Linien bewiesene Satz 
bestehen, dass die Gesamtheit aller in einer gewissen Nähe eines 
solehen Punktes gelegenen Punkte der Linie (einschliesslich der ima- 
ginären Punkte) stets durch eine endliche Anzahl von Gleichungs- 
paaren von der Form 
| sp, y—ıW 

dargestellt werden kann, in denen g(t), x(t) Potenzreihen bedeuten, 
die innerhalb eines gewissen Bereiches konvergieren und für {= 0) 
den Koordinaten des betrachteten singulären Punktes gleich werden. 

Ebenso kann auch ein Teil der Untersuchungen über die Ge- 
stalt einer ebenen algebraischen Linie in der Nähe eines singulären 
Punktes!%) sowie über die Frage, ob und in welchem Sinne man 
eine verwickeltere Singularität einer solchen Linie als gleichwertig 
mit mehreren einfacheren Singularitäten ansehen und wie man die- 
selbe durch Zusammenrücken einfacherer Singularitäten erzeugen 
könne!0), auf transcendente Linien übertragen werden. 


gleichen Satzes oder andere Verfahrungsweisen zur Herstellung der in demselben 
erwähnten Reihenentwickelungen gaben M. Hamburger, Zeitschr. Math. Phys. 16 
(1871), p. 461; L. Koenigsberger, Ellipt. Funktionen 1, Leipzig 1874, p. 182; 
O. Stolz, Math. Ann. 8 (1875), p. 415; M. Noether, Math. Ann. 9 (1876), p. 166, 
und O. Biermann, Theorie der analyt. Funktionen, Leipzig 1887, p. 215 (nach 
Vorlesungen von K. Weierstrass); A. Brill, Münch. Ber. 21 (1891), p. 207, und 
K. Weierstrass, Math. Werke 4, Vorl. üb. d. Theorie der Abel’schen Transcen- 
denten, bearb. v. @. Hettner u. J. Knoblauch, Berlin 1902, p. 19—32. Vgl. auch 
A. Brill u. M. Noether, Deutsche Math.-Vereinig. Jahresber. 3 (1892/93), p. 367— 
402, u. IB2, Nr. 2, 8. 

‚104) Mit der Ermittelung der Gestalt einer algebraischen Linie in der Nähe 
eines singulären Punktes haben sich bereits J. Newton, J. P. de Gua de Malves, 
L. Euler, G. Cramer beschäftigt; vgl. M. Cantor, Vorles. üb. Gesch. d. Math. 3, 
Leipzig 1898, p. 102—103, 770, 784, 810, u. A. Brill u. M.Noether, a. a. O. p. 116 
—149. Auch J. Plücker hat, Theorie d. alg. Kurven, Bonn 1839, p. 158—179, 
eingehende Untersuchungen über die verschiedenen möglichen Gestalten einer 
algebraischen Linie in der Nähe eines einfachen Punktes, eines Doppelpunktes 
und eines dreifachen Punktes angestellt. Den Fall eines Doppelpunktes hat 
O. Stolz, Math. Ann. 8 (1875), p. 429 ff. vollständig erledigt und zugleich gezeigt, 
welche verschiedenen Fälle bei der Betrachtung eines ö-fachen Punktes zu 
unterscheiden sind. 

105) Vgl. A. Cayley, Quart. J. of math. 7 (1866), p. 212 = Coll. math. pap. 5, 
p. 520 u. 619; O. Stolz, Math. Ann. 8 (1875), p. 442f.; M. Noether, Math. Ann. 9 
(1876), p. 166; H.@.Zeuthen, Math. Ann. 10 (1876), p. 210; @. Halphen, Paris Me- 
moires pres. par divers savants (2) 26 (1879), Nr. 2; A. Brill, Math. Ann. 16 (1880), 
p. 348. Für ebene und räumliche Kurven sind die einschlägigen Fragen mit 
algebraischen Hülfsmitteln, unter Berücksichtigung der Realitätsverhältnisse, von 
Fr. Meyer untersucht worden, Math. Ann. 38 (1891), p. 369; 43 (1893), p. 286; 
Monatsh. Math. Phys. 4 (1893), p. 229,331. 
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©. Die Gestalt einer gewundenen Linie in der Nähe eines singu- 
lären Punktes ist aus den Gestalten ihrer rechtwinkligen Projektionen 
auf geeignet: gewählte Ebenen zu erschliessen. Für den Fall, dass 
eine Parameterdarstellung der betrachteten Linie gegeben ist, enthält 
Fussn. 175 zu Nr. 29 nähere Angaben. 

D. Ist eine Fläche % durch eine Gleichung 

F (X, Y, 2) = (0 

zwischen den Koordinaten x, y, z gegeben und sind &,, %9, 2, die 
Koordinaten eines singulären Punktes  P, von %, welcher jedoch so 
beschaffen ist, dass die Funktion F(&, y, 2) an der Stelle &,, Yo, & 
den Charakter einer ganzen Funktion hat, so stimmt die Gestalt von 5 
in der Nähe von P, in erster Annäherung mit der Gestalt desjenigen 
algebraischen Kegels überein, dessen Gleichung man erhält, indem 
man die Summe der Glieder niedrigster Dimension in der Entwicke- 
lung der Funktion F(z,y,z) nach Potenzen von 2 — 2, Y— Yy, 
2 — 2, gleich Null setzt !06). 

Sind in der eben erwähnten Entwickelung Glieder zweiter Dimen- 
sion wirklich vorhanden, so heisst P, ein .Doppelpunkt (Knotenpunkt) 
von %; und wenn sich die Summe der Glieder zweiter Dimension in 
zwei lineare Faktoren zerspalten lässt, so heisst P, ein biplanarer 
oder ein uniplanarer Doppelpunkt, je nachdem diese Faktoren, von einem 
konstanten Faktor abgesehen, verschieden oder einander gleich sind. 

Von der Gestalt der Fläche in der Nähe eines solchen Punktes 
gewinnt man eine genauere Vorstellung erst durch die Betrachtung 
derjenigen der gegebenen Fläche sich anschmiegenden algebraischen 
Fläche dritter 0) oder höherer Ordnung, deren Gleichung man erhält, 
indem man zu den Gliedern zweiter Ordnung in der erwähnten Ent- 
wickelung von F(z,y,2) noch die Glieder dritter Ordnung und je 
nach den Umständen auch noch Glieder höherer Ordnung !%) hinzu- 

106) Wie ©. W. M. Black, Havard Thesis 1901 = Amer. Ac. Arts Sci. Proc. 
37 (1902), p. 281, bewiesen hat, ist für die einem singulären Punkt der in Rede 
stehenden Art benachbarten Flächenteile immer eine Parameterdarstellung durch 
eine endliche Anzahl von Gleichungssystemen möglich. Vgl. auch IIB1, Nr. 46, 
Fussn. 254, u. IIB2, Nr. 55. — Über die Unterscheidung gewöhnlicher und 
spezieller #-facher Punkte einer algebraischen Fläche und die Entstehung der 
letzteren aus den ersteren vgl. K. Rohn, Leipz. Ber. 36 (1884), p. 1. — Modelle für 
die verschiedenen Typen konischer Knotenpunkte hat A. Sucharda angefertigt. 
Vgl. Deutsche Mathem.-Ver., Katalog math. u. math.-phys. Modelle, Apparate und 
Instrumente, hsg. v. W. Dyck, München 1892, Nr. 228, p. 299, sowie Verlag von 
Modellen für d. höh. math. Unterricht von L. Brill in Darmstadt, Nachtrag zur 
17. Serie, 1898, Nr. 7. 

107) Vgl. F. Klein, Math. Ann. 6 (1873), p. 556. 

108) Vgl. H. @. Zeuthen, Math. Ann. 9 (1876), p. 321. 
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fügt und die Summe gleich Null setzt. Für algebraische Flächen hat 
K. Rohn!®) eine vollständige Aufzählung der verschiedenen möglichen 
Gestalten in der Nähe eines biplanaren oder uniplanaren Knotens 
gegeben. 


20. Traktorien. Eine Linie ! heisst eine Zuglinie (Traktorie, 
Traktrix) einer gegebenen Linie d (Direktrix), wenn jede Tangente 
von / die Linie d in einem Punkte trifft, der von dem Berührungs- 
punkt der Tangente einen gegebenen konstanten Abstand hat. 

Als Traktorie von Huygens bezeichnet man insbesondere die Zug- 
linie einer Geraden. Bei geeigneter Wahl der Koordinatenaxen ist 
diese besondere Zuglinie darstellbar durch die Gleichung’): 


WERE BUN ES ARE, 
= Y — Va y, 





z=.a-lg 


oder auch durch die Gleichungen: 


»=allgtg(7 + 2) — sing], Yy=4008Sp, 

wo a das konstante Stück der Tangente zwischen Berührungspunkt 
und Direktrix bedeutet. 

Die Traktorie von Huygens kann ferner auch erklärt werden: 

A) als die orthogonale Trajektorie einer Schar kongruenter Kreise 
vom Radius a, deren Mittelpunkte auf der Direktrix liegen '"); 

B) als die Evolvente einer Kettenlinie'?). 
Zur Lehre von den Flächen konstanten negativen Krümmungsmasses 
(HI D5) steht sie, wie J. Liowville‘!) bemerkt hat, dadurch in Be- 
ziehung, dass die eine der drei nach U. Dini *!*) möglichen Formen, welche 
eine zu jener Familie gehörende Umdrehungsfläche haben kann, durch 
die Umdrehung einer Huygens’schen Traktrix um ihre Direktrix entsteht. 

Die Bestimmung einer Zuglinie erfordert im allgemeinen die Inte- 
gration einer gewöhnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung'”°). 


109) K. Rohn, Math. Ann. 22 (1883), p. 124. — Angaben über die gestalt- 
lichen Verhältnisse in speziellen Fällen macht auch H. @. Zeuthen, Math. Ann. 
10 (1876), p. 468 ff. — Die verschiedenen Stellen der Schriften von A. Cayley, 
welche singuläre Punkte von Kurven oder Flächen betreffen, sind in Coll. math. 
papers, Index, Cambridge 1898, p. 130, zusammengestellt. 

110) L. A. Sohncke’s Samml. v. Aufgaben aus d. Diff.- u. Int.-Rechn., hrsg. 
v. A. Amstein, 1 (4. Aufl.), Halle 1875, p. 207. 

111) Ebd. 2 (1877), p. 202. 

112) Ebd. 1, p. 208 oder Salmon-Fiedler, Höh. eb. Kurven, 2. Aufl., p. 377. 

113) Note IV zu Monge, Application de l’analyse, 5. &d., p. 597—600. 

114) U. Dini, Giom. di mat. 3 (1865), p. 241 ff. 

115) Näheres und geschichtliche Angaben enthält der Artikel Tractoria des 
mathematischen Wörterbuchs von @. $. Klügel, 5', Leipzig 1831, p. 78. 
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II. Scharen von Linien und Flächen. 


21. Einhüllende von Linien- und Flächenscharen. Eine Mehr- 
heit in ein- und derselben Ebene liegender Linien heisst eine einfach 
unendliche ebene Linienschar (Schar 1. Stufe, Büschel), wenn sie sich 
durch eine Gleichung von der Form: 

(1) F@y)=0 
oder auch durch ein System von zwei Gleichungen von der Form: 
(2) | = plt, c), 

y=x(, ce) 
in der Weise darstellen lässt, dass man jedesmal die Darstellung einer der 
Mehrheit angehörenden Linie erhält, wenn man in (1) beziehentlich (2) 
für den „Parameter“ ce irgend einen festen Wert einsetzt, der höchstens 
der Einschränkung unterliegt, einem gegebenen begrenzten Intervall 
anzugehören, und nach und nach die Darstellungen aller der Mehr- 
heit angehörenden Linien, und zwar im allgemeinen jede nur einmal, 
wenn man c dieses Intervall ganz durchlaufen lässt. 

Wenn ferner in einer Ebene eine Mehrheit von Linien in ähn- 
licher Weise wie eben gegeben ist, nur mit dem Unterschiede, dass 
bei ihrer analytischen Darstellung zwei unabhängig von einander ver- 
änderliche Parameter auftreten, und verschiedenen Wertsystemen dieser 
Parameter im allgemeinen auch verschiedene Linien der gegebenen 
Mehrheit entsprechen, so gebraucht man zur Bezeichnung der Mehr- 
heit den Ausdruck zweifach unendliche ebene Linienschar (Schar 2. Stufe, 
Netz, Scharschar, Bündel) u. s. £.. 

Ähnliche Erklärungen gelten für die Begriffe Schar von Raum- 
kurven und Flächenschar. Eine zweifach unendliche Schar von Raum- 
kurven wird nach dem Vorgang von J. Plücker häufig eine Kurven- 
kongruenz genannt. 

Zwei Gebilde einer Schar heissen benachbart, wenn sie benach- 
barten Werten des oder der Parameter entsprechen. = 

Wenn eine einfach unendliche ebene Linienschar so beschaffen 
ist, dass jede ihr angehörende Linie von einer hinreichend nahe be- 
nachbarten Linie der gleichen Schar in einem oder in mehreren Punkten 
geschnitten wird, welche sich bei unbegrenzter Annäherung der be- 
nachbarten an die ursprünglich betrachtete Linie festen Grenzlagen 
nähern, so nennt man die Gesamtheit aller dieser Grenzlagen die 
Einhüllende oder die Umhüllungslinie oder die Enveloppe 116) oder die 


116) Diese Bezeichnung rührt von @. Monge her (vgl. Application de V’anal., 
5. &d., p. 30f.). Der Begriff selbst ist älter. In manchen neueren Arbeiten (vgl. 
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Hüllbahn der gegebenen Linienschar. Die letztere Bezeichnung ist 
namentlich dann gebräuchlich, wenn die gegebene Schar aus den ver- 
schiedenen Lagen einer bewegten starren Linie besteht. 
Wenn eine ebene Linienschar durch eine Gleichung: 

) F(&, Y; ce) = 0 

zwischen den Koordinaten x, y und einem Parameter c gegeben ist, 
und die einem speziellen Wert c, des Parameters c entsprechende 
Linie von der zu einem benachbarten Wert c, + y dieses Parameters 
gehörenden Linie der Schar in einem Punkte geschnitten wird, welcher 
sich bei verschwindendem y unbegrenzt einer festen Grenzlage nähert, 
so erfüllen die Koordinaten &,, y, dieser Grenzlage stets die Gleichungen: 


F(2,4Y,6)=0 und F,(&, Yo ) =). 


Ist umgekehrt x,, %, €, ein Wertsystem, welches die beiden vorstehen- 
den Gleichungen erfüllt, und für welches die Determinante: 


DR a SR ä 
= Es AR 


von Null verschieden ist, so haben die den Parametern c, und +7 
entsprechenden Linien der Schar (1) für jeden in einer gewissen Nähe 
von Null gelegenen Wert von y einen in der Nähe des Punktes ,, %, 
liegenden Schnittpunkt, welcher sich bei verschwindendem y dem 
Punkte &,, %, unbegrenzt annähert. 

Aus diesen beiden Sätzen folgt: | 

Man erhält die Einhüllende einer Linienschar, welche durch eine 
_ Gleichung: | 
(1) Fa, y, c) = 0 
zwischen den Koordinaten x, y und einem Parameter e gegeben ist, 
indem man die Gleichung (1) mit der aus ihr durch Differentiation 
nach c hervorgehenden Gleichung: 
8) F,@y,e)— 0 
verbindet und aus beiden entweder c eliminiert, oder x und y als 
Funktionen des Parameters c berechnet!!‘), Dabei bedürfen jedoch 


D 





IIA4a, Nr.22) wird der Begriff Enveloppe enger gefasst, indem dieses Wort 
nur zur Bezeichnung derjenigen Zweige der im Text erwähnten Gesamtheit be- 
nutzt wird, die übrig bleiben, wenn man alle etwa dazugehörenden geome- 
trischen Orte von Spitzen und mehrfachen Punkten der Linien der ursprünglich 
betrachteten Schar ausscheidet (II D 8). 

117) Beispiele für die Anwendung dieses Satzes, Umformungen desselben 
für den Fall, dass die betrachtete Linienschar in verwickelterer Weise gegeben 
ist, und eine Erweiterung des Begriffs der Einhüllenden giebt Salmon- Fiedler, 


48 1ID1,2. H.v. Mangoldt. Anwendung der Differential- u. Integralrechnung. _ 


diejenigen die Gleichungen (1) und (3) erfüllenden Wertsysteme x, 9, c, 
für welche die Determinante D gleich Null ist, einer besonderen Unter- 
suchung. Der hier erwähnte und andere Ausnahmefälle sind unter 
Angabe von Beispielen von G. Peano genauer erörtert worden en). 

Wenn für ein die Gleichungen (1) und (3) erfüllendes Wert- 
system &%,, Y9, € der Veränderlichen &, y, c sowohl die Determinante 
D als die partielle Ableitung F,, von Null verschieden ist, so hat 
die Einhüllende der durch die Gleichung (1) dargestellten Linienschar 
im Punkte &,, y, eine bestimmte Tangente, und diese stimmt mit der 
Tangente der zu dem Parameterwert c, gehörenden Linie der Schar 
im Punkte &,, %, überein. Hieraus folgt: Wenn eine Linienschar ein 
allgemeines Integral einer gewöhnlichen Differentialgleichung 1. Ord- 
nung darstellt, so liefert die Einhüllende der Schar im allgemeinen 
eine „singuläre Lösung“ der Differentialgleichung "°), 

Die Einhüllende einer ebenen Schar von geraden Linien hat im 
allgemeinen jede dieser Geraden zur Tangente 120), Die Einhüllende 
aller Normalen einer ebenen Linie Z stimmt mit der Evolute von I 
überein. 

In der Lehre von den Einhüllenden der Flächenscharen sind zwei 
verschiedene Arten von Einhüllenden zu unterscheiden, je nachdem 
man es mit einer einfach- oder mit einer zweifach unendlichen Flächen- 
schar zu thun hat. 

Wenn eine einfach unendliche Flächenschar so beschaffen ist, 
dass jede ihr angehörende Fläche von einer hinreichend nahe benach- 
barten Fläche der Schar in einer Linie geschnitten wird, welche sich 
bei unbegrenzter Annäherung der benachbarten an die ursprünglich 
betrachtete Fläche einer festen Grenzlage nähert, so versteht man 
unter der Einhüllenden oder der Umhüllungsfläche oder der Einveloppe 


Höhere ebene Kurven, 2. Aufl., p. 86—95. — Unter der Voraussetzung, dass für 
die Eingehüllten eine Parameterdarstellung gegeben sei, hat O. Biermann, Brünn, 
Festschr. der Techn. Hochschule 1899, die Lehre von den Einhüllenden der 
Linien- und Flächenscharen ausführlich dargestellt. Der gleiche ‚@egenstand ist 
von E. Ozuber, Archiv Math. Phys. (3) 2 (1902), p. 113, auf anderem Wege be- 
handelt worden. 

118) @. Peano, Applicazioni geometriche, p. 311—313 — Lezioni di ana- 
lisi 2, $ 378, p. 193—195. 

119) Vgl. I A4a, Nr. 22. — Eine eingehende, mit zahlreichen litterarischen 
Nachweisen verbundene Darstellung der Ausdehnung dieses Satzes auf Flächen- 
scharen und partielle Differentialgleichungen geben $. Lie und @. Scheffers, Geo- 
metrie der Berührungstransformationen 1, Leipzig 1896, p. 482—535. Vgl. auch 
IIA5, Nr.33 und IIID7. 

120) Hülfsmittel zur Konstruktion des Berührungspunktes giebt L. Bur- 
mester, Lehrb. d. Kinematik 1, Leipzig 1888, p. 64—66, 84—86, 92—93. 
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der Schar die Gesamtheit der erwähnten Grenzlagen. Jede einzelne 
dieser letzteren heisst eine Charakteristik der Einhüllenden '?"). 

Wenn eine Flächenschar durch eine Gleichung: 

(4) F(&, Y,?, e) —=(0 

zwischen den Koordinaten x, y, 2 und einem Parameter c gegeben ist 
und die einem speziellen Wert c, von c entsprechende Fläche von der 
zu einem benachbarten Wert c, + Y des Parameters gehörenden Fläche 
der Schar in einer Linie geschnitten wird, welche sich bei verschwin- 
dendem y unbegrenzt einer festen Grenzlage nähert, so erfüllen die 
Koordinaten &,, %, 2, eines jeden Punktes dieser Grenzlage die Glei- 
chungen: 

F(&, Yo, 20, 0)=0 und Fl 9, 20, &) =). 

Ist umgekehrt &,, Yo, 2,, € ein Wertsystem, welches die beiden 
vorstehenden Gleichungen erfüllt, und für welches die Unterdetermi- 
nanten zweiten Grades der Matrix: 

ne a 
| Br (ken E, cy ” 2 
nicht sämtlich gleich Null sind, so haben die den Parameterwerten ec, 
und c, 4 y entsprechenden Flächen der Schar (4) für jeden in einer 
gewissen Nähe von Null liegenden Wert von y eine Schnittlinie, 
welche sich bei verschwindendem y einer festen durch den Punkt 
%y, Yo, 2%, hindurchgehenden Linie unbegrenzt annähert. 

Aus diesen beiden Sätzen folgt: 

Man erhält die Einhüllende einer Flächenschar, welche durch eine 
Gleichung: 

(4) Fa, Y 2, c)=0 

zwischen den Koordinaten &, y, z und einem Parameter e gegeben 
ist, indem man die Gleichung (4) mit der aus ihr durch Differentia- 
tion nach c hervorgehenden Gleichung: 

(5) F(&, 9, 2% )=0 

verbindet und aus beiden ce eliminiert"??). Dabei bedürfen jedoch die- 
jenigen, die Gleichungen (4) und (5) erfüllenden Wertsysteme x, 9, 2, e, 
für welche die Unterdeterminanten der oben angegebenen Matrix sämt- 
lich gleich Null sind, einer besonderen Untersuchung. 

Wenn für ein die Gleichungen (4), (5) erfüllendes Wertsystem 











121) Nach @. Monge, Application, 5. &d., p. 33. 

122) Der Fall, dass die Flächenschar in verwickelterer Weise gegeben ist, 
wird bei Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes 2, 3. Aufl. 1880, 
p- 270 ff. unter Behandlung von Beispielen erörtert. 

Encyklop. d. math. Wiesensch. III 3. 4 
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%o, Yo, 20; % sowohl die Ableitung F,. als wenigstens eine der er- 
wähnten Unterdeterminanten von Null verschieden ist, so hat die 
Einhüllende der Flächenschar (4) im Punkte &,, %, 2, eine bestimmte 
Tangentenebene und diese stimmt mit der Tangentenebene der zu dem 
Parameterwert c, gehörenden Fläche der Schar im nämlichen Punkte 
überein. 

Kann man die Gleichungen (4), (5) und die Gleichung F,, — 0 
dadurch gleichzeitig befriedigen, dass man für x, y, z passend ge- 
wählte Funktionen (ec), x(ec), v(c) von c einsetzt, so stellen die drei 
Gleichungen: 

= yld), y-ıld, 2= vl 
im allgemeinen eine singuläre Linie der die Schar (4) einhüllenden 
Fläche dar. Diese singuläre Linie heisst nach @. Monge'?) die Rück- 
kehrkante oder die Gratlinie der Einhüllenden der Schar (4). Sie ent- 
hält die Gesamtheit der Grenzlagen der Schnittpunkte unendlich nahe 
benachbarter Charakteristiken und wird im allgemeinen in jedem ihrer 
Punkte von einer Charakteristik berührt!*). 

Wenn eine zweifach unendliche Flächenschar durch eine Gleichung: 
(6) F(a,y,2,0,c0)=0 
zwischen den Koordinaten x, y, z und zwei Parametern c, c’ gegeben 
ist, und die zu einem Paar spezieller Werte c,, c, der Parameter ge- 
hörende Fläche %, von einer benachbarten, den Parameterwerten 
&-+Y, % + Y entsprechenden Fläche geschnitten wird, so nähert 
sich die Schnittlinie im allgemeinen verschiedenen Grenzlagen, wenn 
y und y’ in verschiedenen Verhältnissen zu einander gleichzeitig un- 
endlich klein werden. Aber im allgemeinen giebt es auf %, einen 
oder mehrere feste Punkte, durch welche alle diese Grenzlagen hin- 
durchgehen. Die Gesamtheit aller Punkte, welche sich so für die 
einzelnen Flächen der Schar (6) ergeben, bildet im allgemeinen eine 
Fläche, welche alle Flächen der gegebenen Schar berührt und die 
Einhüllende (Enveloppe) dieser Schar genannt wird. Die Gleichung 
dieser Einhüllenden ergiebt sich im allgemeinen durch Elimination 
der Parameter c, c aus den drei Gleichungen: 


F=0, FR=-0, F=0.'%) 


22. Brennlinien. Wenn in einer Ebene eine Linie / und eine 


123) @. Monge, Application, 5. &d., p. 34. 

124) Vgl. G. Peano, Applicazioni geometriche, p. 315. 

125) Vgl. @. Peano, Applicazioni geometriche, p. 315—318; E. Picard, 
Trait& d’anal. 1, Paris 1891, p. 291—292. 


22. Brennlinien. 51 


Schar $ von Strahlen gegeben sind, welche Z schneiden, so kann 
man sich: 

1) vorstellen, dass die zu 5 gehörenden Strahlen von / zurück- 
geworfen (reflektiert) werden, und nennt dann die Einhüllende der 
zurückgeworfenen Strahlen die katakaustische Linie oder die Kata- 
kaustik von I für S als einfallende Strahlenschar; oder: 

2) annehmen, dass / die Trennungslinie zweier Gebiete bildet, 
welche verschiedene aber konstante optische Dichtigkeiten haben, und 
dass die zu 5 gehörenden Strahlen bei ihrem Durchgang durch | 
eine Brechung erleiden, bei welcher das Verhältnis des Sinus des 
Einfallswinkels zum Sinus des Brechungswinkels einen vorgeschrie- 
benen konstanten Wert » hat. In diesem letzteren Falle nennt man 
die Einhüllende der an / gebrochenen Strahlen die diakaustische Linie 
oder die Diakaustik von I für $ als einfallende Strahlenschar und 
für n als Brechungsexponent. 

Katakaustische und diakaustische Linien fasst man unter dem 
gemeinsamen Namen kaustische Linien oder Brennlinien zusammen !*). 

In manchen Fällen erweisen sich verwickelte Brennlinien als 
Evoluten anderer sehr viel einfacherer Linien. Daher ist bei der Er- 
mittelung von Brennlinien ein Verfahren nicht ohne praktischen Wert, 
welches von A. Quetelet'?') angegeben wurde, und darin besteht, dass 


126) Die Lehre von den Brennlinien hat A. Plana, Bruxelles Observ. Corresp., 
publ. par A. Quetelet, 7 (1832), p. 13 u. 85, eingehend behandelt. Eine Dar- 
stellung dieser Lehre mit zahlreichen Beispielen und Angaben über die ältere 
Litteratur findet sich auch in @. $. Klügel, Math. Wörterbuch 1, Leipzig 1803, 
Art. „Brennlinie‘, p. 344; „Catacaustica“, p.400; „Diacaustica“, p. 752, und in 
den Supplementen hierzu, hrsg. v. J. A. Grunert, 1. Abt., Leipzig 1833, Art. 
„Caustische Flächen und Linien“, p. 349. — Über den schon bei L. Malus, J. 
6c. polyt., cah. 14 (1808), p. 5 u. 86, vorkommenden Begriff Brennfläche bei 
einem Strahlensystem im Raume vgl. E. E. Kummer, J. f. Math. 57 (1860), p. 189, 
sowie IIIC9 und IID9. Für Strahlen, die auf ein und derselben Fläche 3 
‚senkrecht stehen, fällt dieser Begriff mit dem der Fläche der Hauptkrümmungs- 
mittelpunkte von % zusammen. 

Die für die Beurteilung der Wirkungsweise centrierter dioptrischer Systeme 
wichtige Brennfläche der ursprünglich von einem leuchtenden Punkt ausserhalb 
der Axe eines solchen Systems ausgegangenen und dann durch dasselbe ge- 
brochenen Strahlen hat L. v. Seidel, Münch. Anz. 1857, und Berl. Monatsber. 
1862, p. 695, bestimmt. Die Ableitung ihrer Gleichungen hat S. Finsterwalder, 
Münch. Abh. 17 (1892), p. 531, gegeben auf Grund von Formeln, die L. v. Seidel, 
Astron. Nachr. Bd. 43 (1856), p. 289, entwickelt hatte. 

127) A. Quetelet, Bruxelles Nouv. mem. 3 (1826), p. 89; 4 (1827), p. 81. 
D. Gergonne hat, Ann. de math. 16 (1826), p. 1 und 307, die Betrachtungen von 
Quetelet auf den Raum ausgedehnt und dadurch bewiesen, dass Strahlen, welche 
ursprünglich die Eigenschaft hatten, auf ein und derselben Fläche senkrecht 

4* 
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man die Bestimmung einer Brennlinie auf die der Einhüllenden einer 
Schar von Kreisen zurückführt. Dies geschieht, wenn es sich um eine 
Brennlinie durch Zurückwerfung handelt, durch folgende Überlegungen: 

1) Kennt man eine Linie /”, welche die an l zurückgeworfenen 
Strahlen oder deren Verlängerungen senkrecht schneidet, so ist die 
Brennlinie nichts anderes als die Evolute von !”. 

2) Kennt man eine Linie /‘, welche die einfallenden Strahlen oder 
deren Verlängerungen senkrecht schneidet, so kann man aus ihr, in- 
dem man jeden Punkt von / an derjenigen Tangente von spiegelt, 
deren Berührungspunkt mit ihm auf dem gleichen einfallenden Strahle 
liegt, eine Linie /” ableiten, welche die zurückgeworfenen Strahlen 
oder deren Verlängerungen senkrecht schneidet. Die gleiche Linie 7” 
kann auch noch auf andere Weise gefunden werden. Beschreibt man 
nämlich um jeden Punkt von ! einen Kreis, welcher !’ berührt, so 
stimmt diejenige Linie, welche zusammen mit / die Einhüllende dieser 
Schar von Kreisen bildet, mit 2” überein. 

So gelangt man zu folgendem Satze: 

Die Katakaustik einer beliebigen ebenen Linie / für eine Schar 
von Strahlen, welche auf einer gleichfalls beliebigen, mit / in einer 
Ebene liegenden Linie ! senkrecht stehen, ist die Evolute des von U 
verschiedenen Zweiges der Einhüllenden aller Kreise, deren Mittel- 
punkte auf / liegen, und welche !” berühren. 

Ähnliche Überlegungen sind auch auf den Fall der Brechung an- 
wendbar und führen zu folgendem Ergebnis: 

Die Diakaustik einer beliebigen ebenen Linie I für ein gegebenes 
Brechungsverhältnis und für eine Schar von Strahlen, welche auf 
einer gleichfalls beliebigen mit Z in einer Ebene liegenden Linie ! 
senkrecht stehen, ist die Evolute des einen Zweiges der Einhüllenden 
aller Kreise, deren Mittelpunkte auf ! liegen und deren Radien zu 
den Abständen ihrer Mittelpunkte von !’ in dem konstanten Verhältnis 
des Sinus des Brechungswinkels zum Sinus des Einfallswinkels stehen. 

Wenn die einfallenden Strahlen sich sämtlich in einem Punkte P 
schneiden, so kann man für die in den vorstehenden Sätzen erwähnte 
Linie / einen beliebigen um P als Mittelpunkt beschriebenen Kreis 
nehmen, insbesondere auch den Kreis vom Radius Null, d. h. den 
Punkt P selbst. 

Wenn dies letztere geschieht, so entsteht der im ersten der 


zu stehen, diese Eigenschaft auch nach jeder Zurückwerfung an einer spiegeln- 
den Fläche, sowie nach jeder Brechung an der Trennungsfläche zweier einfach 
brechenden homogenen Medien behalten. Vgl. auch @. Darboux, Legons sur la 
theorie gen. des surf. 2, p. 278 ff. 


- 
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obigen Sätze erwähnte Zweig der Einhüllenden aus der Fusspunkt- 
kurve von / für den Punkt P als Pol dadurch, dass man diese Fuss- 
punktkurve von P als Ähnlichkeitspunkt aus im Verhältnis 2:1 
vergrössert!??). 

Die Brennlinien des Kreises durch Zurückwerfung und Brechung 
für den Fall, dass die einfallenden Strahlen von ein- und demselben 
eigentlichen oder unendlich fernen Punkte ausgehen, hat A. Cayley'”) 
eingehend behandelt. Sorgfältige Zeichnungen von Brennlinien haben 
F. Engel und K. Schellbach "?°) veröffentlicht. 


23. Trajektorien. Orthogonale Linien- und Flächenscharen. 
Wenn eine ebene Linienschar gegeben ist, so kann es vorkommen, 
dass durch jeden Punkt eines zweifach ausgedehnten Bereiches mehrere 
Linien der Schar hindurchgehen, und dann ist es bei Einschränkung 
der Betrachtung auf diesen Bereich im allgemeinen unmöglich, eine 
Linie zu finden, welche mit jeder sie schneidenden Linie der Schar 
einen vorgeschriebenen unveränderlichen Winkel bildet. 

Ist dagegen eine ebene Linienschar so beschaffen, dass durch 
jeden Punkt eines zweifach ausgedehnten Bereiches eine und nur eine 
Linie der Schar hindurchgeht, was immer der Fall ist, wenn die Schar 
durch eine Gleichung zwischen den Koordinaten x, y und einem Para- 
meter c gegeben ist, welche die besondere Form: 


(1) DEN) —EC (® eindeutige Funktion von &, y) 


hat, so ist die erwähnte Forderung erfüllbar, und dann heisst jede ihr 
genügende Linie eine isogonale, und wenn der gegebene konstante 
Winkel ein rechter ist, eine orthogonale Trajektorie der gegebenen 
Linienschar. 

Eine Linienschar der zuerst betrachteten Art kann in mehrere 
Scharen von Zweigen aufgelöst werden, welche die zuletzt angegebene 
Eigenschaft haben und bei welchen daher von Trajektorien die Rede 
sein kann. 

Ist die ursprüngliche Linienschar durch eine Gleichung von der 
Form F(x, y, c)=0 gegeben, so geschieht dies einfach durch Auf- 
lösung dieser Gleichung in Bezug auf den Parameter c. 


128) Über die Erklärung der durch die Vergrösserung entstehenden Linie 
als Rolllinie vgl. Nr. 7. 

129) A. Cayley, Cambridge and Dublin math. J. 2 (1847), p. 128 = Coll. 
math. papers 1, Cambridge 1889, p. 273; Lond. Trans. 147 (1857), p. 273 u. 157 
(1867), p. 7 = Coll. math. papers 2, Cambridge 1889, p. 336, u. 5 (1892), p. 454. 

130) F. Engel und K. Schellbach, Darstellende Optik, nebst 21 Kupfertafeln, 
Halle 1856. 
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Die Gesamtheit aller isogonalen Trajektorien, welche die Linien 
einer gegebenen Schar: 


(1) Bla, y)=e 
unter einem von einem rechten verschiedenen Winkel « schneiden, 


besteht aus zwei einfach unendlichen Scharen, deren Gleichungen sich 
durch Integration der Differentialgleichungen: 


D,dy— D,de—= + cosa-YB?+ D,: - Yda? + dy? 
oder auch: 
(®,cosa + D,sine) dx + (®,cos« + ®,sin «)dy = 0 
ergeben. 
Die orthogonalen Trajektorien einer ebenen Linienschar bilden eine 
einfach unendliche Schar, deren Gleichung, wenn die gegebene Schar 
durch (1) dargestellt ist, durch Integration der Differentialgleichung: 


D,dy — D,de—=0 
erhalten wird!?'). Die Differentialgleichung der isogonalen oder der 
orthogonalen Trajektorien einer ebenen Linienschar kann hiernach 
auch dann angegeben werden, wenn die ursprüngliche Linienschar 
selbst nicht durch eine entwickelte Gleichung, sondern durch eine 
Differentialgleichung von der Form: 
fo y)dar +9, y)dy—= 0 

gegeben ist. 

Legt man durch ein und denselben Punkt P eines von einer 
ebenen Linienschar überdeckten Gebietes nach willkürlicher Annahme 
beliebig vieler verschiedener Winkel mehrere isogonale Trajektorien, 
welche mit den Linien der Schar beziehentlich diese Winkel bilden, so 
haben, wie E. Cesäro'??) bemerkt hat, die zu P gehörenden Krüm- 
mungskreise aller dieser Trajektorien, wofern sie nicht sämtlich zu 
geraden Linien ausarten, ausser P immer noch einen zweiten Punkt 
mit einander gemein, bilden also stets ein Büschel. 

Ist eine einfach unendliche Flächenschar gegeben durch eine 
Gleichung: 

F&y2)= ec, 
wo c einen veränderlichen Parameter bedeutet, so giebt es immer eine 
zweifach unendliche Schar von Linien, welche die Flächen der ge- 


131) Angaben über die ältere Litteratur sowie Beispiele enthält @. $. 
Klügel’s mathematisches Wörterbuch 5!, Leipzig 1831, p. 92 ff. Weitere Bei- 
spiele finden sich in O. Schlömilch, Übungsbuch 2, Leipzig, 4. Aufl. 1900, $ 41. 

132) E. Cesaro, Geom. intrinseca, 1896, p. 115, deutsche Ausgabe p. 147— 
148. Vgl. auch @. Scheffers, Leipz. Ber. 50 (1898), p. 276. 
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gebenen Schar überall rechtwinklig schneiden. Diese Linien heissen 
orthogonale Trajektorien der gegebenen Flächenschar. Ihre Gleichungen 
ergeben sich durch Integration des folgenden Systems von Differen- 
tialgleichungen: 


Ist umgekehrt eine zweifach unendliche Linienschar im Raume durch 
drei Gleichungen 

(D) s=p(h Wr), yaılımv), 2=v(Ww®) 

in der Weise gegeben, dass jedem Paar spezieller Werte der Para- 
meter «, v eine spezielle Linie der Schar und den verschiedenen Werten 
der Veränderlichen # jedesmal die einzelnen Punkte dieser Linie ent- 
sprechen, so können sich, wie E. Beltrami gezeigt hat'””), auf die 
Frage, ob eine oder mehrere Flächen (Orthogonalflächen) vorhanden 
sind, welche die Linien der gegebenen Schar überall rechtwinklig 
schneiden, verschiedene Antworten ergeben. Setzt man nämlich: 


T=p+wtV); U=99, 44H Tt Vıdar V=99,+ Ft Vıb, 


und: 


1 rar, 


so können drei Fälle eintreten: 


1) A ist identisch gleich Null. Dann ist der Ausdruck: 
Tat-+Udu-+Vdv 


entweder selbst das vollständige Differential einer Funktion &(t, u, v) 
oder doch durch Multiplikation mit einem geeigneten Faktor in ein 
solches überführbar, und es giebt unendlich viele Orthogonalflächen, 
deren Gleichungen man erhält, indem man t durch die Gleichung: 


D(t,uv)=c 


als eine Funktion der Veränderlichen «, v und des Parameters c er- 
klärt und diese Funktion an die Stelle von t in die Gleichungen (I) 
einsetzt. 


133) E. Beltrami, Giorn. di mat. 2 (1864), .p. 267—268. Für geradlinige 
Strahlensysteme hatte schon L. Malus, J. 6c. polyt. cah. 14 (1808), p. 8, die Be- 
dingung für das Vorhandensein einer Schar von Orthogonalflächen im wesent- 
lichen richtig erkannt. Wie E. E. Kummer, J. f. Math. 57 (1860), p. 189, nach- 
gewiesen, besteht diese Bedingung darin, dass erstens die „Brennflächen‘“ des 
Strahlensystems reell sind, und dass zweitens die beiden Scharen abwickelbarer 
Flächen, zu welchen sich die Strahlen des Systems dann zusammenfassen lassen, 
einander überall rechtwinklig schneiden. 
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2) A ist nicht identisch gleich Null, aber wenn man £ durch die 
Gleichung A= 0 als eine Funktion von u und v erklärt, so erfüllt 
diese die Differentialgleichung: 

Tat +Udu+Vdav—=0 
bei beliebigen Werten von « und v. Dann ist nur eine einzige Ortho- 
gonalfläche vorhanden, deren Gleichungen sich ergeben, wenn man in 
die Gleichungen (I) für t die durch die Gleichung A=0 erklärte 
Funktion von u und v einsetzt. 

3) Von den eben erwähnten beiden Fällen trifft keiner zu. Dann 
giebt es keine Orthogonalfläche !), 

Ist eine einfach unendliche Flächenschar gegeben, so giebt es 
immer unendlich viele verschiedene Flächenscharen (orthogonale Flächen- 
scharen), deren Flächen die der gegebenen Schar überall rechtwinklig 
schneiden. Aber unter diesen Flächenscharen finden sich im all- 
gemeinen keine zwei, deren Flächen einander ebenfalls überall recht- 
winklig schnitten?#°), Für das Vorhandensein zweier solchen Scharen 
ist vielmehr, wenn die ursprünglich gegebene Flächenschar durch die 
Gleichung F (x, y,2) = c dargestellt wird, notwendig und hinreichend, 
dass die Funktion F' eine gewisse partielle Differentialgleichung dritter 
Ordnung erfülle. 

Wenn drei einfach unendliche Flächenscharen so beschaffen sind, 
dass jede Fläche, welche irgend einer von ihnen angehört, die Flächen 
der anderen Scharen überall rechtwinklig schneidet, so sagt man, dass 
sie ein dreifach orthogonales Flächensystem (Orthogonalsystem) bilden 201; 


24. Isotherme Linien- und Flächenscharen (III D 3 V, III D 5). 
Eine einfach unendliche Flächenschar F'(x, y, z) = c heisst nach G. Lame 
isotherm '?”), wenn der Quotient: 


134) Den Fall, dass die zweifach unendliche Linienschar im Raume durch 
zwei Differentialgleichungen von der Form: 
de dy 
won \ 
gegeben ist, wo X, Y, Z Funktionen von &, y, z bedeuten, sowie den Fall, dass 
sie durch zwei Gleichungen zwischen den Koordinaten x, y, z und zwei Para- 
metern u, v bestimmt wird, hat @. Darboux, Legons sur la theor. gen. des 
surf. 2, p. 256—273, behandelt. Ebendaselbst wird die geometrische Bedeutung 
der Bedingung für das Vorhandensein einer Schar von Orthogonalflächen ein- 
gehend erörtert. 
135) Dies ist zuerst von J. Bouquet, J. de math. (1) 11 (1846), p. 446 ff. an 
Beispielen nachgewiesen worden. 
136) Näheres über die umfangreichen, der erwähnten Differentialgleichung 
und den Orthogonalsystemen gewidmeten Untersuchungen siehe IIID 6 a. 
137) Der Ausdruck isotherm wird von Lame zuerst in den Annales de 


dz 
4 


f 
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Hr 2 Er yy FF F 22 
E, -r 2, E= r 
eine Funktion von c allein ist. 
Ist diese Bedingung erfüllt, so kann man nach @. Lame “?) die 


Flächenschar immer durch eine Gleichung V(x, y, 2) = e von solcher 
Beschaffenheit darstellen, dass die Funktion V die Differentialgleichung: 


a Re A, 
befriedigt. Ist nämlich: 


Ds Ei F,, a 
BE+E Er PR) 





und: 


SeF)dF=v(F), 


v-fe "ar 


zu nehmen. Hierdurch wird die eingeführte Benennung gerechtfertigt, 
da die Flächen einer solchen Schar immer als Flächen gleicher Tempe- 
ratur in einem ungleichmässig erwärmten aber in stationärem Zustand 
befindlichen homogenen Körper angesehen werden können '?®). Zugleich 
hängt hierdurch der Begriff einer isothermen Flächenschar mit dem 
Begriff des Newton’schen Potentials und dem einer „harmonischen 
Funktion“ (ITA 7b) zusammen. 

Jede Funktion V, welche zu einer isothermen Flächenschar in 
der angegebenen Beziehung steht, heisst ein thermometrischer 4°) (ther- 
mischer, isometrischer) Parameter der Flächenschar. 

Entsprechende Erklärungen und Sätze gelten für einfach unend- 
liche ebene Linienscharen !*!). 


so braucht man nur: 


Chimie et de Physique par Gay-Lussac et Arago 53, Paris 1833, p. 195, ge- 
braucht. 

138) @. Lame, Paris M&m. div. sav. 5 (1838), p. 174—175 = J. de math. 
(1) 2 (1837), p. 147—149, oder J. de math. (1) 5 (1840), p. 344, oder Legons sur 
les fonctions inverses etc., Paris 1857, p. 4—6, oder Legons sur les coordonnees 
curvilignes, Paris 1859, p. 31—32. 

139) Vgl. J. Fourier, Theorie analyt. de la chaleur, Paris 1822, art. 123 
= ÖOeuvres 1, p. 99—101. 

140) @. Lame, Lecons sur les fonctions inverses etc. Paris 1857, p. 2. 

141) Vgl. @. Lame, J. ec. polyt. 14, cah. 23, 1834, p. 240—241. — 8. Lie 
hat, Vorl. üb. Differentialgln. mit bek. inf. Transf., hsg. v. @. Scheffers, Leipzig 
1891, p. 156, die notwendige und hinreichende Bedingung dafür angegeben, dass 
eine ebene Linienschar, welche durch eine Differentialgleichung von der Form: 
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Ist eine ebene Linienschar isotherm, so ist ihre Orthogonalschar 
stets ebenfalls isotherm. 

Eine auf einer krummen Fläche Tosende einfach unendliche 
Linienschar heisst isotherm, wenn sie als das konforme Abbild einer 
ebenen isothermen Linienschar angesehen werden kann. 

Wenn alle drei Scharen eines dreifach orthogonalen Flächen- 
systems isotherm sind, so ist das System, wie @. Lame bewiesen 
hat!“”), entweder ein System konfokaler Flächen zweiten Grades, oder 
eine seiner Ausartungen, oder es besteht aus einer Schar paralleler 
Ebenen und zwei Scharen von Cylindern, deren Schnitte mit jenen 
Ebenen beliebige isotherme, zu einander orthogonale Linienscharen sein 
können, oder aus einer Schar konzentrischer Kugeln und zwei Scharen 
von Kegeln, die ihre Spitzen in dem gemeinsamen Mittelpunkt jener 
Kugeln haben und dieselben in beliebigen ?) zu einander rechtwinkligen 
isothermen Linienscharen schneiden. 

Wenn zwei Linien a, b einer ebenen Linienschar ®(x, y) = c mit 
zwei Linien /, m der Orthogonalschar ein geschlossenes Viereck bilden, 
so kann man im allgemeinen vier bez. den Linien a, b, I, m unendlich 
nahe benachbarte Linien der betrachteten Scharen so bestimmen, dass 
an drei Ecken des erwähnten Vierecks unendlich kleine Quadrate 
entstehen. Dann ist aber das an der vierten Ecke entstehende un- 
endlich kleine Viereck im allgemeinen kein Quadrat. Wenn jedoch 
auch an dieser vierten Ecke im allgemeinen jedesmal ein Quadrat 
entsteht, einerlei wie man das ursprüngliche Viereck wählt, so sagt 
man, die betrachtete Linienschar vermöge zusammen mit ihrer Ortho- 
gonalschar die Ebene in unendlich kleine Quadrate zu teilen. 

Damit dies eintrete, ist notwendig und hinreichend, dass der Quotient: 

Pat By, 
2 ®, 2 +4 2, F} 
eine Funktion von c allein sei!“). Die Linienscharen, welche die in 





gegeben ist, isotherm sei. Zugleich hat er gezeigt, dass, falls diese Bedingung 
erfüllt ist, die Integration der Differentialgleichung nur Quadraturen verlangt. 

142) J. de math. (1) 8 (1843), p. 397. Vereinfachungen des Beweises sind 
angegeben von O. Bonnet, J. €ec. polyt. 18, cah, 30 (1845), p. 141, und J. de 
math. (1) 14 (1849), p. 401. Vgl. auch @. Darboux, Legons sur la th. gen. des 
surf. 2, p. 399—401. 

143) Vgl. hierzu die von O. Bonnet, J. de math. (1) 14 (1849), p. 416, ge- 
gebene Berichtigung der von @. Lame, J. de math. (1) 8 (1843), p. 399, gemachten 
Angaben, in welchen von den Kegeln irrtümlicherweise gefordert wird, dass sie 
vom 2. Grade seien. 

144) Einen Beweis kann man aus den von E. Beltrami, Gi. di mat. 2 (1864), 
p. 368, angestellten Betrachtungen ableiten. 
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Rede stehende Eigenschaft haben, erweisen sich somit als überein- 
stimmend mit den isothermen ebenen Linienscharen. 

Ist u(&, y) ein thermometrischer Parameter einer isothermen 
ebenen Linienschar, so erhält man eine angenäherte Einteilung des von 
der Schar überdeckten Bereiches in Quadrate, wenn man eine Funktion 
v(x, y) so bestimmt, dass die Differentialgleichungen: 


v—_MU, 


bestehen, und sodann nach geeigneter Annahme zweier arithmetischen 
Reihen: 


U Ua Un ei Und U 


von der gleichen Differenz diejenigen Linien einzeichnet, welche durch 
die Gleichungen: 

uay)=W vay)=v, (,x=1,2,:-.) 
dargestellt werden. 

Eine Ausdehnung der vorangehenden Betrachtungen auf den 
Raum ist nur in sehr beschränktem Masse möglich. Eine Einteilung 
des Raumes in unendlich kleine Würfel kann nämlich, wie J. Liouville 
bewiesen hat!*), nicht anders hervorgebracht werden, als: 

A) durch drei Scharen paralleler Ebenen, welche sich paarweise 
rechtwinklig schneiden, und: 

B) durch drei Scharen von Kugeln, welche aus drei solchen Ebenen- 
scharen durch Abbildung vermittelst reziproker Radien entstehen. 


III. Inhaltsberechnungen. 


25. Inhaltsberechnung ebener Flächenstücke (Quadratur) *), 
Wenn die Begrenzung eines endlichen ebenen Bereiches von einer 


145) J. Liowville in G@. Monge, Appl. de l’anal., 5. ed. 1850, Note VI, 
p. 609—616, nachdem er den Satz selbst ohne Beweis bereits J. de math. (1) 
13 (1848), p. 220, und J. de math. (1) 15 (1850), p. 103, ausgesprochen hatte. 
Aus anderen Quellen hat S. Lie, Math. Ann. 5 (1872), p. 145, und Geom. d. Be- 
rührungstransformationen 1, Leipzig 1896, p. 419—425, den gleichen Satz her- 
geleitet. Einen kurzen geometrischen Beweis gab A. Capelli, Ann. di mat. (2) 
14 (1886—87), p. 227, insbesondere p. 229—230. Wegen der Ausdehnung auf einen 
Raum von mehr als drei Dimensionen, auf deren Möglichkeit schon J. Liou- 
ville, J. de math. (1) 13 (1848), p. 220, hingewiesen hatte, vgl. $. Lie, Götting. 
Nachr. 1871, p. 191, u. Math. Ann. 5 (1872), p. 186. 

146) Vgl. hierzu IA 5, Nr.15, IITA 1, und E. H. Dirksen, Berl. Abh. 1833, p.123. 
(s. Fussn. 49), sowie P. Stolz, Grundzüge der Diff.- u. Integralrechn. 3, Leipzig 
1899, insbesondere p. 60, 111, 200 ff. — Die Inhaltsermittelung durch Anwen- 
dung mechanischer Hülfsmittel (Planimeter) ist in ITA2, Nr. 56-58 be- 
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endlichen Anzahl gerader Strecken gebildet wird, so kann der Bereich 
immer auf unzählig viele verschiedene Weisen durch eine endliche 
Anzahl gerader Querschnitte so in Teile zerlegt werden, dass diese 
Teile passend aneinander gefügt ein Rechteck decken, dessen eine 
Seite der Längeneinheit gleich ist. Wie F. Schur 4") und O. Rausen- 
berger *?) und auf anderem Wege W. Killing '*”) bewiesen haben, be- 
hält die andere Seite dieses Rechtecks bei allen verschiedenen Zer- 
schneidungen und Wiederzusammenfügungen ein und desselben Bereiches 
die gleiche Länge "°®). 

Die Zahl, welche diese Länge misst, giebt an, wieviel Einheits- 
quadrate mit den Teilen des betrachteten Bereiches bedeckt werden 
können, und wird deshalb der Flächeninhalt dieses Bereiches genannt. 

Wenn zweitens ein endlicher ebener Bereich B in anderer Weise 
begrenzt, jedoch so beschaffen ist, dass die obere Grenze O0 der 
Flächeninhalte aller eingeschlossenen Bereiche von der vorher betrach- 
teten Art mit der unteren Grenze U der Inhalte aller einschliessenden 
Bereiche dieser Art zusammenfällt, so nennt man den gemeinsamen 
Wert der beiden erwähnten Grenzen den Flächeninhalt des Bereiches B. 

Fällt endlich drittens die obere Grenze O nicht mit der unteren 
Grenze U zusammen, so heisst O der innere und U der äussere Inhalt 
des Bereiches ®, aber ein Inhalt schlechthin kommt diesem Bereiche 
nicht mehr zu. (Vgl. IA 5, Nr. 15.) 

Wenn ein ebener Bereich ® sich ins Unendliche erstreckt, aber 
der im Innern eines Kreises mit einem festen Mittelpunkt und einem 
veränderlichen Radius r enthaltene Teil des Bereiches für jeden Wert 
von r einen bestimmten Inhalt hat und dieser letztere bei unbegrenzt 
wachsendem r einem endlichen Grenzwert zustrebt, so versteht man 
unter dem Inhalt des Bereiches ® eben diesen Grenzwert. 

Ist B ein endlicher ebener Bereich, dem ein bestimmter Inhalt J 
zukommt, und ist nach Überdeckung der Ebene von ® mit irgend 
einem Netz gleich grosser Quadrate, deren Seitenlänge A heissen möge, 








handelt. Vgl. hierüber auch W. Jordan, Handbuch der Vermessungskunde 2, 
5. Aufl., Stuttgart 1897, p. 109—130, und III D 11. 

147) F. Schur, Dorpat Naturf.-Ges. Ber. 10, 1892. 

148) O. Rausenberger, Math. Ann. 43 (1893), p. 601. 

149) W. Killing, Einführung in die Grundlagen der Geometrie 2, Pader- 
born 1898, p. 22—31. 

150) Einen vom Archimedischen Axiom (IA 5, Nr.18) unabhängigen Beweis 
dieses Satzes hat D. Hilbert gegeben, Festschrift zur Feier der Enthüllung 
des Gauss-Weber-Denkmals in Göttingen, Leipzig 1899, p. 40—49. Vgl. ferner 
L. Gerard, Bull. de math. spec. 1; Bull. de math. &l&m. 1 et 2; Bull. Soc. math. 
de France 23 (1895), p. 268. 
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n die Anzahl derjenigen Quadrate, welche man erhält, wenn man alle 
ganz im Innern von ® enthaltenen Quadrate beibehält, und ausserdem 
beliebig viele von denjenigen, welche Punkte der Begrenzung von B 
enthalten, so nähert sich das Produkt A?n bei verschwindendem A 
stets dem Grenzwert J. 

Hat ein ebener Bereich ® einen bestimmten Inhalt J, so hat 
seine orthogonale Projektion auf eine beliebige zweite Ebene ebenfalls 
einen bestimmten Inhalt, und zwar, wenn « den spitzen Winkel zwischen 
beiden Ebenen bezeichnet, den Inhalt J cos «. 

Wenn f(x) eine Funktion bezeichnet, welche auf einem endlichen 
Intervall mit der unteren Grenze « und der oberen Grenze b inte- 
grierbar (II A 2, Nr. 31) und nirgends negativ ist, so kommt dem- 
jenigen Bereich, welcher in der Ebene eines rechtwinkligen Systems 
von Parallelkoordinaten (x, y) durch die Ungleichheiten: 

a<e<b, 0<y<f@) 
abgegrenzt wird, stets ein bestimmter Inhalt zu, und dieser wird 
b 


durch das Integral a f(x) dx dargestellt. 


Ist in einem System ebener Polarkoordinaten (r, p) eine (analy- 
tische (II A 1, Nr. 12)) Linie / gegeben durch eine Gleichung r = f(p), 
so wird der Inhalt ./ desjenigen Bereiches, welchen der Leitstrahl r 
überstreicht, während die Abweichung p stetig wachsend ein endliches 
Intervall @... ß durchläuft, gegeben durch die Gleichung: 


en 
J=; N r?dyp. 

Dabei sind, falls  — «> 2x ist, die mehrfach überstrichenen Teile 
des Bereiches auch entsprechend oft bei der Inhaltsbestimmung in 
Anschlag zu bringen. 

Führt man statt der Polarkoordinaten rechtwinklige Koordinaten 
x,y mit dem gleichen Anfang ein, so erhält man, wenn «= g(t), 
y=h(t) die Gleichungen von ! in dem rechtwinkligen System und 
a, b die den Werten «, ß von p entsprechenden Werte von it bezeichnen, 
vorausgesetzt, dass wachsenden Werten von p auch wachsende Werte 
von t entsprechen, für den Sa J den Ausdruck: 


f e 9m ki) 
EAU) 
dessen Anwendbarkeit, wie aus dem Nachfolgenden hervorgehen wird, 


auch auf solche Fälle ausgedehnt werden kann, in denen die ge- 
machten Voraussetzungen nicht mehr sämtlich zutreffen. 
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Die vorangehenden Regeln für die Inhaltsberechnung in Parallel- 
und Polarkoordinaten können als besondere Fälle des folgenden all- 
gemeinen Satzes!°!) angesehen werden: 

Wenn eine Strecke P,P, sich in der Ebene eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems bewegt und die Koordinaten x,,%,; &,,%, ihrer 
Endpunkte als Funktionen ein- und derselben Hülfsveränderlichen t 
gegeben sind, so wird der Inhalt desjenigen Bereiches, welchen die 
Strecke P, P, überstreicht, während t ein Intervall @...b durchläuft, 
vorausgesetzt, dass die Strecke P, P, dabei nie mehr als einmal durch 
den gleichen Punkt geht, gegeben durch den absoluten Wert des 


Ausdrucks: 
b 
i: 
2 


Wenn im Gebiet von zwei Veränderlichen a,» ein ganz im End- 
lichen liegender Bereich ® gegeben ist, der einen bestimmten Flächen- 
inhalt hat, wenn ferner für einen den Bereich ® ganz im Innern 
enthaltenden grösseren Bereich ®B’ zwei Funktionen g(u, v), h(u, v) 
gegeben sind, deren partielle Ableitungen erster Ordnung in ®’ überall 
Ih, 
IR, | 
und wenn endlich durch die Gleichungen x = g(u, v), y= h(u, v) je 
zwei verschiedenen Punkten des Bereiches B auch verschiedene Werte- 
paare x, y zugeordnet werden, so hat der dem Bereich ® entsprechende 
Bereich im Gebiet der Veränderlichen x, y ebenfalls einen bestimmten 
Inhalt, und dieser wird durch das über B zu erstreckende Integral: 


9%, W%—Yı 


da, dy, , dy 
a“atraara 


dt. 








vorhanden und stetig sind und die Bedingung >0O erfüllen, 


n" | Iu hu | du dv 
Ih, | 
dargestellt °?). 


Hat man in einer Ebene einen positiven und einen negativen 
Drehungssinn unterschieden, und ist für die Begrenzung eines in dieser 
Ebene enthaltenen endlichen und einfach zusammenhängenden (III A 4) 
von einer endlichen Anzahl analytischer Linien begrenzten Bereiches 
eine bestimmte Umlaufungsrichtung vorgeschrieben, so ist es häufig 
zweckmässig, nach dem Vorgang von A. F. Möbius') als Inhalt 


151) Vgl. @. Peano, Applicazioni geometriche, p. 237—239, oder Lezioni 
di analisi 2, p. 224. 

152) Dieser Satz ist ein spezieller Fall der IIA 2, Nr. 41 behandelten Regeln 
für die Transformation mehrfacher Integrale. 

153) A. F. Möbius, Der barycentr. Calcul, Leipzig 1827, $ 17, 18 — Ges. 
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des Bereiches diejenige positive oder negative Zahl zu bezeichnen, deren 
absoluter Wert die Anzahl der in dem Bereich enthaltenen Einheits- 
quadrate angiebt und deren Vorzeichen + oder — ist, je nachdem 
ein die Begrenzung in der vorgeschriebenen Richtung beschreibender 
Punkt das Innere im positiven oder negativen Sinne umläuft u? 
Zugleich pflegt man, wenn eine in der betrachteten Ebene sich be- 
wegende Strecke, bei welcher man einen Anfangspunkt A und einen 
Endpunkt B unterschieden hat, einen festen Punkt überstreicht, eine 
Überstreichung in positiver (d. h. wie bei einer positiven Drehung 
um A) und in negativer Richtung zu unterscheiden, und sodann als 
Inhalt der gesamten von AB bei einer endlichen Bewegung über- 
strichenen Fläche die algebraische Summe derjenigen Zahlen anzusehen, 
welche man erhält, wenn man die in der früheren Weise erklärten 
Flächeninhalte der in positiver, bez. negativer Richtung überstrichenen 
Flächenstücke mit dem Vorzeichen +, bez. — versieht. 

Bei diesen Festsetzungen können mehrere der vorangehenden 
Sätze durch gänzliche oder teilweise Aufhebung der ihre Gültigkeit 
einschränkenden Voraussetzungen erweitert werden. Ferner gilt fol- 
gender Satz): Wenn in einer Ebene eine geschlossene Linie 1 
gegeben und ein fester Punkt A nach Belieben angenommen ist, so 
ist der Inhalt J der Fläche, die von der geraden Verbindungslinie des 
Punktes A mit einem auf Z beweglichen Punkte B überstrichen wird, 


Werke 1, p. 39—41, und Leipz. Ber. 17 (1865), p. 42 — Ges. Werke 2, p. 485. 
Zum ersten Male dürften positive und negative Flächeninhalte in systematischer 
Weise unterschieden worden sein von L. F. Meister, Gott. Nov. Comm. 1 (1770), 
p. 144. 

154) Nimmt man zwischen drei in der Ebene eines rechtwinkligen Koordi- 
natensystems liegenden Punkten eine bestimmte Reihenfolge P,, P,, P, an, 
wählt sodann die dieser Reihenfolge entsprechende Umlaufsrichtung des Drei- 
ecks P,P,P, als positive und erklärt hierauf den Inhalt ./ des Dreiecks gemäss 
der obigen Festsetzung, so erreicht man den Vorteil, dass die Formel: 





r 1a, y 
er 1% % h) 
| 12, % 





in welcher &,, yı; &, Ya; &ys %, bez. die Koordinaten der Punkte P,, P,,P, 
bedeuten (vgl. R. Baltzer, Theorie u. Anwend. der Determinanten, Leipzig, 
4. Aufl., 1875, $ 15), ohne jede Ausnahme gilt. 

155) Vgl. A. F. Möbius, Der barycentr. Caleul, Leipzig 1827, $ 165, Anm. 
= Ges. Werke 1, p. 200, und Leipz. Ber. 17 (1865), p. 43 = Ges. Werke 2, p. 486. 
— Dass auch Gauss die Unterscheidung positiver und negativer Flächeninhalte 
für zweckmässig gehalten und den obigen Satz schon 1825 gekannt hat, geht 
aus Werke 8, p. 398 £. hervor. 
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während B die Linie ! einmal in vorgeschriebener Richtung durch- 
läuft, von der Lage des Punktes A unabhängig. 

Falls ! sich nicht selbst schneidet, stimmt J/ mit dem Inhalt des 
von ! begrenzten endlichen Teiles der Ebene überein. Und wenn / 
sich selbst schneidet, pflegt man als Erklärung festzusetzen, dass unter 
dem „Inhalt der geschlossenen, in vorgeschriebener Richtung zu be- 
schreibenden Linie I“ eben der Wert J verstanden werden soll. 

Zahlreiche Sätze über Beziehungen zwischen den Inhalten solcher 
ebener Bereiche, welche ganz oder teilweise von Linien begrenzt sind, 
die als Fusspunktlinien oder Rouletten (III D4) erklärt sind, und 
mannigfaltige Anwendungen dieser Sätze auf die Inhaltsberechnung 
besonderer Bereiche hat J. Steiner angegeben !®). 


26. Inhaltsberechnung gekrümmter Flächenstücke (Kompla- 
nation. Wenn im Gebiet von zwei Veränderlichen x, ® für einen 
endlichen Bereich ®, dem ein bestimmter von Null verschiedener Inhalt 
zukommt, drei im Innern sowie auf der Begrenzung reguläre analy- 
tische Funktionen p(u, v), y(u, v), d(u, v) eindeutig erklärt sind, wenn 
ferner die Determinanten: 


| 
Ku Y, UM 9, BR | Pu Ku 


ko ds v, Pr | Ps %o 
nicht sämtlich gleich Null sind, und durch die Gleichungen: 
= pw), yarlımov), 2=vlmo) 

ein dem Bereich ® entsprechendes Flächenstück % gegeben ist, so 
kann man eine „dem Flächenstück % eingeschriebene Polyederfläche“ 
folgendermassen bilden: Man nimmt in der Ebene der Veränderlichen 
a,v ein den Bereich ® einfach, aber ganz überdeckendes Netz von 
Dreiecken an, behält von diesen nur diejenigen bei, deren Eckpunkte 
sämtlich dem Bereich ® angehören'°”), und verbindet jedesmal die- 


— 0 


— 


’ 

















156) J. f. Math. 18 (1838), p. 278 und 369 — Ges. Werke 2, p. 65, und 
J. f. Math. 21 (1840), p. 33 und 101 — Ges. Werke 2, p. 99. Ausdehnungen 
auf den Raum hat T. A. Hirst, Lond. Trans. 153 (1863), p. 13, gegeben. (In 
französischer Sprache und teilweise umgearbeitet wieder abgedruckt J. f. Math. 62 
(1863), p. 246.) Vgl. ferner A. Amsler, Üb. d. Flächeninh. u. d. Vol. durch Bew. 
erz. Kurven u. Flächen u. üb. mech. Integrationen, Diss. Basel, Schaffhausen 1880, 
und IV 3, Nr. 22. 

157) Man könnte ohne wesentliche Änderung des Nachfolgenden ausser den 
hier erwähnten Dreiecken auch noch beliebig viele derjenigen am Rande von ® 
gelegenen Dreiecke beibehalten, welche mit dem Bereich ® oder seiner Begren- 
zung wenigstens einen Punkt gemeinsam haben. Vgl. O. Hölder, Beiträge zur 
Potentialtheorie, Diss. Tüb., Stuttgart 1882, p. 20 ff, woselbst auch die Frage 
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jenigen drei Punkte von %, welche den Ecken eines der beibehaltenen 
Dreiecke entsprechen, durch ein ebenes Dreieck. 
Wenn man hierbei nach willkürlicher Annahme eines konstanten 


Winkels ®, der grösser als z, aber kleiner als x ist, die in der 


Ebene u, v anzunehmenden Dreiecke der Bedingung unterwirft, dass 
keiner der in ihnen vorkommenden Winkel grösser als & sein solle !%), 
und sodann das ® bedeckende Dreiecksnetz in irgend einer Weise 
unbegrenzt verfeinert, jedoch so, dass alle Dreiecksseiten zuletzt un- 
endlich klein werden, so nähert sich die Summe der Flächeninhalte 
aller Dreiecke, aus welchen die in der angegebenen Weise dem Flächen- 
stück 5 eingeschriebene Polyederfläche zusammengesetzt ist, einem 
endlichen Grenzwert J, welcher unabhängig davon ist, wie man bei 
der Verfeinerung des Dreiecksnetzes verfährt, und auch dann keine 
Änderung erleidet, wenn man statt der ursprünglich gegebenen irgend 
eine andere den gleichen Voraussetzungen genügende analytische Dar- 
stellung des Flächenstücks 5 zu Grunde legt. 

Dieser Grenzwert J heisst der Inhalt des Flächenstücks %. Er 
wird durch das über B zu erstreckende Integral: 


JSJSV# + B?+ 0? du dv, 
SSVEG — F? du dv 


dargestellt, wo zur Abkürzung: 


Et th Ft t it BP t 
gesetzt ist. 

Wenn man ein in der angegebenen Weise gegebenes Flächenstück 
3 in irgend einer Weise durch analytische Linien in eine endliche 
Anzahl von Teilen zerlegt, sodann diese Teile, nachdem man sie in 
irgend welche Lagen im Raume gebracht hat, senkrecht auf eine 
Ebene projiziert und durch Addition der Inhalte aller so erhaltenen 
Projektionen eine Summe $ bildet, so stellt der Inhalt J von 5% die 
obere Grenze aller Werte dar, welche 5 für alle möglichen Zerlegungen 
von 5 und alle möglichen Stellungen der einzelnen Teile zur Pro- 
jektionsebene annehmen kann !?°). 


oder auch durch: 





behandelt ist, wie weit sich die im vorangehenden gemachten Voraussetzungen 
auf ein geringeres Mass zurückführen lassen. 

158) Auf die Notwendigkeit dieser oder einer gleichwertigen Nebenbedingung 
haben ©. Hölder, a.a.0. p. 29, @. Peano (vgl. Rom. Linc. Rend. (4) 6 (1890), p. 55) 
und H. A. Schwarz, Ges. math. Abhandl. 2, Berlin 1890, p. 309—311, oder Cours 
de M. Hermite, professe pendant le 2° semestre 1881/82, second tirage, Paris 
1883, p. 35—36, aufmerksam gemacht. 

159) @. Peano hat diese Eigenschaft des Inhaltes zur Erklärung desselben 

Eneyklop. d. math. Wissensch. II 3, 5 
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Im Anschluss an den in Nr. 10 erwähnten Vorschlag zur Er- 
klärung des Begriffs „Länge“ bei einer Linie hat H. Minkowski '°) 
einen ähnlichen Vorschlag auch zur Erklärung des Begriffs „Inhalt“ 
bei einer Fläche mit folgenden Worten gemacht: „Es sei F eine 
Fläche. Man konstruiere in entsprechender Weise (vgl. Nr. 10) den 
Bereich der Entfernung <r von F. Es sei V(r) das Volumen dieses 


Bereiches, so kann der Grenzwert von -_ für ein nach Null ab- 


nehmendes r (vorausgesetzt, dass die Grösse V(r) sowie dieser Grenz- 
wert existiert), als Oberfläche der Fläche F eingeführt werden.“ 

Zwischen den Inhalten einander entsprechender Elemente von 
zwei parallelen Flächen %, % besteht eine von .J. Steiner !%) an- 
gegebene Beziehung. Wenn nämlich de, do’, R,, R,, h die Zahlen 
bedeuten, welche sich bei Beachtung gewisser Vorzeichenregeln bez. 
für die Inhalte zweier einander entsprechenden Elemente von % und %, 
die Hauptkrümmungsradien (Nr. 35) von 75 am Orte von do und den 
Abstand der Flächen %, % ergeben, so ist: 

‚ 1 3 4 
do — de [1 (5 + anne 

Ist für ein endliches Intervall @...b eine nirgends negative 
Funktion f(x) und durch die Gleichung y= f(x) eine Linie I ge- 
geben, so wird der Inhalt derjenigen Umdrehungsfläche, welche durch 


die Umdrehung von ! um die Abscissenaxe entsteht, gegeben durch 
den Ausdruck: 


2a/fa vi + @R de. 


b 
Durch Multiplikation mit fi yi+[f(e)P dx und gleichzeitige Division 
durch die nämliche Zahl ergiebt sich hieraus die erste G@uldin’sche'°?) 


benutzt. Vgl. Applicazioni geom. p. 164, und Rom. Linc. Rend. (4) 6 (1890), p. 54, 
woselbst auch geschichtliche Mitteilungen über andere Arten der Erklärung ge- 
geben sind. 

160) H. Minkowski, Deutsche Math.-Vereinig. Jahresber. 9 (1901), p. 115. 
Vgl. auch ©. W. Borchardt, J. de math. (1) 19 (1854), p. 369 = Ges. Werke, hrsg. 
v. @. Hettner, Berlin 1888, p. 67. 

161) J. Steiner, Berl. Mon.-Ber. 1840, p. 117 = Ges. Werke 2, p. 176. Ver- 
schiedene Folgerungen aus dieser Beziehung giebt ©. W. Borchardt a. a. O. 

162) So genannt wegen ihres Vorkommens in P. Guldin, Centrobaryca, 
Viennae, 1640, obwohl sie sich schon bei Pappus (Collect. hrsg. v. F. Hultsch, 2, 
Berlin 1877, p. 683) findet. @. Monge hat, Applic. de l’analyse, 5, ed. par Liou- 
ville, p. 333, die Guldin’schen Regeln auf den Fall ausgedehnt, dass die die er- 
zeugende Figur tragende Ebene auf einer beliebigen abwickelbaren Fläche abrollt 
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Regel: Der Inhalt einer Umdrehungsfläche ist gleich der Länge ihres 
Meridians multipliziert mit der Bahn, welche der Schwerpunkt dieses 
Meridians bei einer Umdrehung um die Axe beschreibt. 


27. Inhaltsbereehnung in der nichteuklidischen Geometrie '®?). 
In der »ichteuklidischen Geometrie gelten, vorausgesetzt, dass man als 
Mass des Winkels zwischen zwei einander schneidenden Geraden 9, g’ 
die Zahl 4: log nat D ansieht, wo D das Doppelverhältnis des Strahlen- 
paares g, 9 zu dem Paar der beiden vom Schnittpunkt der Geraden 
9, 9 an den „absoluten“ Kegelschnitt ihrer Verbindungsebene gehen- 
den Tangenten bedeutet, die folgenden Erklärungen und Sätze: 

Wenn ds und ds’ die nichteuklidisch gemessenen Längen zweier 
Seiten eines unendlich kleinen Dreiecks und « den ebenfalls nicht- 
euklidisch gemessenen von ihnen eingeschlossenen Winkel bedeuten, 
so nennt man das Produkt 4dsds’ sin« (dessen Wert sich nur um 
eine unendlich kleine Grösse höherer Ordnung ändert, wenn man eine 
der Seiten ds, ds’ durch die dritte Seite des gleichen Dreiecks und 
zugleich « durch den neuen eingeschlossenen Winkel ersetzt) den 
Inhalt des unendlich kleinen Dreiecks. Ferner versteht man unter 
dem Inhalt eines ebenen Bereiches von endlichen Dimensionen die 
Summe der Inhalte seiner Elemente und erklärt endlich den Inhalt 
eines gekrümmten Flächenstücks als Grenzwert des nichteuklidisch 
gemessenen Inhalts einer eingeschriebenen Polyederfläche von der 
gleichen Beschaffenheit wie in der euklidischen Geometrie. 

Ist nach Einführung irgend welcher Koordinaten «, v in einer 
Ebene oder auf einer krummen Fläche (Nr. 34): 


Edw + 2Fdudv + G dv? 
das Quadrat des nichteuklidisch gemessenen Abstandes der Punkte 


mit den Koordinaten u, v und «+ du, v+ dv, so wird der Inhalt 
eines beliebigen Teiles der Ebene, beziehungsweise Fläche, gegeben 


durch das Integral / [vE& — F?dudv, erstreckt über den ent- 


sprechenden Bereich im Gebiet der Veränderlichen u, v. 

Ist X das Krümmungsmass einer nichteuklidischen Massbestim- 
mung, A das Doppelverhältnis zweier Punkte A, B zu den Schnitt- 
punkten ihrer geraden Verbindungslinie mit der „absoluten? Fläche 


163) Vgl. J. Frischauf, Absolute Geom. nach J. Bolyai, Leipzig 1872, p. 69 
—79; J. Frischauf, Elemente d. absol. Geom., Leipzig 1876, p. 90—98; F. Engel 
u. P. Stäckel, Urkunden zur Gesch. d. nichteukl. Geom. 1, N.J. Lobatschefskij, 
Leipzig 1898, p. 33—46, nebst Anmerkungen p. 265—282, und F. Klein, Nicht- 
Euklidische Geom. 1, autogr. Vorl. Winter 1889—90, 2. Abdr. Göttingen 1893, p. 118 
—125, sowie III A 1, 

5* 
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zweiten Grades, und hat man die Zahl > TE log nat A als Mass des 
Abstandes der Punkte A, 5 angenommen, so wird der Inhalt eines 
Dreiecks mit den nichteuklidisch gemessenen Winkeln «, ß, y gegeben 


durch den Ausdruck: 
1 
ze +ß+Y—% 
und der eines Kreises, dessen Radius nichteuklidisch gemessen die 


Länge r hat, durch: 
x = (sin "V Zv z). 


Falls X negativ ist, hat bei den getroffenen Festsetzungen das Ein- 
heitsquadrat auf der „Grenzfläche“ den Inhalt Eins. 





28. Rauminhaltsberechnung (Kubatur). Eine Erklärung dafür, 
was unter dem Rauminhalt eines endlichen, von einer endlichen An- 
zahl ebener Flächenstücke begrenzten Teiles des Raumes zu ver- 
stehen sei, lässt sich nicht durch eine Erweiterung derjenigen Er- 
klärung gewinnen, die im Anfang der Nr. 25 für den Flächeninhalt 
eines en von einer endlichen Anzahl gerader Strecken be- 
grenzten ebenen Bereiches gegeben wurde. Denn, wie M. Dehn '*) 
bewiesen hat, giebt es Fälle (ein Beispiel bietet das reguläre Tetraeder), 
in denen es auf keine Weise möglich ist, einen räumlichen Bereich 
der bezeichneten Art durch eine endliche Anzahl ebener Querschnitte 
so in Teile zu zerlegen, dass man mit diesen Teilen durch andere 
Anordnung derselben ein über dem Quadrat der Längeneinheit als 
Grundfläche stehendes rechtwinkliges Parallelepipedon genau ausfüllen 
könnte. Ferner ist es in vielen dieser Fälle — insbesondere beim 
regulären Tetraeder — auch nicht möglich, den betrachteten Teil des 
Raumes und ein rechtwinkliges Parallelepipedon der bezeichneten Art 
durch Hinzufügung einer endlichen Anzahl beziehentlich kongruenter 
Polyeder zu solchen Polyedern zu ergänzen, die ihrerseits in endlich 
viele beziehentlich kongruente Polyeder zerlegt werden könnten. Des- 
wegen lässt sich die Anwendung unendlicher Prozesse auch in den 
elementarsten Teilen der Lehre von den Rauminhalten nicht ver- 
meiden. 

Von den vier Seitenflächen eines beliebigen Tetraeders 7’ denke 
man sich irgend eine als Grundfläche angenommen und sodann den 
Raum durch drei auf einander senkrechte Scharen paralleler Ebenen, 


164) M. Dehn, Gött. Nachr. 1900, p. 345, und Math. Ann. 55 (1902), p. 465 
(UI A 1). 
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von denen eine zu jener Grundfläche parallel ist, in kongruente Würfel 
zerlegt, deren Kantenlänge A heissen möge. Wenn dann » die Anzahl 
derjenigen Würfel bedeutet, welche man erhält, wenn man alle ganz 
im Innern von 7 gelegenen Würfel beibehält, und ausserdem beliebig 
viele von denen, welche Punkte der Begrenzung von T7 enthalten, so 
nähert sich das Produkt A°’n bei verschwindendem A einem end- 
lichen Grenzwert v, und zwar immer demselben, einerlei ob man die 
Anzahl n so klein oder so gross macht, als es bei gegebenem A 
möglich ist. Für diesen Grenzwert erhält man zunächst den Aus- 
druck: 


= . Grundfläche - Höhe. 


Dieser kann aber in einen andern, aus den sechs Kanten von 7 zu- 
sammengesetzten Ausdruck !°°) umgewandelt werden, dessen Form zeigt, 
dass der Wert von v unabhängig davon ist, welche der vier Seiten- 
flächen von 7 man als Grundfläche gewählt hat. Weiter lässt sich 
zeigen, dass man auch die Forderung, eine der betrachteten Scharen 
paralleler Ebenen solle zu einer der Seitenflächen von 7 parallel sein, 
fallen lassen kann, ohne dass das Produkt A?» aufhört, dem gleichen 
Grenzwert v zuzustreben. 

Der so erklärte Grenzwert v heisst das Volumen oder der Raum- 
inhalt des Tetraeders T. 

Sind &,, %,, 2, für v—=1,2,3,4 die Koordinaten der vier Ecken 
P,, P,, P;, P, eines beliebigen Tetraeders 7 in Bezug auf ein recht- 
winkliges System OXYZ, so stellt der Ausdruck: 


lz, yı 2 
ı 1% % % 
12, Y 2 


1, yı 2% 








das Volumen von 7 dar, versehen mit dem Vorzeichen + oder —, 
je nachdem die Kanten P,P,, P,P,, P,P, ebenso zu einander liegen, 
wie die positiven Richtungen OX, OY, OZ der Koordinatenaxen 
oder nicht 1), 

Dementsprechend ist es häufig zweckmässig, nach dem Vorgang 
von A. F. Möbius, unter dem Volumen eines Tetraeders, zwischen 


165) Vgl. @. Ed. Guhrauer, Joachim Jungius und sein Zeitalter, Stuttgart 
1850, p. 297, oder L. Euler, Petrop. Nov. comm. 4 (1758), p.158, oder R. Baltzer, 
Elemente der Math. 2 (6. Aufl. 1883), Buch 6, $ 6, Ende von Nr. 14. 

166) Vgl. R. Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten, Leipzig, 
4. Aufl. 1875, $ 15, woselbst sich auch historische Angaben finden. 
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dessen Ecken eine bestimmte Reihenfolge festgesetzt ist, diejenige 
positive oder negative Zahl zu verstehen, deren absoluter Wert das 
Volumen in dem vorher erklärten Sinne angiebt, und deren Vorzeichen 
+ oder — ist, je nachdem die Strahlen, welche von der ersten nach 
der zweiten, dritten und vierten Ecke gehen, in einem zuvor fest- 
gelegten Sinne auf einander folgen oder nicht. 

A. F. Möbius hat gezeigt'®”), dass und wie man diesen Begriff des 
Volumens zunächst auf beliebige „gewöhnliche“ und „aussergewöhn- 
liche“ Pyramiden und sodann auch auf beliebige „gewöhnliche“ und die- 
jenigen „aussergewöhnlichen Polyeder“ (III A 3) ausdehnen kann, welche 
das „Gesetz der entgegengesetzten Kanten“ befriedigen, und dabei nach- 
gewiesen, dass sich das Volumen eines jeden solchen Polyeders als 
algebraische Summe der Volumina einer endlichen Anzahl von Pyra- 
miden (oder auch Tetraedern) darstellen lässt, welche entweder der 
Bedingung unterworfen werden können, sämtlich ein- und denselben 
willkürlich gewählten Punkt als Spitze zu haben, oder der Bedingung, 
dass ihre Grundflächen sämtlich in ein- und derselben Ebene liegen 
sollen, die zwar zu einer endlichen Anzahl gerader Linien nicht parallel 
sein, sonst aber ebenfalls nach Belieben angenommen werden darf. 

Zugleich hat Möbius unter Anführung von Beispielen gezeigt, 
dass es aussergewöhnliche Polyeder giebt, welche das Gesetz der ent- 
gegengesetzten Kanten nicht befriedigen, und bei welchen daher von 
einem Volumen nicht mehr die Rede sein kann. 

Wenn die Begrenzung eines endlichen räumlichen Bereiches 8 
nicht aus einer endlichen Anzahl ebener Flächenstücke besteht, der 
Bereich jedoch so beschaffen ist, dass die obere Grenze O0 der (positiv 
genommenen) Volumina aller eingeschlossenen gewöhnlichen Polyeder 
mit der unteren Grenze U der Volumina aller umschliessenden ge- 
wöhnlichen Polyeder zusammenfällt, so nennt man den gemeinsamen 
Wert der beiden erwähnten Grenzen das Volumen oder den Raum- 
inhalt des Bereiches &. Andernfalls heisst O das innere und U das 
äussere Volumen von 8, aber ein Volumen schlechthin «kommt dem 
Bereich 8 nicht mehr zu. 

Wenn ein räumlicher Bereich 8 sich ins Unendliche erstreckt, 
aber der im Innern einer Kugel mit einem festen Mittelpunkt und 
einem veränderlichen Radius r enthaltene Teil des Bereiches für jeden 
Wert von r ein bestimmtes Volumen hat, und dieses letztere bei un- 
begrenzt wachsendem r einem endlichen Grenzwert zustrebt, so ver- 
steht man unter dem Volumen des Bereiches $} eben diesen Grenzwert. 








167) A. F. Möbius, Leipz. Ber. 17 (1865), p. 31 = Ges. Werke 2, p. 473. 
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Wenn in der XY-Ebene eines rechtwinkligen Koordinatensystems 
OXYZ ein endlicher Bereich ®B gegeben ist, welchem ein bestimmter 
Inhalt zukommt, und f(x,y) eine in diesem Bereiche einschliesslich 
seiner Begrenzung stetige und nirgends negative Funktion bedeutet, 
so hat der Körper, welcher von ®, dem durch die Begrenzung von ® 
gehenden zur Z-Axe parallelen Cylinder und der Fläche z= fa, y) 
begrenzt wird, ein bestimmtes Volumen, und dieses wird dargestellt 


durch das Integral: 
SIr@wazay, 


erstreckt über den Bereich 8.1) (Volumenberechnung oder Kubatur 
durch Zerlegung in Prismen.) 

Wenn im Gebiet von zwei Veränderlichen «, v für einen zu- 
sammenhängenden endlichen Bereich ®, welchem ein bestimmter von 
Null verschiedener Flächeninhalt zukommt, drei sowohl im Innern als 
auf der Begrenzung reguläre analytische Funktionen p(u, v), 4(u, v), 
v(u, v) 169) gegeben sind, wenn ferner die Determinante: 


 y x v 
D=|9, m U 
9p, Ko V, j 


im Innern und auf der Begrenzung von ® überall von Null verschieden 
ist, und wenn endlich das durch die Gleichungen: 


<= yon, y=xlımo), 2=vm eo) 
dargestellte, dem Bereich ® entsprechende Flächenstück % jeden vom 
Anfang O des Koordinatensystems der x, y, z ausgehenden Strahl in 
höchstens einem Punkte schneidet, so hat der von % und demjenigen 
durch den Rand von % gehenden Kegel, dessen Spitze in O liegt, 


168) Eine Erweiterung dieses Satzes stellt der folgende von CO. F. Gauss 
(Comm. Gott. 2 (1813) = Werke 5 (1877), p. 6) angegebene Satz dar: 

Das Volumen eines Körpers wird durch ein jedes der drei über die ge- 
samte Oberfläche desselben zu erstreckenden Integrale: 


[x «os «ds, Sy eos ß ds, [2 «05 y ds 


dargestellt, in welchen ds das Element der Oberfläche, x, y, 2 die Koordinaten 
dieses Elementes und «, ß, y die Winkel bedeuten, welche die nach aussen ge- 
richtete Normale der Oberfläche am Orte von ds mit den positiven Richtungen 
der Koordinatenaxen bildet. 

169) Hinsichtlich der Funktionen 9, x, d würde die Voraussetzung ge- 
nügen, dass ihre partiellen Ableitungen erster Ordnung in einem den Bereich ® 
und dessen Begrenzung ganz im Innern enthaltenden grösseren Bereiche vor- 
handen und stetig sind. 
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begrenzte Körper ein bestimmtes Volumen und dieses wird durch den 
absoluten Wert des Ausdrucks: 


SSpauav 


dargestellt, wobei das Doppelintegral über ® zu erstrecken ist!7%), 
(Volumenberechnung durch Zerlegung in Pyramiden.) 

Die Aufgabe, das Volumen eines gegebenen Körpers ® zu be- 
rechnen, lässt sich indessen häufig einfacher lösen als durch Anwen- 
dung der vorangehenden Sätze. In vielen Fällen ist es nämlich mög- 
lich, eine einfach unendliche Flächenschar, insbesondere eine Schar 
paralleler Ebenen, von solcher Beschaffenheit anzugeben, dass das 
Volumen der zwischen irgend zwei unendlich nahe benachbarten 
Flächen der Schar enthaltenen Schicht von $ ohne Schwierigkeit 
gefunden werden kann, und dann genügt zur Berechnung des Volumens 
von 8 eine einzige Integration. Eben deswegen gilt als praktische 
Regel für die Volumenberechnung, zuerst zu versuchen, eine Flächen- 
schar von der angegebenen Beschaffenheit aufzufinden. (Volumen- 
berechnung durch Zerlegung in Schichten.) 

Dieses Verfahren ist insbesondere auf Umdrehungskörper anwend- 
bar und führt, wenn man die Schar der auf der Axe senkrechten 
Ebenen zur Zerschneidung benutzt, zu folgender Regel: 

Wenn für ein endliches Intervall, dessen untere Grenze a und 
dessen obere Grenze b heissen möge, eine nirgends negative stetige 
Funktion f(x) gegeben ist, so wird das Volumen desjenigen Körpers, 
welcher durch die Umdrehung des durch die Ungleichheiten: 


a<aı<b, 0<y<fß) 


abgegrenzten ebenen Bereiches um die Abseissenaxe entsteht, dar- 
gestellt durch den Ausdruck: 


7 Sir? de. 


b ft 
Durch Multiplikation mit [ f(x)dx und gleichzeitige Division durch 





170) Dieser Satz ist mehrfacher Erweiterungen fähig. Insbesondere stellt 
der folgende von C©. F. Gauss (Comm. Gott. 2 (1813) = Werke 5 (1877), p. 10) 
angegebene Satz eine solche Erweiterung dar: 

Das Volumen eines Körpers ist gleich dem dritten Teile des über die ge- 
samte Oberfläche zu erstreckenden Integrals 7 rcosads, wo ds das Element der 
Oberfläche, r den Abstand dieses Elementes vom Koordinatenanfang und « den 
Winkel bedeutet, welchen die nach aussen gerichtete Normale der Oberfläche 
am Orte von ds mit der Richtung vom Koordinatenanfang gegen ds bildet. 
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die nämliche Zahl ergiebt sich hieraus die zweite Guldin’sche (vgl. 
Nr. 26) Regel: Das Volumen eines Umdrehungskörpers ist gleich dem 
Inhalt seines Meridianschnittes multipliziert mit der Bahn, welche der 
Schwerpunkt der Fläche dieses Meridianschnittes bei der Umdrehung 
um die Axe beschreibt. 

Wenn ein zusammenhängender endlicher Bereich 8 im Gebiet 
von drei Veränderlichen «u, v, w, welchem ein bestimmtes Volumen 
zukommt, und ein Bereich $’ im Gebiet von drei anderen Veränder- 
lichen &, y, 2 durch drei Gleichungen: 


z=gp(mv,w, y=ıWmvw, 2z=v(uv,W), 
in denen @, y, & drei sowohl im Innern als auf der Begrenzung von 


K reguläre Funktionen bedeuten, gegenseitig eindeutig auf einander 
bezogen sind und die Funktionaldeterminante (IB 1b, Nr. 21): 


9, 9, pP 
Der Ws 
UV, Y, UV, | 


in S nirgends verschwindet, so hat der Bereich $’ ebenfalls ein be- 
stimmtes Volumen und dieses wird dargestellt durch den absoluten 
Wert des über $ zu erstreckenden Integrals!?): 


SIJaauavaw. 


Vorschriften zur Volumenberechnung in der nichteuklidischen &eo- 
metrie finden sich bei J. Bolyai und N. J. Lobatschefsky '®). Verein- 
fachungen derselben hat .M. Simon ""?) angegeben. 





IV. Die Linien im Raume. 


29. Schmiegungsebene, Krümmungskreis, Haupt- und Binor- 
male einer gewundenen Linie!“). Wenn eine Linie / in der Nähe 
eines Punktes P, analytisch auf die in Nr. 2, I angegebene Weise 


171) Vgl. Fussn. 152. 

172) Vgl. J. Frischauf, Absolute Geom. nach J. Bolyai, Leipzig 1872, 
p. 79—80, und Elemente d. absol. Geom., Leipzig 1876, p. 98—100; N. J. Loba- 
tschefskij, J. f. Math. 17 (1837), p. 307—320; F. Engel u. P. Stäckel, Urkunden zur 
Geschichte d. nichteukl. Geom. 1, N. J. Lobatschefskij, Leipzig 1898, p. 46—64, 
nebst Anmerkungen, p. 282—308. Einige kurze Bemerkungen stehen auch in 
C. F. Gauss, Werke 8, Göttingen 1900, p. 228—229 und p. 232—233. 

173) M. Simon, Math. Ann. 42 (1893), p. 471. 

174) Angaben über die ältere Litteratur, welche sich auf die in dieser und 
der folgenden Nr. zu behandelnden Begriffe bezieht, macht B. de Saint- Venant, 
J. ec. polyt. 18, cah. 30 (1845), p. 1—2. 
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so dargestellt werden kann, dass die Unterdeterminanten zweiten 
Grades der Matrix: 

| % Y% | 
Io % 9 
nicht sämtlich gleich Null sind!"), so haben die Normalebenen von / 
in irgend zwei verschiedenen, dem Punkte P, hinreichend nahe be- 
nachbarten Punkten P,, P, von ! eine im Endlichen liegende Schnitt- 
linie, welche sich bei unbegrenzter Annäherung der Punkte P,, P, an 
den Punkt P, einer Grenzlage nähert, die von der Art dieser An- 
näherung unabhängig ist und daher auch als Schnittlinie der Normal- 
ebene in P, mit einer unendlich nahe benachbarten Normalebene er- 
klärt werden kann. Diese Grenzlage heisst die Krümmungsazxe (Polar- 
linie) von ! im Punkte P,. 

Ferner liegen irgend drei verschiedene Punkte P,, P,, P,, welche 
auf 2 in hinreichender Nähe von P, nach Belieben angenommen sind, 
niemals in gerader Linie und bestimmen daher eine Ebene. Auch 
diese Ebene nähert sich bei unbegrenzter Annäherung der Punkte 
P,, P,, P, an den Punkt P, einer festen Grenzlage, welche, da sie 
von der Art der Annäherung unabhängig ist, auch als Grenzlage der 
Verbindungsebene des Punktes P, mit zwei benachbarten Punkten 
von /, oder als Grenzlage der Verbindungsebene der Tangente von } 








175) Die Singularitäten, welche eintreten können, wenn diese Voraus- 
setzung nicht mehr erfüllt ist, zerfallen nach @. K. Ch. v. Staudt, Geometrie der 
Lage, Nürnberg 1847, p. 110—118, und Ch. Wiener, Zeitschr. Math. Phys. 25 
(1880), p. 95—97, in acht Arten. (Vgl. auch F. Klein, Anw. d. Diff.- u. Int.-. 
Rechn. auf Geom., autogr. Vorl. 1901, Leipzig 1902, p. 437 ff) Denkt man sich 
nämlich einen längs I stetig fortschreitenden Punkt P durch P, hindurchgehen, 
so kann im Augenblick des Durchgangs: 

1. der Punkt P seine Bewegungsrichtung, 

2. die Tangente von ! in P ihre Drehungsrichtung in der Schmiegungs- 

ebene, 

3. die Schmiegungsebene von ! in P ihre Drehungsrichtung um die Tangente 
entweder beibehalten oder umkehren. Über die Darstellung dieser Singulari- 
täten durch Modelle vgl. Ch. Wiener a. a. O. und Lehrb. d. darst. Geom. 1, 
Leipzig 1884, p. 214—217, sowie Deutsche Math.-Verein., Katalog math. und 
math.-phys. Modelle, Apparate und Instrumente, hrsg. v. W. Dyck, München 
1892, Nr. 226, p. 298, und L. Brill, Katalog math. Modelle, Darmstadt 1892, 
Nr. 82—89, p. 23 und 73. Perspektivische Zeichnungen und weitere Litteratur 
giebt W. Schell, Allg. Theorie d. Kurven dopp. Krümmung, 2. Aufl, p. 13—17 
und p. 39. Analytische Unterscheidungsmerkmale der erwähnten acht Arten 
von Singularitäten finden sich bei H. B. Fine, Amer. J. of math. 8 (1886), p. 156, 
O. Staude, ebd. 17 (1895), p. 359, und A. Meder, J. f. Math. 116 (1896), p. 50 
und 247. 
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in P, mit einem zu P, benachbarten Punkte von I erklärt werden 
kann!’6). Diese Grenzlage heisst die Schmiegungsebene (Oskulations- 
ebene, Krümmungsebene) von I in P,. Sie wird, wenn &, n, & die 
Koordinaten eines veränderlichen ihr angehörenden Punktes bedeuten, 


dargestellt durch die Gleichung: 


f 
| 


15% n—% ee 


G ’ ’ | 
| % Yo 2) er 0. 
| [2 „ „ | 


Ey Yo 20 

Ausser den soeben erklärten sind die folgenden, jedesmal durch den 

Zusatz „von lin P,“ zu vervollständigenden Bezeichnungen in Gebrauch: 

Krümmvungs-, Schmiegungs- oder Oskulationskreis für denjenigen 

in der Schmiegungsebene liegenden und durch P, gehenden Kreis, 
dessen Mittelpunkt auf der Krümmungsaxe liegt. 

Derselbe bildet zugleich die Grenzlage des Kreises, welcher 
durch drei dem Punkte P, benachbarte Punkte von / hindurch- 
geht, für den Fall, dass diese drei Nachbarpunkte dem Punkte 
P, in irgend einer Weise unbegrenzt genähert werden. 

Krümmungsmittelpunkt für den Mittelpunkt, Radius der ersten 
Krümmung oder Krümmungsradius für den Radius des Krümmungs- 
kreises und (erste) Krümmung für den reziproken Wert dieses Radius. 

Hauptnormale für diejenige Normale, welche in der Schmiegungs- 
ebene liegt. 

Sie ist im allgemeinen nicht Tangente der Linie der Krüm- 
mungsmittelpunkte. Als ihre positive Richtung gilt die Rich- 
tung von P, gegen den Mittelpunkt des zugehörigen Krümmungs- 
kreises. 

Binormale '"”) für diejenige Normale, welche auf der Schmiegungs- 
ebene senkrecht steht. 

Sobald über die positive Richtung der Tangente eine Fest- 
setzung getroffen ist, gilt als positive Richtung der Binormale 
diejenige, welche so beschaffen ist, dass die positiven Rich- 
tungen der Tangente, Hauptnormale und Binormale ebenso zu 
einander liegen, wie die positiven Richtungen der Axen des- 
jenigen Koordinatensystems, auf welches I bezogen ist. 

Sowohl die Hauptnormalen als die Binormalen einer Linie 
bilden im allgemeinen eine windschiefe Fläche. 


176) Wegen der Beweise dieser Sätze vgl. H. A. Schwarz, Ann. di mat. (2) 
10 (1880/82), p. 129 — Ges. math. Abh. 2, Berlin 1890, p. 296. 

177) Diese Bezeichnung ist eingeführt von B. de Saint- Venant, J. €c. polyt. 18, 
cah. 30 (1845), p. 17. 
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Jede gewundene Linie ist die Striktionslinie (Ort des Fuss- 
punktes des gemeinsamen Lotes von irgend zwei unendlich nahe 
benachbarten Erzeugenden) der Fläche ihrer Binormalen. Um- 
gekehrt kann eine windschiefe Fläche dann und nur dann als 
Fläche der Binormalen einer Linie angesehen werden, wenn 
ihre Striktionslinie die Erzeugenden senkrecht schneidet. 

Die von B. de Saint-Venant "®) behandelte Striktionslinie der 
Fläche der Hauptnormalen fällt nicht mit der Linie der Krüm- 
mungsmittelpunkte zusammen. 

Rektifizierende Ebene 
für die Verbindungsebene 
der Tangente mit der Bi- 
normale und 

Rektifizierende  Ge- 
rade‘°) für die Grenz- 
lage der Schnittlinie der 
rektifizierenden Ebene 
von Z in P, mit der zu 
einem unendlich nahe 
benachbarten Punkt von 
! gehörenden rektifizie- 
renden Ebene. 

Fig. 5. Sie steht senk- 

recht auf den 

beiden Hauptnormalen von / in P, und einem unendlich nahen 
Nachbarpunkte. 

Begleitendes Dreikant für das von der Tangente, der Haupt- und 
der Binormale gebildete Geradenkreuz. 

In welcher Weise ! sich auf die Ebenen dieses Dreikants 
projiziert, zeigt Fig. 5. 














30. Windung, Schmiegungskugel und Schmiegungsschrauben- 
linie einer gewundenen Linie. Eine gewundene Linie / heisst in 
einem Punkte P, links oder rechts gewunden, je nachdem für einen 
in P, auf der Schmiegungsebene (gleichgültig auf welcher Seite) 


178) a. a. O. p. 29—32 und p. 44—48. 

179) Diese Bezeichnungen sind von Lanecret, Paris M&m. 1, (1805), p. 420, 
deswegen eingeführt worden, weil die sämtlichen rektifizierenden Geraden 
einer Linie / eine durch Z! gehende abwickelbare Fläche (rektifizierende Fläche) 
bilden, welche die Eigenschaft hat, dass ! bei der Abwickelung dieser Fläche 
auf einer Ebene in eine Gerade übergeht. 
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stehenden und gegen den Mittelpunkt des Krümmungskreises blicken- 
den Beschauer ein auf ! von links nach rechts durch P, gehender 
Punkt ab- oder aufsteigend durch die Schmiegungsebene hindurch- 
geht). 

Wenn für sämtliche Punkte einer Linie ! die im Anfang der 
Nr. 29 gemachte Voraussetzung erfüllt und die positive Tangenten- 
richtung festgelegt ist, so kann man einem beliebigen Punkt P von 
! drei Punkte 7, H, B auf einer um einen festen Mittelpunkt M mit 
dem Radius Eins beschriebenen Kugel durch die Festsetzung zuordnen, 
dass die Richtungen von M gegen T, H, DB beziehentlich mit den posi- 
tiven Richtungen der zu P gehörenden Tangente, Haupt- und Bi- 
normale von / übereinstimmen sollen. Ändert sich die positive Tan- 
gentenrichtung von / stetig mit der Lage des Berührungspunktes, 
was im Nachfolgenden durchweg vorausgesetzt werden soll, so ent- 
sprechen stetigen Bewegungen von P auf ! auch stetige Verschie- 
bungen der Punkte 7, H, b. Die Linien, welche von diesen Punkten 
beschrieben werden, während P die Linie / durchläuft, heissen sphä- 
rische Abbilder (II D3, Nr.7) von !, und zwar beziehentlich die 
sphärische Indikatrix der Tangenten, die sphärische Indikatrix der 
Hauptnormalen und die sphärische Indikatrie der Binormalen '*"). 

Als positive Richtungen der von 7’ und H beschriebenen Linien 
nimmt man gewöhnlich diejenigen, in welchen sich T und H be- 
wegen, wenn P auf / in positivem. Sinne fortschreitet. Dagegen 
pflegt man bei der von B beschriebenen Bahn nicht auf die Art der 
Bewegung des Punktes P, sondern darauf zu achten, in welchem 
Sinne die Strecke MB bei gegebener Bewegung von B sich um die 
Strecke MT herumdreht'#?), und bei der Berechnung der Länge eines 
von B in vorgeschriebener Richtung durchlaufenen Weges diejenigen 
Teile, für welehe jene Drehung im positiven Sinne (MH gegen MB) 
erfolgt, mit dem Vorzeichen +, die andern mit dem Vorzeichen — 
in Anschlag zu bringen. 

R. Hoppe hat vorgeschlagen'®®), die unter Beachtung der vor- 


180) Dies entspricht dem Sprachgebrauch der Technik. Dagegen ge- 
brauchen die Botaniker und einige Mathematiker, z. B. @. Scheffers, Einf. in d. 
Theorie d. Kurven, p. 158 u. p. 200, die Worte links und rechts gewunden in 
umgekehrter Bedeutung. 

181) Vgl. @. Scheffers, Einf. in d. Theorie der Kurven, p. 240—241. Eben- 
daselbst wird, p. 243—251 u. p. 350—352, angegeben, wie man bei gegebener 
sphärischer Indikatrix der Tangenten oder der Haupt- oder der Binormalen eine 
Linie finden kann, zu der diese Indikatrix gehört. 

182) Vgl. A. Kneser, J. f. Math. 113 (1894), p. 92—94. 

183) R. Hoppe, J. f. Math. 58 (1861), p. 374, und Anal, Geom. 1, p. 49—51, 
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stehenden Bestimmungen und der in Nr. 10 angegebenen Vorzeichen- 
regel zu berechnenden Längen r, x, ® der Bögen, welche von den 
Punkten 7, H, B beschrieben werden, wenn P von einer festen An- 
fangslage ausgehend auf /! einen Weg von der — ebenfalls gemäss 
Nr. 10 mit einem bestimmten Vorzeichen versehenen — Länge s 
zurücklegt, beziehentlich als den zur Bogenlänge s gehörenden Krüm- 
mungswinkel, Torsionsbogen und Torsionswinkel von l zu bezeichnen. 
Mehr gebräuchlich als diese Ausdrücke für die drei Funktionen 
t, %, $ von s sind gewisse Bezeichnungen ihrer Differentiale. Ist 
nämlich ds ein Differential der Bogenlänge s und sind dr, dx, d® 
die entsprechenden Differentiale der Funktionen r, #, ®, so nennt man: 
dt den zu ds gehörenden Kontingenzwinkel, 
dx den zu ds gehörenden Winkel der ganzen Krümmung und 
d® den zu ds gehörenden Windungs-, Schmiegungs- oder 
Flexionswinkel (zuweilen auch Torsionswinkel) von 1. 
Wenn ds positiv ist, so ist bis auf unendlich kleine Grössen 
höherer Ordnung: 
dr gleich dem spitzen Winkel zwischen den Tangenten, 
dx gleich dem spitzen Winkel zwischen den Hauptnormalen, und 
d® gleich dem spitzen Winkel zwischen den Schmiegungs- 
ebenen (oder auch den Binormalen) von ! in den End- 
punkten des Bogenelementes ds, 
wobei jedoch der zuletzt erwähnte Winkel mit dem Vorzeichen + 
oder — zn versehen ist, je nachdem ein längs / in der positiven 
Tangentenrichtung fortschreitender Punkt am Orte von ds die Schmie- 
gungsebene von / in dem gleichen Sinne durchdringt, wie dies die 
positive Richtung der Binormale (Nr. 29) thut, oder nicht '*). 


Der Differentialquotient = stimmt mit der Krümmung ri von I 
im Endpunkt des Bogens s überein. 


Der Differentialquotient — heisst die zweite Krümmung, Windung, 


k ‚ : d ; 
Schmiegung, Flexion oder Torsion und der Differentialquotient I die 


ganze Krümmung von I im Endpunkt des Bogens s. Die reziproken 
Werte dieser Differentialguotienten heissen beziehentlich der Radius der 


184) Diese Festsetzung über das Vorzeichen ist von F\ F'renet, These, Tou- 
louse 1847 = J. de math. (1) 17 (1852), p. 439, getroffen worden, doch weichen 
manche Verfasser von derselben ab. Die verschiedenen in der Litteratur vor- 
kommenden Bestimmungen des fraglichen Vorzeichens hat A. Kneser, J. f. Math. 
113 (1894), p. 89, eingehend erörtert. Vgl. auch O. Staude, Amer. J. of math. 17 
(1895), p. 361 u. 372, 
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zweiten Krümmung (Windungs-, Schmiegungs-, Flexions- oder Torsions- 
radius)'®) und der Radius der ganzen Krümmung von l in dem be- 
zeichneten Punkte. 

Sind die Axen des Koordinatensystems, auf welches I bezogen 
ist, so zu einander gelegen wie die Richtungen nach Westen, Süden 
und oben (unten), so sind die Windung, der Windungsradius und 
der Windungswinkel von ! in P, auf Grund der obigen Festsetzungen 
positiv oder negativ (negativ oder positiv), je nachdem / in P, rechts 
oder links gewunden ist, und umgekehrt '#). 

Wenn bei Anwendung der in Nr. 2, I angegebenen analytischen 
Darstellung einer Linie ! die Determinante : 


| 
| 
90.190 80 
| 
| 


nicht gleich Null ist, so liegen irgend vier verschiedene auf / in hin- 
reichender Nähe von P, nach Belieben angenommene Punkte niemals 
in einer Ebene und bestimmen daher eine Kugel mit endlichem 
Radius. Werden diese Nachbarpunkte in irgend einer Weise dem 
Punkte P, unbegrenzt genähert, so nähert sich die durch sie hin- 


185) Eine ähnlich einfache geometrische Bedeutung wie dem Radius der 
ersten Krümmung kommt dem Radius der zweiten Krümmung nicht zu. Ein 
erster Versuch einer geometrischen Deutung findet sich in einer Abhandlung von 
Th. Olivier, J. &c. polyt. 15, cah. 24 (1835), p.86. Später hat B.de Saint-Venant, 
J. ec. polyt. 18, cah. 30 (1845), p. 40—41 u. 53—54, eine solche Deutung durch 
folgende Sätze gegeben: 

I. Trägt man den zu P, gehörenden Krümmungsradius ge, der Linie 2 von 
P, aus auf der Tangente ab — gleichgültig nach welcher Seite — legt sodann 
durch den erhaltenen Punkt Q eine Ebene senkrecht zur Tangente und bringt 
dieselbe mit der Tangentenfläche von 7 zum Durchschnitt, so stimmt der Radius 
des zu Q gehörenden Krümmungskreises der Schnittlinie (dessen Mittelpunkt 
auf der rektifizierenden Geraden liegt) mit dem absoluten Wert des Windungs- 
radius von ! in P, überein. 

II. Schneidet man den (die Tangentenfläche oskulierenden) Rotationskegel, 
welcher die rektifizierende Gerade von ! in P, zur Axe und die Tangente zur 
Erzeugenden hat, durch eine zur Axe senkrechte Ebene im Abstand g, von der 
Spitze P,, so ist der Radius des Schnittkreises gleich dem absoluten Wert des 
Windungsradius. Vgl. W. Schell, Allg. Theorie d. Kurven dopp. Krg., 2. Aufl., 
p- 31—35, wo eine ähnliche Deutung auch für den Radius der ganzen Krüm- 
mung gegeben ist. 

186) Vgl. A. Kneser, J. f. Math. 113 (1894), p. 89. — Einen Vorschlag, die 
Vorzeichen der ersten, zweiten und ganzen Krümmung in anderer als der im 
Text beschriebenen Weise festzusetzen, macht R. v. Lilienthal, Math. Ann. 42 (1893), 
p. 502. ° 
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durchgehende Kugel einer festen Grenzlage, welche von der Art der 
erwähnten Annäherung unabhängig ist!) und daher noch in mannig- 
facher Weise auf andere Art (z. B. als Grenzlage der durch den. 
Krümmungskreis von ! in P, und einen unendlich nahen Nachbar- 
punkt von / gehenden Kugel) erklärt werden kann. Diese Kugel 
heisst die oskulierende oder Schmiegungskugel von l in P,. Ihr Mittel- 
punkt liegt auf der Krümmungsaxe von / in P, und stimmt überein 
mit der Grenzlage des Schnittpunktes dieser Krümmungsaxe mit der 
Normalebene von / in einem zu P, unendlich nahe benachbarten 
Punkte und auch allgemeiner mit der Grenzlage des Schnittpunktes 
der Normalebenen von / in drei beliebigen, dem Punkte P, unendlich 
nahe benachbarten Punkten !*°). 

Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Schmiegungskugeln 
einer Linie / heisst deren Polkurve. Dieselbe fällt mit der Gratlinie 
(III D 5) der abwickelbaren Fläche der Krämmungsaxen von ! zusammen. 
Die Tangente und die Schmiegungsebene der Polkurve fallen beziehent- 
lich mit der Krümmungsaxe und der Normalebene der ursprünglichen 
Linie zusammen. Die Normalebene und die rektifizierende Ebene der 
Polkurve sind beziehentlich zur Schmiegungsebene und zur rektifizieren- 
den Ebene der ursprünglichen Linie parallel '*”). 

Als Schmiegungsschraubenlinie einer Linie ! in einem Punkte P, 
bezeichnet man diejenige durch P, gehende gemeine Schraubenlinie 


187) Vgl. H.A.Schwarz, Ann. di mat. (2) 10 (1880/82), p. 129 — Ges. math. 
Abh. 2, Berlin 1890, p. 296. 

188) Denjenigen Kegel, welcher die Schmiegungskugel längs des Krüm- 
mungskreises berührt, hat W. Schell, Allg. Theorie d. Kurven dopp. Krg., 2. Aufl., 
p. 67—70, den Schmiegungsrotationskegel von I in P, genannt. Derselbe berührt 
lin P, mindestens von der dritten Ordnung. — Einen zweiten zu / in enger 
Beziehung stehenden Rotationskegel hat schon B. de Saint -Venant, J. &c. polyt. 18, 
cah. 30 (1845), p. 42—43, betrachtet, nämlich denjenigen, der seine Spitze in P, 
hat und die T’angentenfläche von I längs der zu P, gehörenden Tangente oskuliert. 
Dieser Kegei entsteht durch Umdrehung der Tangente um die rektifizierende 
Gerade. Vgl. auch W. Schell, Allg. Theorie d. Kurven dopp. Krg., 2. Aufl., p. 35, 
und @. Scheffers, Einf. in d. Theorie d. Kurven, p. 254—257. — Auf einen dritten, 
vom vorigen verschiedenen Rotationskegel hat @. Scheffers a. a. O. p. 257—260, 
aufmerksam gemacht, nämlich denjenigen, der seine Spitze ebenfalls in P, hat 
und dort mit 1 selbst eine Berührung mindestens von der dritten Ordnung eingeht. 

189) Über die Beziehungen zwischen entsprechenden Elementen einer Linie 
und ihrer Polkurve und den Krümmungen und Windungen beider Linien an 
den Orten dieser Elemente vgl. F. F'renet, J. de math. (1) 17 (1852), p. 443—444, 
oder L. Bianchi, Vorl. über Differentialgeom., deutsch von M. Lukat, Leipzig 
1896, p. 25f. — Die Aufgabe, aus den Gleichungen der Polkurve die der ur- 
sprünglichen Linie abzuleiten, hat R. Hoppe, J. f. Math. 58 (1861), p- 374, be- 
handelt. 
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(isogonale Trajektorie der Erzeugenden eines geraden Kreiseylinders, 
s. IID4, Nr. 20), welche in diesem Punkte die gleiche Tangente, 
Krümmungsaxe und Windung hat wie /. Ihre Axe ist der rektifizie- 
renden Geraden parallel und fällt mit der Linie des kürzesten Ab- 
standes der Hauptnormale in P, von der nächstfolgenden Haupt- 
normale zusammen !”®). Da bei einer gemeinen Schraubenlinie der 
Mittelpunkt der Schmiegungskugel immer mit dem Krümmungsmittel- 
punkt zusammenfällt, bei einer beliebigen gewundenen Linie dagegen 
im allgemeinen nicht, so haben eine gewundene Linie und ihre 
Schmiegungsschraubenlinie im allgemeinen nur eine Berührung zweiter 
Ordnung’). Ausser der Schmiegungsschraubenlinie giebt es im all- 
gemeinen noch unendlich viele andere gemeine Schraubenlinien, die 
eine gegebene Linie / in einem gegebenen Punkte P, von der zweiten 
Ordnung berühren !°?); aber eine gemeine Schraubenlinie, die mit 7 in 
P, eine Berührung dritter oder höherer Ordnung hätte, ist im all- 
gemeinen nicht vorhanden. Wohl aber lässt sich immer eine Loxo- 
drome einer Rotationskegelfläche angeben, welche / in P, mindestens 
von der dritten Ordnung berührt und daher die konische Schmiegungs- 
loxodrome von I in P, genannt wird!%), und ebenso ist es, wie 
Th. Olivier "”*) bemerkt hat, auf mannigfach verschiedene Weise mög- 
lich, eine allgemeine Schraubenlinie (isogonale Trajektorie der Er- 
zeugenden eines beliebigen Cylinders) so zu bestimmen, dass sie mit 
! in P, eine Berührung mindestens dritter Ordnung hat. 

Dass, und wie man eine Raumkurve dritter Ordnung finden kann, 
die mit einer gegebenen Linie in einem gegebenen gewöhnlichen 


190) Vgl. W. Schell, a. a. O. p. 120—121. Dieselbe Gerade ist zugleich die 
Axe der von E. Beltrami, Giorn. di mat. 5 (1867), p. 21—23, bestimmten unend- 
lich kleinen Schraubung, welche das begleitende Dreikant in eine benachbarte 
Lage überführt. : 

191) Vgl. Th. Olivier, J. &c. polyt. 15, cah. 24 (1835), p. 68. Vorher, p. 62, 
wird der gleiche Satz damit begründet, dass eine durch einen gegebenen Punkt 
P, hindurchgehende gemeine Schraubenlinie nach Gestalt und Lage schon durch 
fünf Konstante bestimmt ist, während dafür, dass eine solche Schraubenlinie in 
P, mit einer gegebenen Linie eine Berührung dritter Ordnung habe, die Er- 
füllung von sechs Bedingungen notwendig ist. 

192) Vgl. Th. Olivier, a. a. O. p. 252—262, und @. Scheffers, Einf. in d. 
Theorie der Kurven, p. 191—197. An beiden Orten finden sich Angaben darüber, 
wie die fraglichen Schraubenlinien zu einander liegen. 

193) W. Schell, a. a. O. p. 126—127. 

194) Th. Olivier, a. a. O. p. 64, 80 u. 86—90. Dass die in dieser Abhand- 
lung als „developpantes des developpdes de l’helice eirculaire“ bezeichneten 
Linien allgemeine Schraubenlinien sind, hat Olivier noch nicht erkannt, doch 
folgt dies aus der in Fussn. 208 angeführten Arbeit von J. Bertrand. 

Eucyklop. d. math. Wissensch. II 3. 6 
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Punkte eine Berührung fünfter Ordnung eingeht, hat W. R. Hamilton u 
auseinandergesetzt. 


31. Formeln und Lehrsätze aus der Lehre von den gewun- 
denen Linien. Nach Festlegung der positiven Tangentenrichtung 
einer Linie ! sei s deren gemäss Nr. 10 als positiv oder negativ 
anzusehende Bogenlänge von einem festen Anfangspunkte bis zu einem 
beweglichen Punkte P, für welchen die zu Anfang der Nr. 29 an- 
gegebene Voraussetzung zutrifft, und es seien: 

x,y,2 die Koordinaten des Punktes P, 

%, ßı,ı die Richtungscosinus der positiven Richtung der Tangente, 

&, Pg, ya die Richtungscosinus der positiven Richtung der Haupt- 
normale (Nr. 29), 

&3, Pz, Ya die Richtungscosinus der positiven Richtung der Binormale 

(Nr. 29) von ! in P, 

a,b, c die Richtungscosinus derjenigen Richtung der rektifizieren- 
den Geraden, welche mit der positiven Richtung der Bi- 
normale einen spitzen Winkel bildet, 

0,7, R* die Radien der ersten, zweiten und der ganzen Krümmung, 
R der Radius der Schmiegungskugel von Z in P und endlich 
dr,dx,d% beziehentlich der Kontingenzwinkel, der Winkel der ganzen 
Krümmung und der Windungswinkel, welche dem Bogen- 
differential ds entsprechen; 


dann gelten die folgenden Formeln und Sätze 1%): 
I. Wenn: 


dyd’2—dzdy=A; dedx—dedz=B; daedy— dyd’z = ( 


und der positive Wert von YA?+ B?+(0?=D gesetzt wird, so 
186.499); 








_d yA+BrFOG 
wege se ds? ? 





195) W. R. Hamilton, Elemente der Quaternionen, deutsch” von P. Glan, 2, 
Leipzig 1884, p. 158—160. 

196) Ausführliche Zusammenstellungen von Formeln finden sich bei O. @. 
J. Jacobi, J. f. Math. 14 (1835), p. 60—62 = Ges. Werke 7, Berlin 1891, p. 15—18; 
B. de Saint - Venant, J. €c. polyt.18, cah. 30 (1845), p.64—72, und W._Läska, Samml. 
v. Formeln d. rein. u. angew. Math., Braunschweig 1888—1894, p. 536—553. — 
Wenn man die Bogenlänge s als unabhängige Veränderliche nimmt, treten bei 
vielen Formeln erhebliche Vereinfachungen ein. Vgl. @. Scheffers, Einf. in d. 
Theorie d. Kurven, p. 178 ff. u. p. 348ff. Mit den Hülfsmitteln der Quaternionen- 
theorie hat W. R. Hamilton, Elem. d. Quaternionen, deutsch von P. Glan, 2, 
Leipzig 1884, die Lehre von den Raumkurven eingehend behandelt. 

197) Vgl. Lancret, an dem in Fussn. 179 a. O. p. 429—434. 
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dz dy dz 
2 AR. 1 2 2 2,|. 
7 Rs a Bed eye 
Rx d’y d’e 
__ Bdz — Cdy Cdxz — Adz Ady — Bax, 
Te ae ee are 
A B C 
Mr D3 B=p: a 


Ferner ist: 


oder: 


und: 
-— un 2 FR dr ds dr 
4. ta ehr tb Srnatr) 


II. Die Ableitungen der neun Richtungscosinus «&,, ß,,...,7, in 
Bezug auf s können durch diese neun Richtungscosinus selbst und die 
Radien oe und r der ersten und zweiten Krümmung ausgedrückt 
werden mittelst der Formeln: 


Be eu ao ar 
und der sechs übrigen Gleichungen, welche hieraus durch Ver- 
tauschung von « mit ß und y entstehen (Frenet’sche Formeln) '??). 

UI. Die Koordinaten x, y, z des Punktes P sind mit den Koordi- 


naten &,n,$& des Mittelpunktes der zugehörigen Schmiegungskugel 
verbunden durch die Gleichungen ?®): 


198) Vgl. Lancret, a. a. ©. p.430—431, und B.de Saint-Venant, a.a.0.p.22 ff. 
(a. p.40f.), wo auch die Gleichungen, sowie die Krümmung und Windung der 
Gratlinie der rektifizierenden Fläche ermittelt sind. Die Elemente dieser Grat- 
linie giebt auch @. Scheffers, Einf. in d. Theorie d. Kurven, p. 317—321 u. 354 ff. 

199) Vgl. F. Frenet, These, Toulouse 1847, oder J. de math. (1) 17 (1852), 
p. 438—440, und J. A. Serret, J. de math. (1) 16 (1851), p. 193. — Wie @. Dar- 
boux, Lesons sur la th. gen. des surf. 1, p. 9—10, gezeigt hat, kann man den 
Beweis der F'renet'schen Formeln fast ohne Rechnung führen, wenn man sich 
vorstellt, dass das begleitende Dreikant an / entlang gleitet, und die Bewegung 
eines Dreikants mit fester Spitze, dessen Kanten beständig zu denen des be- 
gleitenden Dreikants parallel bleiben, mit den Hülfsmitteln der Kinematik ver- 
folgt (IV 3, Nr. 21). Den gleichen Kunstgriff hatte schon E. J. Routh, Quart. 
J. 7 (1866), p. 37, zur Lösung von Aufgaben aus der Lehre von den Raum- 
kurven angewendet. Eine eingehende Darstellung der Bewegung des begleiten- 
den Dreikants findet sich bei W. Schell, Allg. Theorie d. Kurven dopp. Krg., 
2. Aufl., p. 136—141. 

200) ©. @,J. Jacobi, a.a. 0. p. 61, bez. 17, oder B. de Saint-Venant, a.a. 0. 
p. 33, oder F. Frrenet, a. a. O. p. 441—442. 

6* 
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de 
= +0, +rZ, 
de 
»=ytoßh+trzßs 


d 
= eten tr 
aus denen: 
d 2 
R=eo+r() 
folgt. 


32. Differentialinvarianten und natürliche Gleichungen einer 
Linie im Raume. Wird eine Linie / ohne Änderung ihrer Gestalt 
irgendwie im Raume bewegt, so erleiden die Radien o, r der ersten 
und zweiten Krümmung keine Änderung und das gleiche gilt auch 
von den nach der Bogenlänge s genommenen Ableitungen: 

de die de ar 

a3 ’:der! a’ dr 
Die Radien eo, r und alle ihre Ableitungen nach s sind demnach 
„Differentialinvarianten“ (II A 6, Nr. 13) von / gegenüber allen Be- 
wegungen im Raume und zugleich auch insofern die einzigen wesent- 
lichen Differentialinvarianten, als jede andere Differentialinvariante 
gegenüber Bewegungen im Raume sich als eine Funktion der Grössen: 

de de dr der 

re Te 

darstellen lässt 9). 

Denkt man sich umgekehrt ursprünglich nicht eine Linie |, 
sondern irgend zwei Funktionen o(s), r(s) gegeben, welche die 
Bedingungen g(s)>0, r(s)Z0 erfüllen, so giebt es nach will- 
kürlicher Festsetzung des positiven Drehungssinnes im Raume immer 
eine ihrer Gestalt nach völlig bestimmte Linie, deren Bogen- 
länge bis auf eine Konstante mit s und deren Radien erster und 
zweiter Krümmung beziehentlich mit o(s), r(s) übereinstimmen ®), 
Die Gleichungen, durch welche eg und r als Funktionen von s dar- 
gestellt werden, heissen deswegen die natürlichen Gleichungen der 
Linie). Hiervon abweichend bezeichnet jedoch @. Scheffers’*) als 


201) Vgl. $. Lie, Vorl. über kontinuierliche Gruppen, hrsg. v. @. Scheffers, 
Leipzig 1893, p. 674—682, und @. Scheffers, Einf. in d. Theorie d. Kurven, p. 201 
— 208. 

202) Vgl. S. Lie, Vorl. über kontinuierliche Gruppen, hrsg. v. @. Scheffers, 
Leipzig 1893, p. 684—694, sowie L. Bianchi, Vorles. über Differentialgeometrie, 
p. 13—15, oder @. Scheffers, a. a. OÖ. p. 210—219. 

203) Vgl. Nr. 15. — Die Aufgabe, aus den natürlichen Gleichungen einer 
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natürliche Gleichungen einer Linie im allgemeinen diejenigen beiden 
Gleichungen, welche die Differentialinvarianten niedrigster Ordnung 


0, = und r mit einander verbinden, und in dem Ausnahmefall 
o — Const. eben die Gleichung o = Const. zusammen mit derjenigen 
Gleichung, welche r mit = verknüpft. 


Ist eine Parameterdarstellung einer Linie gegeben, so hat man, 
wenn man o und r als Funktionen von s darstellen will, neben 
Differentiationen und Eliminationen auch eine Quadratur auszuführen, 
während die Aufstellung der beiden erwähnten Gleichungen zwischen 
den Differentialinvarianten niedrigster Ordnung nur Differentiationen 
und Eliminationen erfordert. 

Nachdem für eine Linie ! die Winkel z, x, ® (Nr. 30) und die 
neun Richtungscosinus «&,,...75; (Nr. 31) als Funktionen der Bogen 
länge s dargestellt sind, denke man sich für s eine neue Veränderliche 3 
durch eine Gleichung s = f($) eingeführt, in welcher f(s) eine zugleich 
mit 5 verschwindende und bei wachsendem 5 ebenfalls wachsende Funk- 
tion bedeutet, und durch z, %, ®, @,,...7, diejenigen Funktionen von 
5 bezeichnet, welche so aus r, %, 9, «,,..., entstehen. Dann giebt 
es immer eine ihrer Gestalt und Stellung nach (d. h. bis auf eine 
Parallelverschiebung) völlig bestimmte Linie /, für welche 5, z, x, ®, 
&y:::75 die gleiche Bedeutung haben wie s, r, %, 9, &,,...7, für I. 
Von je zwei in dieser Beziehung zu einander stehenden Linien sagt 
R. Hoppe?®), dass ‚sie sich nur durch die „Dimensionen“ unter- 
scheiden, aber in den „inneren Beziehungen“ übereinstimmen. Dem- 
gemäss stellt er neben die Einteilung der Eigenschaften einer Linie 
in solche, die sich lediglich auf die Gestalt und solche, die sich auch 
auf die Lage beziehen, eine zweite, die vorige durchkreuzende, in 
Eigenschaften, die nur die inneren Beziehungen, und Eigenschaften, 
welche die Dimensionen betreffen. Zugleich empfiehlt er, bei der 
Lösung von Aufgaben zuerst nur die inneren Beziehungen und dann, 
davon getrennt, die Dimensionen zu ermitteln. Dies kann dadurch 


Linie deren Gleichungen in rechtwinkligen Koordinaten zu finden, ist von 
R. Hoppe, J. f. Math. 60 (1862), p. 182, behandelt worden. $. Lie hat, Christiania 
Videnskabsselskabs Forh., 1882, Nr. 22, gezeigt, wie dieselbe auf die Integration 
einer Differentialgleichung vom Riccati’schen Typus (I A4b, Nr.8) zurück- 
geführt werden kann. Diese Zurückführung haben auch @. Darboux, Legons sur la 
theorie gen. des surf. 1, p.19—23, und @. Scheffers, a. a. O0. p. 211—215, eingehend 
behandelt. 

204) a. a. O. p. 210f. 

205) Anal. Geom. 1, p. 61. 
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geschehen, dass man die eben erwähnten natürlichen Gleichungen 
durch ein anderes gleichwertiges System von zwei Gleichungen er- 
setzt, nämlich erstens eine von $ freie und daher zu den inneren 
Beziehungen gehörende Gleichung zwischen z und & allein — die so- 
genannte spezifische Gleichung ?°) — und zweitens eine die Bogen- 
länge s enthaltende Gleichung, welche die Dimensionen bestimmt. 
Nachdem V. Puiseua ®”) durch rein analytische Betrachtungen gezeigt 
hatte, dass die gemeine Schraubenlinie die einzige (reelle) gewundene Linie 
ist, deren Krümmung und Windung beide konstant sind (III D 4, Nr.20), 
gab J. Bertrand ®®®) einen geometrischen Beweis des gleichen Satzes, der 
zugleich ergab, dass jede Linie, für welche das Verhältnis der Krüm- 
mung zur Windung konstant ist, eine allgemeine Schraubenlinie (Nr. 30, 
Ende) sein müsse. Wenig später begründete J. A. Serret) diesen 
letzteren Satz auf analytischem Wege und bestimmte zugleich alle 
Linien, für welche die Windung?!%) oder die Krümmung einen kon- 
stanten Wert hat. Gleichzeitig fand J. Bertrand *), dass, abgesehen 
von den gemeinen Schraubenlinien, einer gegebenen Linie / dann 
und nur dann eine zweite Linie /” zugeordnet werden kann, welche 
die gleichen Hauptnormalen hat, wenn zwischen der Krümmung und 
Windung von /! in einem beliebigen Punkte eine lineare Gleichung 
mit konstanten Koeffizienten besteht?!?). Ist insbesondere die Krüm- 
mung von / konstant, die Windung dagegen nicht, so ist die Beziehung 
zwischen den Linien !, 7, wie schon @. Monge bemerkt hat?"?), eine 
gegenseitige und jede von ihnen der Ort der Krümmungsmittelpunkte 


206) Vgl. R. Hoppe, J. f. Math. 63 (1864), p. 122ff. und Anal. Geom. 1, 
p- 53 u. p. 70ff. An beiden Orten wird für verschiedene einfachere Fälle die 
Aufgabe gelöst, alle Linien von gegebener spezifischer Gleichung zu bestimmen. 

207) J. de math. (1) 7 (1842), p. 65—69. In ähnlicher Weise hat Puiseux 
den Fall, dass das Verhältnis der Krümmung zur Windung konstant ist, J. de 
math. (1) 16 (1851), p. 208ff. behandelt. 

208) J. Bertrand, J. de math. (1) 13 (1848), p. 423f. 

209) J. A. Serret, Brief an J. Liowville, abgedr. in Note 1. zu @. Monge, 
Applic. de l’anal., 5. &d. 1850, p. 562ff. Vgl. auch J. de math. (1) 16 (1851), p. 197 ff. 

210) Weitere Litteratur über Linien konstanter Windung giebt @. Darboux, 
Legons sur la theorie gen. des surf. 4, p. 429. 

211) J. Bertrand, J. de math. (1) 15 (1850), p. 332 ff. Vgl. auch J. A. Serret, 
J. de math. (1) 16 (1851), p. 499, sowie eine von A. Mannheim, J. de math. (2) 
17 (1872), p. 406, gegebene geometrische Ableitung. Scheinbare Ausnahmefälle 
erörtert @. Darboux, Legons sur la theorie gen. des surf. 1, p. 14f. 

212) Über die Gleichungen dieser Linien vgl. L. Bianchi, Vorl. über Diffe- 
rentialgeom., deutsch v. M. Lukat, Leipzig 1896, p. 32—34. 

213) Vgl. @. Darboux, Legons sur la theorie gen. des surf. 1, p. 16—17, 
Anmerkung. 
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der andern. Ein allgemeines Verfahren zur Bestimmung aller ge- 
wundenen Linien, bei denen die Radien oe, r der ersten und zweiten 
Krümmung und die Bogenlänge s durch eine beliebige Gleichung 
verknüpft sind, gab $. Lie”), nachdem A. Enneper ?") mehrere von 
den bereits erwähnten verschiedene spezielle Fälle erledigt hatte. Der 
Fall, dass die gegebene Gleichung zwischen og, r und s die besondere 


Form vr — f(s) hat, ist von @. Pirondini”'?) behandelt worden. 


33. Filar- und Plan-Evolventen und -Evoluten. Wird längs einer 
Linie I ein biegsamer aber nicht dehnbarer Faden aufgelegt und sodann 
von einem beliebigen Punkte der Linie an von dieser so abgewickelt, 
dass er stets gespannt bleibt, so dass in jedem Augenblick das ab- 
gewickelte geradlinige Fadenstück in seinem einen Endpunkt die 
Linie I berührt, und dass seine Länge der Länge des abgewickelten 
Bogens gleichkommt, so beschreibt das freie Einde des Fadens eine 
sogenannte Filarevolvente von I. 

Umgekehrt heisst jede Linie, aus welcher ! in der beschriebenen 
Weise als Evolvente abgeleitet werden kann, eine Filarevolute von |. 

Wie zuerst @. Monge ?”) bemerkte, hat jede gegebene krumme 
Linie 1 unendlich viele verschiedene Evoluten, welche sämtlich auf 
der abwickelbaren Fläche der Krümmungsaxen (Polarfläche) von I 
liegen und auf dieser geodätische Linien (III D 3, IV) bilden. Die er- 
wähnte Fläche wird deswegen auch als Evolutenfläche von I bezeichnet. 

Die von ein und demselben Punkt einer Evolvente ! an zwei 
verschiedene Evoluten gezogenen Tangenten bilden einen konstanten, 
d. h. von der Lage des Evolventenpunktes unabhängigen Winkel mit 
einander. Ist die Evolutenfläche € von I gegeben, so kann man 
einen Punkt P mechanisch nötigen, die Linie ! zu beschreiben, indem 
man P mit zwei über € sich frei hinspannenden Fäden fest ver- 
bindet?!?). 


214) $. Lie, Christiania Videnskabsselskabs Forh. 1882. Vgl. Fussn. 203. 

215) A. Enmeper, Gött. Nachr. 1866, p. 134, und 1881, p. 291, sowie Math. 
Ann. 19 (1882), p. 72. 

216) @. Pirondini, J. f. Math. 109 (1892), p. 238. 

217) @. Monge, Paris Sav. &tr. 10 (1785) und Applie. de l’anal., s XXVI. — 
Über die Ermittelung der Evoluten einer gegebenen Linie und die Beziehungen 
zwischen den Kontingenz- nnd Schmiegungswinkeln beider Linien in entsprechen- 
den Punkten vgl. auch Lancret, an dem in Fussn. 179 a. O. p. 435 ff. und H. Molins, 
J. de math. (1) 8 (1843), p. 379. In erheblich einfacherer Weise haben @. Darboux, 
Lecons sur la theorie gen. des surf. 1, p. 17. und P. Stäckel, Math. Ann. 43 
(1893), p. 174—176, die Lehre von den Filarevoluten behandelt. 

218) G. Monge, Applic. de l’anal., $ XXVI, No. XXVIH. 
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Wenn eine Linie Z nicht eben ist, so gehört weder ihre Pol- 
kurve, noch die Linie ihrer Krümmungsmittelpunkte zu den Filar- 
evoluten von 1.219) 

Lässt man eine Ebene ohne Gleitung sich so an einer gewun- 
denen Linie Z entlang bewegen, dass sie immer Schmiegungsebene 
derselben bleibt, so beschreibt jeder Punkt der Ebene eine sogenannte 
Planevolvente von I. Fragt man umgekehrt nach einer Linie, aus 
welcher Z in der beschriebenen Weise abgeleitet werden kann, so 
wird man, wie schon Lancret?®) bemerkte, auf die Polkurve von 1 
geführt. Diese Polkurve wird deswegen auch als die Planevolute von 
! bezeichnet. 

Zwei gewundene Linien werden vielfach parallel genannt, wenn 
sie als Planevolventen ein und derselben dritten Linie angesehen 
werden können. 


V. Anfangsgründe der Flächentheorie. 


34. Fundamentalgrössen der Flächentheorie. Die Lehre von 
den krummen Flächen wird in den aus dem 18. und dem Anfang 
des 19. Jahrhunderts stammenden Arbeiten von Euler, Monge, Dupin, 
Cauchy u. a. fast ausschliesslich auf die Voraussetzung gegründet, 
dass die zu betrachtende Fläche durch eine Gleichung zwischen den 
Koordinaten x, 9, z gegeben sei. Mit Vorliebe wird diese Gleichung 
in der besondern Form z2=f(x,y) angenommen. Die Parameter- 
darstellung (III D 3, Nr. 4 und VI) einer Fläche ist, wenn auch vor- | 
her nicht unbekannt, doch erst in Gebrauch gekommen, nachdem C. 
F. Gauss durch seine 1822 geschriebene Preisarbeit über die winkel- 
treue Abbildung zweier Flächen aufeinander?!) und durch seine 1827 
beendigten Disquisitiones generales circa superficies curvas ??) gezeigt 
hatte, welche Vorteile man von ihr namentlich dann ziehen kann, 
wenn man die Flächen nicht als Grenzen von Körpern, sondern als 
Körper, deren eine Dimension verschwindet, und zugleich als bieg- 
sam, aber nicht als dehnbar betrachtet. Zugleich mit der Parameter- 
darstellung ist die Benutzung einiger im Nachfolgenden zu erklären- 


219) Vgl. @. Monge, ebd. No. VIII, oder €. @. J. Jacobi, J.f. Math. 14 (1835), 
p. 58f. = Ges. Werke 7, Berlin 1891, p. 13f. 

220) a. a. O. p. 417. 

221) Astr. Abh., hrsg. v. Schumacher, Heft 3, 1825 = Werke 4, p. 189. 

222) Comm. Gott. 6 (1828) = Werke 4, p. 217. 

223) Auf eine Reihe weiterer Hülfsgrössen wird man geführt, wenn man 
die möglichen Bewegungen eines rechtwinkligen Dreikants verfolgt, dessen Ecke 
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den Hülfsgrössen ??®) üblich geworden, deren Einführung zur Ab- 
kürzung der Formeln dient und für die in der Litteratur verschiedene 
Bezeichnungen vorkommen. 

Wenn man sich eine Fläche in der Nr. 2, III angegebenen Weise 
dargestellt denkt, so pflegt man als positive Richtung der Normale 
im Punkte (u, v) diejenige anzusehen, deren Richtungscosinus durch 
die Ausdrücke: 

B C 


A y_2 


i=p 1 T 





gegeben werden, wo 7 den positiven Wert von YA? + B?-+ 0? be- 
zeichnet ?**). | 
Bei dieser Festsetzung folgen die Richtung der wachsenden «u, 
die Richtung der wachsenden v und die positive Richtung der Nor- 
malen ebenso aufeinander wie die positiven Koordinatenrichtungen. 
Ferner pflegt man nach dem Vorgang von C. F. Gauss 3) zur 
Abkürzung: 


tutti —=E 9,9, tut, =F tn tV=G 


sich auf der betrachteten Fläche bewegt und von welchem eine Kante beständig 
zur Fläche senkrecht bleibt, während eine zweite Kante mit den Parameterlinien 
der einen Schar einen (als Funktion der Parameter) gegebenen Winkel bildet. 
Ausführliche Darstellungen dieses in den letzten Jahrzehnten des 19. Jahrhunderts 
ausgebildeten kinematisch-geometrischen Untersuchungsverfahrens der Flächen 
geben @. Darboux, Legons sur la theorie gen. des surf. 1, p. 66—73, und 2, p. 347 
—401, und @.Scheffers, Einf. in die Theorie der Flächen, p. 310—321. Auf Grund 
relativer Bewegung solcher zu Kurven auf Flächen gehörigen Darboux’schen 
Dreikante hat A. Schönflies, Gött. Nachr. 1898, p. 71, eine Reihe der grund- 
legenden Formeln der Flächentheorie einfach abgeleitet. Vgl. auch III D 3, Nr.10, 
24 u. 32, sowie IV 3, Nr. 1 u. 21. 

224) Bei imaginären Flächen würde der Fall eintreten können, dass 
4? + B? + C* identisch gleich Null ist. Im Nachfolgenden sollen jedoch alle 
imaginären Flächen von der Betrachtung ausgeschlossen bleiben und ebenso 
auch alle Punkte reeller Flächen, für welche 4?+ B?+ 0? —= 0 ist, einerlei 
ob diese Gleichung in einer vorhandenen Singularität oder lediglich in der ge- 
wählten Darstellungsart ihren Grund hat. Ausnahmefälle wie die eben er- 
wähnten finden sich bei @. Scheffers, Einf. in die Theorie der Flächen, vielfach 
eingehend erörtert. Vgl. insbesondere p. 28f., 113—116, 228f., 243f., 248. 
Im Fall der Darstellung der Fläche durch eine Gleichung F(x,y,2)—=0 wählt 
man als positive Richtung der Normale gewöhnlich diejenige, deren Rich- 
tungscosinus mit F',, F,, F, im Vorzeichen übereinstimmen. Hiermit stimmt 
die von E. Bour, J. &c. polyt. 22, cah. 39 (1862), p. 18, getroffene Festsetzung 
überein, dass die positive Normale von der Fläche aus in denjenigen Raumteil 
hineingehen solle, wo F(x, y, z) positiv ist. 

225) Disquisitiones gen. circa superf. curvas, Comm. Gott. 6 (1828), Art. 10, 
11 = Werke 4, Gött. 1880, p. 233, 235. Vgl. IIID3, Nr.4 u. VI. 
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zu setzen. Für diese Zahlen E, F, @ ist die Bezeichnung Funda- 
mentalgrössen erster Ordnung und für die Zahlen: 


X Qu u I. 7 Zduu BER D, 
po t Yo t ZU = M, 
au, IT AN 


durch R. Hoppe ?”®) die Bezeichnung Fundamentalgrössen zweiter Ord- 
nung gebräuchlich geworden. Dementsprechend heissen die Differen- 
tialformen (II D 3, Nr. 4 und 8): 


ds®—= Edu? +2Fdudv + G dv 


= — — (dedX + dydY + dzedZ) = Ldu? + 2Mdudv + Nav, 


wo ri die (nach Nr. 35 als positiv oder negativ anzusehende) Krüm- 


mung des durch den Punkt (vw, v) gehenden und durch das Ver- 
hältnis dw: dv bestimmten Normalschnittes bedeutet, beziehentlich die 
erste und die zweite Fundamentalform der Fläche. 

Abgesehen von unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung ist 
die erste Fundamentalform gleich dem Quadrat des Abstandes der 
Flächenpunkte (u, v) und (u + du, v+ dv) und die zweite Funda- 
mentalform gleich dem doppelten Abstand des Punktes (u + du, 
v + dv) von der Tangentenebene der Fläche im Punkte (u, v), ver- 
sehen mit dem Vorzeichen + oder —, je nachdem der Punkt (u+ du, 
v + dv) auf der gleichen Seite dieser Tangentenebene liegt wie-die 
positive Normale, oder nicht. 

Sowohl die Fundamentalgrössen erster als die zweiter Ordnung 
bleiben bei einer orthogonalen Transformation der Cartesischen Koordi- 
naten ungeändert. 

Mit Hülfe der sechs Fundamentalgrössen lassen sich die par- 
tiellen Ableitungen erster Ordnung der Richtungscosinus X, Y, Z in 
einfacher Weise durch die partiellen Ableitungen erster Ordnung der 
Funktionen 9, x, d und umgekehrt diese letzteren durch die ersteren 
ausdrücken. Man hat nämlich: 


226) Prinzipien der Flächentheorie, Leipzig 1876 (2. Aufl. 1890 als 2. Teil 
des Lehrbuchs der analyt. Geometrie), p. 6. — Die Einführung der Zahlen L, 
M, N an Stelle der von Gauss benutzten Zahlen: 

D=LT, D Mi, D’=NT 

empfiehlt sich deswegen, weil bei Einführung neuer Parameter an Stelle von « 
und » die Transformationsformeln für L, M, N einfacher werden als die für 
D, D’, D”, vgl. J. Knoblauch, J.f. Math. 103 (1888), p. 27f. Ebendaselbst werden, 
p- 34, vier F'undamentalgrössen dritter Ordnung erklärt. 
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0% FL—-EM 56x 


0X _ _FM-GL 
EG—- Fi  %’ 


du EG-F! 
A) 0X _ _FN—-GM dx a FM—-EN 6x 

ov  EG—-F? duT EE-FE W 
und 

02 _MF—NE 0X |, ME-LF 0X 
ou LN—M?: du LN—M? 9v’ 
(2) 6X  MG—NF 0X | MF—LG 8X 
ov  LN—-M: du T IN -M % 
nebst acht ähnlichen Gleichungen, welche sich aus den vorstehenden 
durch gleichzeitige eyklische Vertauschung der Veränderlichen x, y, 2 
und X, Y, Z ergeben ??”), 

Ferner können, wie schon Gauss 23) bemerkt hat, die partiellen 
Ableitungen zweiter Ordnung einer jeden der drei Koordinaten %,Y, 2 
durch Ausdrücke dargestellt werden, welche die Form homogener 
linearer Funktionen der partiellen Ableitungen erster Ordnung der 
gleichen Koordinate und des zugehörigen Riehtungseosinus der Flächen- 
normale haben, mit Koeffizienten, die bei einer orthogonalen Trans- 
formation der Cartesischen Koordinaten ungeändert bleiben. Man hat 
nämlich: 


0x _GE„-2FF,+FE, 0% | 2EF),—-EE,—FE, ö% 








rZL-X, 








du 7 27T? ut 27% dv 
ae ee 0x EG,— FE, 0x 
u ee ee rer ae 
02 _2GP,—GG,—FG, ö2 , EG,—2FF,+FG, 38 
PU 2T? eo. 27T? mTNX 


nebst sechs ähnlichen Gleichungen, die sich durch gleichzeitige 
cyklische Vertauschung der Veränderlichen %Y%, 2m X, YZ er 
geben. A. Voss?*) hat diese neun Gleichungen die partiellen Diffe- 
rentialgleichungen der Fläche genannt. 

Die sechs Fundamentalgrössen E, F,G, L, M, N sind durch 
die drei folgenden von einander unabhängigen partiellen Differential- 
gleichungen mit einander verbunden: 


* 


227) Die Gleichungen (2) sind zuerst von J. Weingarten, J. f. Math. 59 
(1861), p. 382 f. angegeben worden. Aus ihnen ergeben sich die Gleichungen (1) 
— = Vgl. auch IIID3, Nr. 7. 

228) Disqu. gen. c. sup. curv. art. 11, Vgl. auch R. Hoppe, Prinzipien der 
Flächentheorie, $ 5, sowie IIID 3, Nr.9 u. 20. 

229) A. Voss, Math. Ann. 39 (1891), p. 184. Über die Herleitung dieser 
Gleichungen vgl. R. Hoppe, a. a. O. und G. Scheffers, Einf. in die Theorie der 
Flächen, p. 262—264. 


durch Auflösung in Bezug auf 
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4EG — FY)(LN— MN + 2(EG— P9 (E,— 2F,,+ 6.) 
= E[(F, Br E,) e, zus 7 in GI2F, — G)E,— Er 
=. F(2F,E, a 2F,@, 7 2.0, m 5,0, 4F,F,) = 0, 


KEG— FW (L,— M)— (LE —2MF+NE)E, 
+ (MG — NFJE,+2(NE— MF)F,+ (LF—- ME)G,—0 


Z(EG— FY)(N,— M)— (LE —2MF+NE)G, 
E(NE-- MORE 2LG_ MBEL(ME IP)G=O 


Die erste dieser „Fundamentalgleichungen der Flächentheorie“ findet 
sich in nur wenig anderer Form schon bei (©. F. Gauss ”°) und bringt 
den Satz zum Ausdruck, dass das Krümmungsmass (Nr. 36) der 
Fläche sich allein durch die Fundamentalgrössen E, F, @ und deren 
partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung ausdrücken lässt. 
Gleichungen, welche den beiden andern gleichwertig sind, wurden von 
@. Mainardi?®') und D. Codazzi???) aufgestellt weswegen diese Glei- 
chungen häufig als „Mainardi’sche“ oder „Oodazz’sche Gleichungen“ 
bezeichnet werden. Über die mannigfachen Formen der partiellen 
Differentialgleichungen der Flächen und der Fundamentalgleichungen 
sowie über ihre geometrische und kinematische Bedeutung vgl. 
I1D3, VI. 

Sind umgekehrt ein rechtwinkliges räumliches Koordinatensystem 
und in bestimmter Reihenfolge sechs reellwertige Funktionen E, F\, @, 
L, M, N von zwei reellen Veränderlichen u, v gegeben, welche die 
drei vorstehenden Gleichungen und ausserdem die Bedingungen: 


ee 


befriedigen, so giebt es, wie O. Bonnet?”?) gezeigt hat, immer eine 
bis auf die Lage im Raum eindeutig bestimmte Fläche, die in Bezug 
auf das gegebene Koordinatensystem eine solche Parameterdarstellung: 


<= gp(mv), y=ılıo), 2 = v(m d) 
gestattet, dass die Fundamentalgrössen erster und zweiter Ordnung 
beziehentlich mit den gegebenen Funktionen E, F,..., N überein- 


230) Disquisitiones gen. circa superf. curvas, Comm. Gott. 6 (1828), Art. 11 
— Werke 4, Gött. 1880, p. 236. 

231) Ist. Lomb. Giorn. 9 (1857), p. 394—395. 

232) Ann. di mat. (2) 2 (1868—1869), p. 273f. Glgn. (58) und (59). 

233) J. &c. polyt. 25, cah. 42 (1867), p. 35. Vgl. auch R. Lipschitz, Berl. 
Ber. 1883, p. 541ff.; H. Stahl und V. Kommerell, Grundformeln der Flächen- 
theorie, p. 32—36, und @. Scheffers, Einf. in die Theorie der Flächen, p. 321— 
341, sowie III D 3, Nr. 20. 
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stimmen?®*). Da der von Bonnet herrührende Beweis dieses Satzes 
zugleich einen Weg liefert, auf dem man die Funktionen 9, x, % 
durch Auflösung von Systemen linearer partieller Differentialgleichungen 
erster Ordnung ””°) und Ausführung von Quadraturen finden kann, so 
bietet sich zur Herleitung der Gleichungen einer durch kennzeichnende 
Eigenschaften bestimmten Fläche das folgende allgemeine und systema- 
tische Verfahren ”°®) dar: 

Man lege die Bedeutung der unabhängigen Parameter u, v in 
einer der Natur der Aufgabe angepassten Weise dadurch fest, dass 
man für zwei der sechs Fundamentalgrössen bestimmte Funktionen 
von « und v» annimmt oder auch zwei Gleichungen zwischen den 
Fundamentalgrössen und u, v festsetzt. Sodann drücke man die die 
Fläche kennzeichnende Eigenschaft durch eine dritte Gleichung zwischen 
den Fundamentalgrössen aus, füge zu den erhaltenen Gleichungen die 
Fundamentalgleichungen hinzu, bestimme aus dem so entstehenden 
System von sechs Gleichungen die sechs Fundamentalgrössen und er- 
mittele endlich eine zugehörige Parameterdarstellung der gesuchten 
Fläche auf dem von Bonnet angegebenen Wege. 


35. Sätze von Meusnier und Euler, Hauptkrümmungen 
(II D3, Nr. 1). Durch einen gewöhnlichen Punkt P einer Fläche % 
denke man sich eine Tangente von % gezogen und durch diese zwei 
ebene Schnitte der Fläche gelegt, von denen einer die Normale von % 
in P enthält (Normalschnitt).. Wenn dann den spitzen Winkel 
zwischen den Ebenen der beiden Schnitte und R und R’ beziehlich 
die zu P gehörenden Krümmungsradien des Normalschnittes und des 
schiefen Schnittes von % bedeuten, so besteht — Satz von Meus- 
nier ??’) — die Gleichung: 

R'= Rcosp. 

Hat man bei der in einem gewöhnlichen Punkt P einer Fläche % 

errichteten Normale eine positive und eine negative Richtung unter- 





234) Wählt man statt des ursprünglich gegebenen Koordinatensystems ein 
anderes, dessen Axen im umgekehrten Sinn aufeinander folgen, behält jedoch 
die Funktionen E, F,..., N unverändert bei, so erhält man als zugehörige 
Fläche diejenige, die aus der vorigen durch Spiegelung an einer Ebene her- 
vorgeht. 

235) Diese Auflösung lässt sich auf die nach einander vorzunehmenden 
Integrationen von zwei gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung 
zurückführen. Vgl. @. Scheffers, a. a. ©. p. 322—330. 

236) Vgl. H. Stahl u. V. Kommerell, Grundformeln der Flächentheorie, p. 36. 

237) Memoire sur la courbure des surfaces, Paris M&m. sav. &tr. 10 (1785), 
p- 477 (lu & l’academie le 14 et 21 Feyr. 1776). — Eine Ausdehnung dieses Satzes 
auf singuläre Punkte gab L. Painvin, J. f. Math. 72 (1870), p. 340-344. 
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schieden, so versteht man unter der Krümmung eines durch diese 
Normale gelegten ebenen Schnittes von % in P gewöhnlich diejenige 
positive oder negative Zahl, deren absoluter Wert die Krümmung der 
Schnittlinie im gewöhnlichen Sinne angiebt, und deren Vorzeichen + 
oder — ist, je nachdem die Richtung von P gegen den zugehörigen 
Krümmungsmittelpunkt des Schnittes mit der positiven Richtung der 
Normale übereinstimmt oder nicht. Bei dieser Festsetzung gelten 
ohne Ausnahme die folgenden Sätze und Erklärungen: 

1. Legt man durch die in einem gewöhnlichen Punkt P einer 
Fläche % errichtete Normale ein Ebenenbüschel, so haben die Schnitte, 
welche die Ebenen dieses Büschels mit % bilden, entweder in P alle die 
gleiche Krümmung — und dann heisst P ein Kreis- oder Nabelpunkt 
(III D 3, Nr. 4) oder auch ein Punkt sphärischer Krümmung von $ — 
oder die Krümmung in P erreicht für einen und nur einen der erwähnten 
Schnitte ein Maximum und ebenso für einen und nur einen ein Mi- 
nimum. In diesem letzteren Falle stehen die Ebenen des Schnittes 
grösster und des Schnittes kleinster Krümmung aufeinander senk- 
recht. Die Ebenen dieser Schnitte heissen die Hauptnormalebenen, 
die Schnitte selbst die Hauptschnitte, ihre Tangentenrichtungen in P 
die Hauptkrümmungsrichtungen ?°®), die Krimmungen der Hauptschnitte 
in P die Hauptkrümmungen, deren reziproke Werte die Hauptkrüm- 
mungsradien und die zugehörigen Krümmungsmittelpunkte die Haupt- 
krümmungsmittelpunkte von % in P. Die Gesamtheit der letzteren wird 
als Krümmungsmittelpunktsfläche von % bezeichnet. Für einen Nabel- 
punkt sind die beiden Hauptkriämmungen dem gemeinsamen Wert 
der Krümmung aller durch ihn hindurchgehenden Normalschnitte 
gleich zu setzen. 

2. Sind = und = die Hauptkrümmungen von % in P und r 
die zu P gehörende Krümmung eines durch die Normale von % in 


P gehenden ebenen Schnittes, welcher mit der Ebene des Haupt- 

schnittes von der Krümmung a den Winkel @ bildet, so gilt — Satz 
1 

von Euler”) — die Gleichung: 


1 cos p? sin p* 





E R, R, 


238) Die Tangenten der Hauptschnitte werden zuweilen als Haupttangenten 
von % in P bezeichnet. Eine andere Bedeutung, in der das Wort Haupt- 
tangente ebenfalls gebraucht wird, ist in Nr. 87 angegeben. 

239) L. Euler, Recherches sur la courbure des surfaces, Berlin Hist. 16, 
1760. Über die Veranschaulichung dieses Satzes vgl. @. Scheffers, Einf. in die 
Theorie der Flächen, p. 144—150. 
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3. Sind ferner r und 7 die zu P gehörenden Krümmungen 


irgend zweier durch P gehenden und aufeinander senkrecht stehenden 
Normalschnitte von %, so ist immer): 


1 1 1 1 
ee 
Der Ausdruck I (F 4 =) wird vielfach die mittlere Krümmung %%) 
in 0 


der Fläche in P genannt (II D3, Nr. 5). 

4. Sind r, r' die zu P gehörenden Krümmungsradien zweier 
Normalschnitte von %, welche durch zwei konjugierte Tangenten 
(Nr. 37) von $ in P gehen, und R,, R, wieder die Hauptkrümmungs- 
radien von % in P, so ist”): 


rtr=R-+R.. 

5. Vorausgesetzt, dass die positive Richtung der Normale so 
1 1 
R’R, 
mit den Fundamentalgrössen erster und zweiter Ordnung verbunden 

durch die Gleichungen (II D 3, Nr. 4): 
1 1 EN—-2FM+GL IE Ep  £5 
Do ner ER eng 


wie in Nr. 34 bestimmt wird, sind die Hauptkrümmungen 





Für das Vorhandensein eines Nabelpunktes ist notwendig und hin- 


reichend, dass: 
M N 


I, — 
7 er 3 


sei”). Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so ergeben sich die den 


Hauptschnitten entsprechenden Werte des Verhältnisses m aus der 
Gleichung **): 
(EM— FL)dW + (EN— GL)dudv+(FN— GM) de”? = 0. 


240) Oh. Dupin, Developpements, p. 108. 

241) Nach S. Germain, J. f. Math. 7 (1831), p. 1. Hinsichtlich der Be- 
deutung dieses Ausdrucks herrscht in der Litteratur keine Übereinstimmung, 
indem bald die ganze, bald die halbe Summe der Hauptkrümmuugen als mittlere 
Krümmung bezeichnet wird. Über die physikalische und die geometrische Be- 
deutung der mittleren Krümmung vgl. @. Scheffers, Einf. in die Theorie der Flächen, 
p. 229—235. 

242) Ch. Dupin, Developpements, p. 102. Vgl. IID3, Nr. 8. 

243) Einen bei der Ableitung dieser Bedingung auftretenden, schon von 
Ch. Dupin, Devel. de g&om., p. 129, bemerkten scheinbaren Widerspruch hat 
0. Bonnet, J. de math. (1) 16 (1851), p. 191, aufgeklärt. 

244) Formeln, welche dieser und den vorangehenden Gleichungen bei 
anderen Arten der analytischen Darstellung einer Fläche entsprechen, finden 
sich bei J. Knoblauch, Einf. in d. allg. Theorie d. kr. Fl., p. 44—45 u. p. 84—86. 
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Ist eine Fläche % auf die in Nr. 2, III erwähnte Weise gegeben und 
werden die Hauptkrümmungsradien R,, R, von % in dem zu den 
veränderlichen Parameterwerten «, v gehörenden Flächenpunkte P als 
Funktionen von « und v dargestellt, so kann die Funktionaldetermi- 
nante dieser Funktionen entweder von Null verschieden oder identisch 
gleich Null sein. Im ersten Falle kann man — wenigstens wenn die 
Betrachtung auf ein hinreichend kleines Stück von 75 beschränkt wird — 
auch umgekehrt « und v als Funktionen von R, und R, ansehen, und 
wenn d,s und d,s zwei von P ausgehende, in die zugehörigen Haupt- 
krümmungsrichtungen fallende Linienelemente von 5 bedeuten, so sind 
auch die nach den Hauptkrümmungsrichtungen genommenen Ab- 
leitungen: 

a ne Wahl a 

Bat OR. 
als Funktionen von R, und AR, darstellbar. 

Diejenigen vier Gleichungen, durch welche diese Ableitungen als 
Funktionen von R, und R, dargestellt werden, hat @. Scheffers **°) 
die natürlichen Gleichungen der Fläche genannt. 

Dagegen ist für den zweiten der oben unterschiedenen Fälle, dass 
die erwähnte Funktionaldeterminante identisch gleich Null und daher 
einer der Hauptkrümmungsradien eine Funktion des andern ist”), 
eine entsprechende Erklärung bisher nicht aufgestellt worden. 

Nimmt man auf einer Fläche % in unendlicher Nähe eines gewöhn- 
lichen Punktes A, der kein Nabelpunkt ist, einen zweiten Punkt B 
nach Belieben an, so schneiden sich die zu A und B gehörenden 
Normalen von % im allgemeinen nicht. Ihr kürzester Abstand ist 
vielmehr, wenn der Abstand AB als eine unendlich kleine Grösse 
erster Ordnung angesehen wird, im allgemeinen ebenfalls von der 
ersten Ordnung unendlich klein”), und damit dieser kürzeste Abstand 
von höherer als der ersten Ordnung unendlich klein werde, ist not- 
wendig, aber auch hinreichend, dass der Punkt B dem Punkt A längs 
einer Linie genähert werde, die in A einen der beiden zu A ge- 
hörenden Hauptschnitte von % berührt*®). Bei der Abbildung von % 


245) @. Scheffers, Einf. in die Theorie der Flächen, p. 353. 

246) Näheres nebst Litteraturangaben bei @. Scheffers, a. a. O. p. 354—372. 
Vgl. auch III D 5 (Weingarten’sche Flächen). 

247) Vgl. F. Joachimsthal, J. de math. (1)13 (1848), p. 415f. Wenn A kein 
parabolischer Punkt (Nr. 86) ist, so stimmt die Richtung des erwähnten kürzesten 
Abstandes mit der zu A B konjugierten Richtung (Nr. 37) überein. Vgl. @. Scheffers, 
a. a. OÖ. p. 163. 

248) Vgl. @. Monge, Appl. de l’anal., $ XV, 5. ed., p. 124 ff. 
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durch parallele Normalen auf die Einheitskugel (Nr. 36) werden daher 
diejenigen von A ausgehenden Linienelemente von %, welche in die 
Hauptschnitte fallen, und nur diese durch parallele Linienelemente der 
Kugelfläche dargestellt. 

Genaueren Aufschluss über die gegenseitige Lage der zu den ver- 
schiedenen Punkten eines unendlich kleinen Flächenstücks gehörenden 
Normalen hat J. Bertrand ”®) durch die folgenden Sätze gegeben: 

Wenn man in einem gewöhnlichen Punkte A einer Fläche % die 
Normale AZ errichtet und sodann auf % von A aus zwei zu einander 
senkrechte gleich lange und als unendlich kleine Grössen erster Ord- 
nung anzusehende Linienelemente AB, AC abmisst, so bildet die 
Normale von % in B mit der Ebene ZAB den gleichen Winkel wie 
die Normale von % in CO mit der Ebene ZAC (abgesehen von un- 
endlich kleinen Grössen zweiter oder höherer Ordnung). Und wenn 
dieser Winkel von Null verschieden ist, so liegen die erwähnten Nor- 
malen entweder beide im Innern, oder beide im Äussern des Ebenen- 


winkels BAC. Wem ferner - und = die Hauptkrümmungen von 
1 2 


ö in A bedeuten und « den Winkel bezeichnet, den die Richtung AB 
mit einem der Hauptschnitte von % in A einschliesst, so wird der 
Winkel zwischen der Normale von % in B und der Ebene ZAB 
gegeben durch den absoluten Wert des Ausdrucks: 

a, a = sin (2). 

Zu einer noch anschaulicheren Vorstellung von der Gestalt des un- 
endlich dünnen von einer Flächennormale und den ihr unendlich nahe 
benachbarten Normalen gebildeten Strahlenbündels haben Betrach- 
tungen von Ch. Sturm”"”*) und die umfassenderen Untersuchungen 
von W. R. Hamilton”) und E. E. Kummer ®*) über die geradlinigen 
Strahlensysteme geführt: Man denke sich im Krümmungsmittelpunkt 
eines jeden der beiden durch einen Flächenpunkt A gehenden Haupt- 
schnitte auf der Ebene dieses Hauptschnittes ein Lot errichtet. 
Dann stimmt die Normale der Fläche in einem zu A benachbarten 
Punkt B stets mit derjenigen von B ausgehenden Geraden überein, 
welche die beiden eben erwähnten Lote schneidet???) (abgesehen 


249) J. Bertrand, J. de math. (1) 9 (1844), p. 133. 

249®) Ch. Sturm, Par. C. R. 20 (1845), p. 556—558 u. 1239-1248. Deutsch: 
Ann. Phys. Chem. (3) 65 (1845), p. 116 u. 374. 

250) W. R. Hamilton, Dublin Transactions 16, Part 1 (1830). 

251) E. E. Kummer, J. f. Math. 57 (1860), p. 189, insbesondere p. 221—223 
u. 226—230, 

252) Vgl. auch A. F. Möbius, Leipz. Ber. 14 (1862), p. 14—16 — Ges. 

Encyklop. d. math. Wissensch. IH 3, 7 
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von einem Richtungsunterschiede, welcher im Verhältnis zum Abstand 
AB unendlich klein ist) (III D 3, Nr. 5). 


36. Krümmungsmass einer Fläche (III D3, Nr.7 und VII). 
Nachdem auf einer Fläche 5 ein einfach zusammenhängendes, von 
singulären Punkten freies Stück © abgegrenzt ist, dem ein bestimmter 
von Null verschiedener Inhalt zukommt, sei die positive Richtung der 
Normalen für einen Punkt von © nach Belieben und für alle übrigen 
Punkte dadurch festgelegt, dass einer stetigen Ortsänderung auf © 
auch immer eine stetige Änderung der positiven Normalenrichtung 
entsprechen soll. Hierauf sei jedem Punkte P von © derjenige Punkt 
Q einer Kugel vom Radius Eins zugeordnet, in welchem die nach 
aussen gerichtete Normale der Kugel der positiven Normale von % 
parallel und gleichgerichtet ist (Abbildung durch parallele Normalen 
auf die Einheitskugel). 

Wenn dann erstens die Beziehung zwischen © und dem Bereich 
©’ der Punkte Q eine gegenseitig eindeutige ist, so hat auch © 
einen bestimmten von Null verschiedenen Inhalt, und wenn ein be- 
weglicher Punkt die positive Normale eines Elementes von © längs 
der Randlinie desselben in einem bestimmten Sinne umkreist, so um- 
läuft sein Bildpunkt auf © die nach aussen gerichtete Normale des 
entsprechenden Elementes entweder immer im gleichen oder immer 
im entgegengesetzten Sinne. Man nennt in diesem ersten Falle nach 
©. F. Gauss °) den Inhalt des Bereiches ©’ — versehen mit dem Vor- 
zeichen + oder —, je nachdem die erwähnten Umlaufungsrichtungen 
übereinstimmen oder nicht — die ganze Krümmung (Totalkrümmung) 
von ©. 

Ist zweitens © so beschaffen, dass sein Abbild auf der Kugel 
nicht wieder ein Flächenstück, sondern eine Linie oder ein Punkt ist, so 
sagt man, die ganze Krümmung von © sei gleich Null. 

Besteht endlich drittens © aus mehreren Teilen von solcher Be- 
schaffenheit, dass für jeden von ihnen die Voraussetzung eines der 
vorangehenden Fälle zutrifft, so versteht man unter der'ganzen Krüm- 
mung von © die Summe der ganzen Krümmungen dieser Teile. 

Wenn man um einen gewöhnlichen Punkt P einer Fläche % ein 
Stück dieser letzteren abgrenzt, welches keiner anderen Bedingung 
unterworfen ist, als der, einen bestimmten Inhalt zu haben, und sodann 





Werke 4, p. 586—588, und O. Böklen, Anal. Geom. d. Raumes, p. 16—19. Per- 
spektivische Zeichnungen geben Ch. Sturm, Par. ©. R. 20 (1845), p. 557 und 
@G. Scheffers, Einf. in d. Theorie d. Flächen, p. 172. 

253) Disquis. gen. circa superf. curvas, Art. 6, Comm. Gott. 6 (1828) = 
Werke 4, p. 226f. 
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dieses Stück um P in irgend einer Weise unbegrenzt zusammen- 
zieht, so nähert sich der Quotient, welcher entsteht, wenn man die 
ganze Krümmung des Flächenstücks durch dessen Inhalt dividiert, 
einem von der Art der Zusammenziehung unabhängigen Grenzwert. 
0. F. Gauss, der in diesem Grenzwert zuerst denjenigen Begriff er- 
kannte, welcher bei Flächen dem für Linien schon längst festgestellten 
Begriff der Krümmung entspricht, hat demselben den Namen Krüm- 
mungsmass der Fläche in P gegeben”) und nachgewiesen ?®?), dass 
dieses Krümmungsmass mit dem Produkt der beiden Hauptkrüm- 
mungen von 75 in P übereinstimmt). Zugleich hat Gauss?”) vier 
verschiedene analytische Ausdrücke des Krümmungsmasses angegeben. 

Nach J. Bertrand und V. Puiseux ®®) besteht für das Krümmungs- 


254) Ebd. Art. 6. Vgl. auch Werke 8, p. 381 u. 425. — F. Casorati be- 
zeichnet es, Acta math. 14 (1890/91), p. 95, als einen Übelstand, dass das 
Gauss’sche Krümmungsmass schon dann gleich Null wird, wenn nur eine der 
Hauptkrümmungen verschwindet, und ist der Ansicht, dass es dem Sprach- 
gebrauch mehr entsprechen würde, als Krümmungsmass eine Grösse zu be- 
zeichnen, die nur für die Ebene identisch gleich Null, für jede krumme Fläche 
dagegen im allgemeinen von Null verschieden ist. Demgemäss schlägt er vor, 
neben dem Gauss’schen Krümmungsmass K und der mittleren Krümmung M 
die der gestellten Anforderung entsprechende Grösse: 

Eee. 1 N, a 
een), au 
einzuführen, die auch geometrisch in einfacher Weise erklärt werden kann, und 
nur diese letztere als Krümmungsmass schlechthin zu bezeichnen. M. d’Ocagne 
hat, Cours de g&om. descr. et de g&om. inf. Paris 1896, p. 338, für dieselbe die 
Bezeichnung courbure moyenne quadratique vorgeschlagen. Vgl. auch III D 3, Nr. 34. 

255) Ebd. Art. 8, und Werke 8, p. 426. 

256) Dieser Satz findet sich schon früher in zwei Arbeiten von Olinde 
Rodrigues: Corresp. sur l’&c. polyt. 3 (1815), p. 162, und Paris Bull. Soc. Phil. 
1815, p. 34. 

257) Disquis. gen. eirc. superf. curvas, Art. 7,9,10,11. Den verwickeltsten 
dieser Ausdrücke hat J. Liouville, Par. C. R. 32 (1851), p. 533 — J. de math. (1) 
16 (1851), p. 130, auf die folgende unsymmetrische aber einfachere Form gebracht: 


1 Ed F I: 0.06% F 
Tann Inte) San I} 
. T=-yEG- Fi 


zu setzen ist. Das gleiche Ergebnis hat D. Chelini, Ann. mat. fis. 2 (1851), 
p- 296ff. aus einer Formel von O. Bonnet (J. €c. polyt. 19, cah. 32 (1848), p. 54) 
abgeleitet, deren Wert und Bedeutung neuerdings von J. Knoblauch (Acta math. 
15 (1891), p. 250) hervorgehoben wurde. Ausdrücke des Krümmungsmasses durch 
Determinanten haben R. Baltzer, Leipz. Ber. 18 (1866), p. 1, und @.v. Escherich, 
Arch. Math. Phys. 57 (1875), p. 385, gegeben. 

258) J. Bertrand, J. de math. (1) 13 (1848), p. 80—82; V. Puiseux, ebd. 

78% 
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mass K einer Fläche % in einem gewöhnlichen Punkte P die Glei- 
chung: 
v—I 


s? ’ 





3... 
K= — lm 
n s—=0 


wo I die Länge eines hinreichend kleinen geodätischen Kreises (IIID 3, 
Nr. 36) vom Radius s bedeutet, der auf % um P als Mittelpunkt be- 
schrieben ist, und /’ die Länge eines ebenen Kreises vom Radius s. 
Ähnlich ist nach .Diguet ?°): 
K— "2 lim I 
T s 


s=0 





’ 


wo J den Inhalt des erwähnten geodätischen und J’ den des ent- 
sprechenden ebenen Kreises bezeichnet *®). 

Schneidet man durch eine um P als Mittelpunkt beschriebene 
unendlich kleine Kugel in % eine Linie ein, so nähert sich®®') der 


Quotient 2 wo p die Länge der eben erwähnten Linie und p” die 


unter Beobachtung gewisser Vorzeichenregeln berechnete Länge ihres 
in der oben beschriebenen Weise gebildeten Abbildes auf der Ein- 
heitskugel bedeutet, der mittleren Krümmung (Nr. 35) von 5 in P 
als Grenzwert. 

Man sagt, ein gewöhnlicher Punkt einer Fläche sei ein elliptischer 
oder ein hyperbolischer oder ein parabolischer Punkt, je nachdem das 
Krümmungsmass der Fläche in diesem Punkte positiv, negativ, oder 
gleich Null ist, und nennt die Fläche selbst in jedem elliptischen 
Punkte positiv und in jedem hyperbolischen Punkte negativ gekrümmt. 


37. Konjugierte Tangenten und Indikatrix”®). Es sei i eine 
Tangente einer Fläche % in einem elliptischen oder hyperbolischen 
Punkte P und I eine auf % verlaufende Linie, welche nur der Be- 
dingung unterworfen ist, £ in P zu berühren, aber sonst willkürlich 
gestaltet werden kann. Wenn dann ein beweglicher Punkt P, auf I 
dem Punkte P unbegrenzt genähert wird, so nähert sich die Schnitt- 
linie der Tangentenebenen von % in P und P, einer ‘festen von der 
Gestalt der Linie Z unabhängigen Grenzlage t,, welche ebenfalls 5 in 


p. 87—90. Beide Arbeiten sind, die erste fast, die zweite genau wörtlich, wieder- 
gegeben in @. Monge, Appl. del’anal., 5. &d. von J. Liowville, Note IV, p.583—588. 

259) Diguet, J. de math. (1) 13 (1848), p. 83. 

260) Noch andere Arten der Erklärung des Krümmungsmasses oder seiner 
analytischen Darstellung erwähnen E. Beltrami, Giorn. di mat. 3 (1865), p. 234, 
und A. Voss, Math. Ann. 39 (1891), p. 186; Münch. Ber. 22 (1892), p. 249—251. 
Über Erweiterungen des Begriffs vgl. IB2, Nr. 21; III D 3, Nr. 8. 

261) Nach R. Sturm, Math. Ann. 21 (1883), p. 379. 

262) Vgl. auch III D 3, Nr. 8. 


837. Konjugierte Tangenten und Indikatrix. 101 


P berührt. Und wenn man aus der Tangente {, in der gleichen 
Weise eine neue Tangente ableitet, so kommt man wieder zu der 
Tangente ? zurück. 

Je zwei Tangenten einer Fläche, welche in der eben geschilderten 
gegenseitigen Beziehung zu einander stehen, heissen?®?) konjugierte 
Tangenten der Fläche. 

Wird einem, keinen parabolischen Punkt enthaltenden Flächen- 
stück % längs einer Linie eine abwickelbare Fläche umschrieben, so 
sind die Tangente an die Berührungslinie und die durch den Berüh- 
rungspunkt gehende Erzeugende der abwickelbaren Fläche konjugierte 
Tangenten von %. Insbesondere sind, wenn eine Fläche durch ein 
Strahlenbündel beleuchtet wird, der berührende Lichtstrahl und die 
Tangente an die Schattengrenze konjugiert ?*%). 

Sind bei Anwendung der in Nr. 2, III angegebenen Darstellungs- 


art einer Fläche . und 7 die beiden Werte des Verhältnisses a 
v, dv, dv’ 


welche zwei konjugierten Tangentenrichtungen entsprechen, so besteht 


die Gleichung (III D 3, Nr. 4): 
Ldu, du, + M (du, dv, + dwdv,) + Ndv,d, =, 


wo L, M, N die Fundamentalgrössen zweiter Ordnung der Fläche in 
dem betrachteten Punkte bedeuten. 

Ist P ein parabolischer Punkt einer Fläche % und it eine Tangente 
von % in P, so kann es zunächst vorkommen, dass sich auf %% eine 
t in P berührende Linie / finden lässt, längs deren die Tangenten- 
ebene von % dauernd mit der Tangentenebene von 75 in P überein- 
stimmt, sodass von einer Schnittlinie der Tangentenebenen in P und 
einem auf / liegenden ‚Nachbarpunkte überhaupt nicht mehr die Rede 
sein kann. Ferner ist es möglich, dass man auf 5 mehrere ver- 
schiedene £ in P berührende Linien /,, l,,... von solcher Beschaffen- 
heit ziehen kann, dass die Schnittlinie der Tangentenebenen von % 
in P und einem Nachbarpunkte @ sich verschiedenen Grenzlagen nähert, 
je nachdem der Punkt © längs /,, oder l,, oder... an P herangerückt 
wird, dass also für jene Schnittlinie keine bestimmte Grenzlage vor- 
handen ist, die durch die Richtung von 3 allein bestimmt wäre. 

Immerhin lässt sich der Begriff der konjugierten Tangenten 
wenigstens noch für den Fall aufrecht erhalten, dass von den beiden 
Hauptkrümmungen von % in P nur eine gleich Null ist. Ist nämlich 
in diesem Fall i#, die den Hauptschnitt von der Krümmung Null be- 


263) Nach Ch. Dupin, Devel. de g&om., p. 41—46 u. p. 91. 
264) Ebd. p. 44. 
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rührende und # irgend eine andere Tangente von % in P, so wird 
durch die vorher erwähnte Konstruktion der Tangente i immer die 
Tangente ti, zugeordnet, und man kann mit Ch. Dupin ?®) sagen, dass 
alle Tangenten von 5% in P der einen Tangente Z, konjugiert seien. 

Die Gesamtheit aller Paare konjugierter Tangenten einer Fläche % 
in einem elliptischen (hyperbolischen) Punkte P stimmt überein mit 
der Gesamtheit aller Paare konjugierter Durchmesser (III © 1) einer be- 
stimmten Schar ähnlicher und ähnlich gelegener, in der Tangentenebene 
von % enthaltener Ellipsen (Paare von konjugierten Hyperbeln), welche 
sämtlich den Punkt P zum Mittelpunkt und die Tangenten an die 
Hauptschnitte von 5 in P zu Axen haben. Jedes einzelne Individuum 
dieser Schar von Ellipsen (Paaren konjugierter Hyperbeln) kann da- 
durch erzeugt werden, dass man auf jeder Tangente von % in P von 
P aus nach beiden Seiten hin eine Länge abträgt, welche der Quadrat- 
wurzel aus dem (stets positiv zu nehmenden) zu P gehörenden Krüm- 
mungsradius des durch die betreffende Tangente gehenden Normal- 
schnittes von % proportional ist?®). Nach Ch. Dupin ?”) heisst jede 
Ellipse oder Hyperbel, welche der in dieser Weise einem Punkt P 
einer Fläche % zugeordneten Schar angehört, eine Indikatrix von 5 in P. 

Ist P ein elliptischer (hyperbolischer) Punkt einer Fläche %, so 
giebt es immer ein und nur ein elliptisches (hyperbolisches) Para- 
boloid (III C 4), dessen Scheitel mit P zusammenfällt, und welches 
in P mit % eine Berührung zweiter oder höherer Ordnung hat. 

Wird irgend ein ebener Schnitt dieses Paraboloides, dessen Ebene 
zur Tangentenebene von % in P parallel ist, orthogonal auf diese 
letztere projiziert, so entsteht immer eine Indikatrix von % in P, und 
umgekehrt kann jede solche Indikatrix in der beschriebenen Weise 
aus einem Schnitt des Paraboloides abgeleitet werden. 

Da die Schnitte, welche eine der Tangentenebene von % in P 
unendlich nahe % schneidende Parallelebene mit % und dem er- 
wähnten Paraboloid bildet, in unendlich kleinem Abstande von P 
nur um Grössen von einander /abweichen, die gegen jenen Abstand 
verschwinden, so kann man bei Vernachlässigung solcher Grössen sagen: 
Die Schnittlinie von % mit einer Ebene der angegebenen Art ist — ab- 
gesehen von einer unendlich kleinen Parallelverschiebung in der Rich- 
tung der zu P gehörenden Flächennormale — eine Indikatrix von % in P. 

Ist P ein parabolischer Punkt einer Fläche %, in welchem jedoch 
nur einer der Hauptschnitte von % die Krümmung Null hat, so tritt 
an die Stelle des Paraboloides derjenige parabolische Cylinder, welcher 


265) Ebd. p.133. 266) Ebd. p.55. 267) Ebd. p.48. Vgl. auch p. 145—147. 
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mit % in P eine Berührung zweiter oder höherer Ordnung und dessen 
durch P gehender Querschnitt in P seinen Scheitel hat. Und an die 
Stelle der erwähnten Schar von Ellipsen, bezw. konjugierten Hyperbeln 
tritt die Schar derjenigen in der Tangentenebene von % in P ge- 
legenen Paare von parallelen Geraden, welche zu der den Haupt- 
schnitt von der Krümmung Null berührenden Tangente von % in P 
parallel sind und dieselbe zur Mittellinie haben. 

Diejenigen beiden Tangenten einer Fläche % in einem hyper- 
bolischen Punkte P, welche Asymptoten einer (und damit auch jeder 
anderen) Indikatrix von % in P sind, heissen Haupttangenten ?°®) oder 
Wende- oder Inflexionstangenten und die durch sie bestimmten Rich- 
tungen die asymptotischen Richtungen von 3 in P. — Jede Wende- 
tangente einer Fläche ist sich selbst konjugiert. Bei der Abbildung 
einer Fläche 5% durch parallele Normalen auf die Einheitskugel ent- 
spricht jedem in eine Wendetangente fallenden Linienelement von % 
ein dazu senkrechtes Linienelement auf der Kugelfläche, und um- 
gekehrt fällt die Richtung eines Linienelementes von % mit einer 
Wendetangente zusammen, sobald das sphärische Abbild des Elementes 
auf diesem senkrecht steht. 

Bei Anwendung der in Nr. 2, III angegebenen Darstellungsart 
einer Fläche werden die den Wendetangenten entsprechenden Werte 


des Verhältnisses = durch die Gleichung: 


LduW® +2Mdudv+ Nd” —=0 


bestimmt, wo ZL, M, N die Fundamentalgrössen zweiter Ordnung der 
Fläche in dem betrachteten Punkte bedeuten. 


38. Geometrische Bedeutung der Ableitungen dritter Ordnung 
der Koordinaten in der Flächentheorie. Wie schon A. Transon ?*°) 
bemerkt hat, giebt es unter den Normalschnitten einer Fläche % in 
einem gewöhnlichen Punkt P im allgemeinen entweder drei oder nur 
einen einzigen, der mit seinem Krümmungskreis in P eine Berührung 
dritter oder höherer Ordnung eingeht”). Für das Eintreten des einen 


268) Nach A. Olebsch, J. f. Math. 67 (1867), p. 9. Eine andere Bedeutung 
des Wortes Haupttangente ist in Fussn. 238 angegeben. 

269) J. de math. (1) 6 (1841), p. 199. 

270) Zu dem gleichen Ergebnis ist J. Maillard de la Gournerie, J. de math. (1) 
20 (1855), p. 150, gelangt. — Diejenige Gleichung, durch welche bei Anwendung 
der in Nr. 2, III angegebenen Darstellungsart einer Fläche die jenen Normal- 
schnitten entsprechenden Werte des Verhältnisses = bestimmt werden, hat 
J. Knoblauch, J. f. Math. 103 (1888), p. 32—34, und Einl. in d. Theorie d., kr. Fl., 
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oder des anderen Falles, sowie die Lage derjenigen Normalschnitte, 
welchen die erwähnte Eigenschaft zukommt, sind neben den Werten 
der Ableitungen erster und zweiter Ordnung der Koordinaten auch 
die der Ableitungen dritter Ordnung bestimmend. Gerade hierin be- 
steht ein Teil der geometrischen Bedeutung, welche diesen Ableitungen 
dritter Ordnung zukommt ?”!). 


p- 92—94, aufgestellt. Formeln zur Berechnung der Winkel zwischen den Tan- 
genten der fraglichen Normalschnitte und der Tangente an eine Krümmungs- 
linie gab v. Lilienthal, J. f. Math. 104 (1889), p. 343—344. Hinsichtlich der 
schiefen von ihrem Krümmungskreis hyperoskulierten Schnitte siehe IITD 3, Nr. 13. 

271) Andere Aufgaben, deren Lösungen erst durch die Ableitungen dritter 
Ordnung bestimmt werden, behandelt A. Mannheim, Par. C. R. 80 (1875), p. 541 
u. p. 619. 


Nachtrag. 


p- 2 unter „Lehrbücher“ füge hinzu: 
L. Aoust, Analyse infinitesimale des courbes tracdes sur une surface 
quelconque, Paris 1869. 
L. Aoust, Analyse infinitesimale des courbes planes, Paris 1873. 
L. Aoust, Analyse infinit6simale des courbes dans l’espace, Paris 1876. 
H. Resal, Exposition de la theorie des surfaces, Paris 1891. 


p. 87 zu Fussn. 214 füge hinzu: 
Vgl. auch H. Molins, J. de math. (2) 19 (1874), p. 425. 
p- 89, Ende von Fussn. 223. Zwischen Nr. 24 und 32 schalte noch ein: 28. 
p. 91, Ende von Fussn. 228, und 
p. 92, Ende von Fussn. 233. Statt Nr. 20 lies: Nr. 22. 
p. 92, 2.15 v. o. statt VI lies: Nr. 21—27. 


(Abgeschlossen im Mai 1902.) 
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Bemerkung. Auf die im folgenden häufiger angeführten Werke: 

G. Darboux, Legons sur la theorie generale des surfaces et les applications 
geome6triques du calcul infinitesimal, Paris Bd. 1, 1887; Bd. 2, 1889; Bd. 3, 
1894; Bd. 4, 1896. 

L. Bianchi, Vorlesungen über Differentialgeometrie. Deutsch von M. Lukat, 
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Weitere Litteratur s. unter IIID1, 2. 
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I. Methoden von Euler und Monge. Krümmungslinien, Haupt- 
tangentenkurven, konjugierte Linien. 


1. Methode von Euler (vgl. IID1,2, Nr.35). Den Ausgangs- 
punkt unserer Betrachtung der auf einer Fläche gezogenen Kurven 
möge die in der Hist. de l’Acad. de Berlin 16, 1767 (annde 1760) 
p. 119 erschienene Arbeit von Leonh. Euler, „Recherches sur la cour- 
bure des surfaces“ bilden, obgleich eine geschichtliche Anordnung 
mit der Lehre von den kürzesten Linien auf einer Fläche beginnen 
müsste. Euler sucht sich von der Krümmung einer Fläche in der 
Umgebung eines regulären Punktes (P) dadurch ein Bild zu machen, 
dass er die zu (P) gehörenden Krümmungshalbmesser der durch (P) 
gehenden Normalschnitte der Fläche bestimmt. Die Berechnung des 
grössten und kleinsten Wertes jener Krümmungsradien führt ihn zu 
dem Satz, dass beide Werte zu solchen Radien gehören, die in zu ein- 
ander senkrechten Normalschnitten liegen. Nennt man den grössten 
Krümmungshalbmesser R,, den kleinsten R,, so findet Euler für einen 
beliebigen Krümmungsradius o die Gleichung: 

= 2R,R, 
PERFR-R—R)co2gp’ 
wo @ den Winkel bedeutet, den der o liefernde Normalschnitt mit 
dem R, liefernden bildet. Diese Gleichung führt ihn zu einer ein- 
fachen Konstruktion von e, indem er sie als die Polargleichung eines 
Kegelschnitts (II © 1) betrachtet!). Ch. Dupin?) gab jener Gleichung 
die Form: 





1 __cos’p sin? p 
BE R, 





und folgerte, dass, wenn og und o’ zwei Krümmungshalbmesser von 
zu einander senkrechten Normalschnitten sind, man hat: 


1 1 1 al 
a an 
eine Bemerkung, die von J. Babinet?) dahin erweitert wurde, dass: 
127 1 1 1 et E 
etrtete) ste) 
falls 0, 0',.. 0” die Krümmungsradien sind, welche zu m Normal- 
schnitten gehören, die miteinander gleiche Winkel bilden. Ist P, der 


1) Ch. Dupin, Developpements de geom6trie, Paris 1813, p. 40. 

2) Developp., p. 109. Vgl. die Konstruktion von e bei Genty, Nouv. Ann. 
(3) 6 (1887) p. 24. | 

3) Par. C. R. 25 (1847), p. 441. Vgl. A. Cauchy daselbst 26 (1848), p. 494 
und M. Chasles, p. 531. 
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Krümmungsmittelpunkt ds u g=— = gehörenden Normalschnittes, 


sind ferner P, und P, die Krtninimgemittelpuhte irgend zweier zu 
dem fraglichen Normalschnitt symmetrisch gelegener Normalschnitte, 
so sind PP, und P,P, harmonische Punktepaare®). 

Die dessen R, und R, sollen fortan die „Hauptkrümmungshalb- 
messer“ der Fläche für den Punkt (P) genannt werden, die zugehörigen 
Normalschnitte „Hauptnormalschnitte“. Je nachdem das Produkt R,R, 
positiv oder negativ ist, heisst die Fläche im Punkte (P) „positiv“ 
oder „negativ“ gekrümmt. Für den Fall negativer Krümmung führt 
der Euler’sche Satz auf zwei weitere ausgezeichnete Normalschnitte, 
nämlich auf die, welche in (P) die Krümmung Null besitzen. Diese 
beiden Schnitte liegen symmetrisch zu den beiden Hauptnormalschnitten 
R,+R, 
Ren 
ist. Die in den fraglichen Schnitten liegenden Tangenten werden 
„Haupttangenten“ genannt (III D 1,2, p. 94). Man kommt auf sie auch 
durch die Frage, wann eine Fläche ganz auf einer Seite der Tangential- 
ebene liegt oder von letzterer geschnitten wird?). Denkt man sich in 
allen Punkten eines Flächenteils die in den Hauptnormalschnitten 
liegenden Flächentangenten, so bilden sie gleichzeitig die Tangenten 
zweier sich senkrecht kreuzender Scharen von Flächenkurven, die man 
„Krümmungslinien“ nennt. Ebenso sind die Haupttangenten zugleich 
die Tangenten zweier Kurvenscharen, die man „Haupttangentenkurven“ 
oder „Asymptotenlinien“ nennt. 

Die Euler’sche Untersuchung der Krümmung einer Fläche mit 
Hülfe von Normalschnitten wird vervollständigt durch den Meusnier- 
schen Satz‘): Ein beliebiger Normalschnitt möge die Flächentangente 


und bilden unter sich einen Winkel, dessen Kosinus gleich 


(T) und die Krümmung 7 liefern. Legt man durch (7) einen zweiten 


Schnitt, der mit der Terre: der Fläche den nn Null ver- 
schiedenen Winkel % bilde, so wird seine Krümmung 77 ; bestimmt 


durch die Gleichung: 
sin : 


eE 





2 
e 
Es ist also e’ die senkrechte Projektion von g auf die Ebene des 


4) O. Böklen, Analytische Geometrie des Raumes, Stuttgart, 1. Aufl. 1861, 
2. Aufl. 1884, p. 20. 

5) F. Joachimsthal, Anwendung der Diff.- und Int.-Rechnuag auf die allgem. 
Theorie der Flächen ete., 3. Aufl. hrsg. von L. Natani, Leipzig 1890, p. 57. 

6) Ch. Meusnier, Paris, Mm. sav. [6tr.] 10 (1785) [lu 1776], p. 477. Modelle 
von M. Schilling, Halle a/S., Nr. 264—266, Nr. 76. 
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zweiten Schnittes.. Der hier auszuschliessende Fall y=0 wird 
später in Nr. 36 behandelt. 

Aus dem Meusnier’schen Satz folgt unmittelbar eine Bemerkung 
von P. Hachette°®). Trägt man auf den Normalen aller Schnitte, 
welche durch dieselbe in (P) berührende Flächentangente gehen, von (P) 
aus den Wert der Krümmung des betreffenden Schnittes auf, so liegen 
die Endpunkte der aufgetragenen Strecken — centres inverses de 
courbure — auf einer die Flächennormale schneidenden und zu der 
Ebene des durch die fragliche Tangente gelegten Normalschnitts senk- 
rechten Geraden. Zu jedem Normalschnitt gehört so eine derartige 
Gerade und die Gesamtheit dieser Geraden bildet ein Cylindroid (IV 2, 
Nr.16)°®). Auf ein anderes Cylindroid führt die folgende Betrach- 
tung. Unterwirft man die Krümmungskreise der durch den Punkt (P) 
gehenden Normalschnitte einer solchen Transformation mittelst rezi- 
proker radii vectores (III A 7), deren Pol im Punkte (P) liegt, so 
gehen die Kreise in Gerade über, die auf der Flächennormale senk- 
recht sind und ein Cylindroid bilden ®°). 

Edm. Laguerre”) bemerkte hinsichtlich der durch dieselbe Flächen- 
tangente gehenden Schnitte, dass, wenn man in jedem derselben die 
im Berührungspunkt der Tangente hyperoskulierende Parabel kon- 
a die Brennpunkte dieser Parabeln auf einem Kreise liegen. 


. Methode von Monge. @. Monge?) gelangt zur Gleichung der 
on und Krümmungslinien auf wesentlich andere 
Weise wie Euler. Er zeigt, dass eine Flächennormale von zwei un- 
endlich benachbarten Normalen geschnitten wird, d.h. der kürzeste Ab- 
stand der Normale von den fraglichen benachbarten Normalen ist von 
höherer als der ersten Ordnung unendlich klein. Die fraglichen Schnitt- 
punkte sind die von (P) verschiedenen Endpunkte von R, und R,, 
während die Fortschreitungsrichtungen, in denen man zu den frag- 
lichen beiden Nachbarnormalen gelangt, in den Hauptnormalschnitten 
liegen. 

Nimmt man die Gleichung der Fläche in der Form z2=f(«,y) und 
2 2 2 
setzt wie üblich: p = = = v5, re =, 


so wird die Gleichung der Hauptkrümmungsradien: 





6°) G. Scheffers, Einführung in die Theorie der Flächen, Leipzig 1902, p. 106. 

6’) @. Scheffers 1. ec. p. 148. 

6°) Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes, 2. Teil, 3. Aufl. 
Leipzig 1880, p. 560; @. Scheffers, Leipz. Ber. 1901, p. 1. 

7) Nouv. Annal. (2) 7 (1868), p. 137. 

8) Application d’Anal., 5. Aufl., hrsg. v. J. Liowville, Paris 1850, $ 15. 
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er — a) +YI+P+LlA+Pr—2ps+Ad+pdNe 
uUrerermun) 

während die Gleichung der Krümmungslinien die Gestalt hat: 

dp (dy + qdz) = dq(dx + pdz)."°) 
Von dieser Gleichung ausgehend kam O0. Rodrigues '') zu dem Satze: 
„Bezeichnet man die Richtungskosinus der Flächennormalen mit X, Y, Z, 
so ist längs einer Krümmungslinie: 

de= —odX, dy=—odY, de=—odZ, 

wo o den zu der betreffenden Krümmungslinie gehörenden Haupt- 
krümmungshalbmesser bedeutet.“ 


3. Konjugierte Tangenten und Linien. (Vgl. IID 1,2, Nr. 3%.) 
Zu weiterer Fruchtbarmachung des Euler’schen Satzes gelangte Dupin 
durch die Ausgestaltung des Begriffs konjugierte Tangenten. Längs 
einer Flächenkurve werden die Tangentialebenen der Fläche von einer 
abwickelbaren Fläche (III D 5, Nr.3) eingehüllt. Zu einem Punkte (P) 
der Kurve gehört so die Tangente (7) der Kurve und eine zweite Flächen- 
tangente (7”), die zugleich Erzeugende jener abwickelbaren Fläche ist. 
(T’) heisst konjugiert zu (7). Man findet leicht, dass auch (7) zu 
(7) konjugiert ist, weshalb man von konjugierten Tangenten spricht. 
Mit Hilfe dieser Definition erhält Dupin, wenn die Tangente (7) durch 


den Wert der Ableitung u festgelegt ist, als Gleichung der Pro- 


jektion von (7) auf die xy-Ebene die folgende'?): 
rdz + sdy 





n—Y x: 
E— x en sdicttdy 0. 
Den sämtlichen Werten des Verhältnisses - entsprechen die sämt- 


lichen durch (P) gehenden Flächentangenten (7); die zugehörigen 
konjugierten Tangenten fallen in eine zusammen oder bilden ein 
Büschel, je nachdem rt — s? gleich Null oder von Null verschieden 
ist. Wir schliessen den ersten Fall aus und denken uns einen Punkt 
(P”), der sich so in der Tangentialebene bewegt, dass seine Bewegungs- 
richtung beständig der konjugierten Tangente des radius vecetor (PP’) 
parallel ist. Man findet als Gleichung der Projektion des Ortes von 
(P’) auf die xy-Ebene: 
EBEN Ham C, 


wo ( eine willkürliche Konstante bedeutet. 


9) Monge a. a. O. $ 15, Nr. 3. 10) Monge a. a. O. $ 15, Nr. 4. 
11) Corr&spondance sur l’&c. polyt. 3 (1816), p. 162. 
12) Developp., p. 98. 
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Dupin nennt, ohne den Wert der Konstanten © besonders zu 
bestimmen, die für den Ort von (P”) gefundene Kurve die Indikatrix 
der Fläche für den Punkt (P). Sie ist eine Ellipse, wenn R,R,>0, 
eine Hyperbel, wenn R, R,< 0. Der Mittelpunkt der Indikatrix fällt 
mit (P) zusammen, ihre Hauptaxen liegen in den Hauptnormalschnitten 
und konjugierte Durchmesser liegen in konjugierten Flächentangenten. 
Ist die Indikatrix eine Hyperbel, so fallen ihre Asymptoten mit den 
Haupttangenten der Fläche zusammen, die letzteren berühren die 
Fläche in der zweiten Ordnung’). Weiter zeigt Dupin folgende 
Sätze: 

1) Sind oe und eo’ die Krümmungshalbmesser zweier Normal- 
schnitte, die aus der Tangentialebene konjugierte Tangenten aus- 


schneiden, so ist: 
e+re=RK+tR.”) 


2) Die Krümmungsradien der Normalschnitte besitzen Längen, 
die proportional sind den Quadraten der in diesen Schnitten liegenden 
Durchmesser der Indikatrix®°). 

3) Ist die Indikatrix eine Ellipse, so giebt es in dem Haupt- 
normalschnitt mit der kleinsten Krümmung zwei vom betrachteten 
Flächenpunkt ausgehende und zur Flächennormale symmetrisch ge- 
legene Gerade derart, dass jedes Paar zu einander senkrechter und 
durch eine der beiden Geraden hindurchgehender Ebenen aus der 
Tangentialebene konjugierte Tangenten ausschneidet'!®). Man erkennt 
leicht, dass diese Geraden die Asymptoten der zur Indikatrix ge- 
hörenden Fokalhyperbel (III C 4) sind. 

4) Nennt man zwei einfach unendliche auf der Fläche gelegene 
Kurvenscharen „konjugiert“, wenn jede Einzelkurve der einen Schar 
von jeder Einzelkurve der anderen so geschnitten wird, dass im 
Schnittpunkt die betreffenden beiden Kurventangenten konjugiert sind, 
so bilden die Krümmungslinien das einzige konjugierte Kurvensystem, 
in dem jede Kurve der einen Schar von jeder der anderen recht- 
winklig geschnitten wird!”), während die Haupttangentenkurven sich 
selbst konjugiert sind. 


4. Allgemeine Parameter (III D 1,2, Nr. 34). Die bis jetzt er- 
wähnten Untersuchungen sind unter der Annahme durchgeführt, dass 
die Fläche durch eine Gleichung von der Form z2= f(x, y) festgelegt 





13) Dev., p. 52. 14) Dev., p. 102. 

15) Dev., p. 151. Einen ähnlichen Satz zeigte A. Mannheim, Par. soc. 
math. Bull. 22 (1894), p. 219. 

16) Dev., p. 54. 17) Dev., p. 9. 
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sei. Geometrisch bedeutet diese Annahme eine solche Abbildungsart 
der Fläche auf eine Ebene (E), bei welcher das Bild eines Punktes 
(P) durch senkrechte Projektion von (P) auf (E) erhalten wird. 
©. F. Gauss legte seinen Untersuchungen?) diejenige Bestimmungsart 
einer Fläche zu Grunde, welche die rechtwinkligen Koordinaten x, %, z 
durch Funktionen zweier Parameter u und v gegeben denkt. Betrachtet 
man « und v als die Koordinaten der Punkte einer Bildebene, so 
bleibt hier die Abbildungsart ganz willkürlich. Bei der fraglichen 
Bestimmungsart findet man unter Benutzung der Abkürzungen: 


E=-2 > zu nn . G -> (2); 
um > 2 . oyu, N= IX 54 dv: 


— falls wie früher die Richtungskosinus der Flächennormalen mit 
X, Y, Z bezeichnet werden — als Gleichung der Hauptkrümmungs- 
radien: 


(a) (LN— M’)®— (GL—2FM+EN).+EG — F=0, 
und als Gleichung der Krümmungslinien: 
(b) (EM— FL)dW+ (EN— GL)dudv+(FN— GM) d’= 
während der Krümmungsradius des durch die Tangentialrichtung 
(dx, dy, dz) bestimmten Normalschnittes durch die Gleichung: 

1 ZdxdX Ldu?+2Mdudv + Ndv? 


0 Tram Edu+ 2Fdudo + Gav! 


geliefert wird. Hinsichtlich der Gleichung (a) gelten folgende Sätze: 

1) Verschwindet der Koeffizient von g° für jedes Wertsystem 
u, v, so ist die betreffende Fläche die Einhüllende einer Ebenen- 
schar, also eine abwickelbare Fläche'”) (III D5, Nr.3). Die Erzeugen- 
den einer solchen bilden sowohl das einzige vorhandene System der 








Haupttangentenkurven als eine Schar von Krümmungslinien. Die andere 
Schar der Krümmungslinien wird von den rechtwinkligen Durch- 
dringungskurven der Erzeugenden gebildet. Für den zu ihnen ge- 
hörenden Hauptkrümmungshalbmesser R, giebt es einen einfachen 
Ausdruck®). Die durch den Flächenpunkt (P) gehende Erzeugende 


18) Disquisitiones generales circa superficies curvas 1827. Comm. Gott. 6 
(1828) — Werke 4 (1873), p. 217. Deutsch herausgegeben in Ostwald’s Klassikern 
Nr. 5 von A. Wangerin 1889. 

19) @. Monge, Appl., Fussn. 8), p. 591; F. Joachimsthal, Anwend. der Dift.- 
u. Integralrechn. auf die allgem. Theorie der Flächen und der Linien doppelter 
Krümmung, 3. Aufl. bearbeitet von L. Natani, Leipzig 1890, p. 254. 

20) A. Enneper, Zeitschr. Math. Phys. 18 (1873), p. 616; E. Picard, Traite 
d’Anal. 1, Paris 1891, p. 393. 
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treffe die Gratlinie (Rückkehrkante) der abwickelbaren Fläche im 
Punkte (P,). Ist I die Entfernung der Punkte P, P,, und o der 
Radius der ersten, r der der zweiten Krümmung der Gratlinie im 


Punkte (P,) (HI D 1,2, Nr.29, 30), so hat man: 
Re 
Y 


2) Ist eine Wurzel der Gleichung konstant, die andere nicht, so 
ist die Fläche die Einhüllende einer Schar von Kugeln mit demselben 
Durchmesser, deren Mittelpunkte auf einer Kurve liegen, also eine 
Kanalfläche (III D5, Nr.4). Sind beide Wurzeln der Gleichung konstant 
oder beständig einander gleich, so besitzen sie stets ein und denselben 
festen Wert. Die Fläche ist alsdann eine Kugel"). 

3) Die Wurzeln der Gleichung sind stets reell??). 

4) Als Bedingung für die Gleichheit der Wurzeln findet man: 

mr ma 

Di N 
Eine Fläche besitzt daher im allgemeinen nur vereinzelte Punkte, für 
die die beiden Hauptkrümmungsradien einander gleich sind. Man 
nennt sie Nabelpunkte, oder Kreispunkte (IILD 1,2, Nr. 35), weil die 
zugehörige Indikatrix ein Kreis ist. Füllen sie eine Linie aus, so heisst 
letztere „Kreispunktlinie“. @. Darboux zeigte??®), dass ein gewöhn- 
licher Flächenpunkt ein Kreispunkt ist, wenn durch ihn mehr wie 
zehn Kreise gehen, die in ihm fünf zusammenfallende Punkte mit 
der Fläche gemein een 


5) Das Produkt „—- lässt sich durch die Grössen E, F, G und 


deren erste und mr: een ausdrücken”) (III D 1, 2, Nr. 36). 
Hinsichtlich der Gleichung (b) gelten folgende Sätze: 
1) Verschwinden ihre Koeffizienten identisch, so ist die betrachtete 
Fläche eine Kugel oder eine Ebene. 


2) Die Gleichung liefert zwei reelle Werte für das Verhältnis = 


3) Für die Kreispunkte einer Fläche wird die Gleichung illusorisch. 
Das Verhalten der Krümmungslinien in der Umgebung eines Kreis- 
punktes ist Gegenstand zahlreicher Arbeiten geworden. Dupin **) bildet, 
wenn A=0 die der u. ist, der Reihe nach 


N n A dv Bdv 

die Gleichungen B= = —n = 7,0, 0= = +5 ae: > da I ete, 

21) J. Bertrand, J. de math. (1) 13 (1848), p. 73; O. Bonnet ib. (2) 5 (1860), 
p-192; R. Lipschitz, Berlin, Ber. 1882, p. 186; A. Enneper, Zeitschr. Math. Phys. 
9 (1864), p. 101. 22) „Anoblauch“, p. 32. 

222) Bull. math. astr. (2) 4 (1880), p. 380. 

23) Gauss, Disquis. $ 11. 24) Dev. p. 160 ff. 

Encyklop. d. math, Wissensch. III 3. 8 
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und betrachtet die erste, nicht identisch erfüllte dieser Gleichungen 
als Gleichung der Krümmungslinien im fraglichen Kreispunkt. Diese 
Gleichungen nehmen eine einfache Form an, wenn man den Kreis- 
punkt zum Anfangspunkt eines Koordinatensystems nimmt, dessen 
2-Achse die Normale der Fläche im Kreispunkt ist, während z nach 
Potenzen von x und y entwickelt wird. Bezeichnet man die Werte 


A \ 0°2 0°z 0°2 0°2 
der dritten Ableitungen da3 Imrdy’ Dadyt? Zyp AD der betrachteten 


Stelle mit «, ß, y, d, so wird die Beziehung 5 —= 0 gleichlautend mit 
der nn 
d dy\d 
rer te at. 


dx 





Ist dieselbe nicht identisch befriedigt, so hat man es mit einem ge- 
wöhnlichen Kreispunkt zu thun. Hier kann nun bloss eine reelle 
Wurzel auftreten, wie beim Ellipsoid, oder es giebt drei solche, wo 
dann entweder alle drei Wurzeln zu Krümmungslinien gehören oder 
nur zwei von ihnen. Dies letztere ist der Fall, wenn der Kreispunkt 
nicht vereinzelt auftritt, sondern einer Kreispunktslinie angehört. 
Die beiden Krümmungslinien schneiden sich dann senkrecht”). 

Zu den Dupin’schen Gleichungen gelangt $. D. Poisson?®) durch 
folgende Betrachtung. Man entwickle den kürzesten Abstand der 
durch den Kreispunkt gehenden Flächennormalen von der durch einen 
benachbarten Punkt («+ h, y-+ k) gehenden nach Potenzen von h 
und k. Die Entwicklung beginne mit Gliedern m‘®” Ordnung, wo 
jetzt m > 2. Das Aggregat dieser Glieder gleich Null gesetzt, liefert 
die Gleichung der Krümmungslinien im betrachteten Kreispunkt. 
A. Cayley?°*) nimmt den Kreispunkt zum Anfangspunkt eines Koordi- 
natensystems, dessen &, y-Ebene die Tangentialebene der Fläche ist 
und bricht die Entwieklung von z nach Potenzen von = und y mit 
den Gliedern dritter Ordnung ab, sodass die Fläche ersetzt wird durch 
eine im Kreispunkt berührende Fläche dritter Ordnung (III C 6), die den 
Berührungspunkt ebenfalls als Kreispunkt besitzt. Weitere Methoden 
findet man bei „Darbouzx“ (4, p.448). Vgl. Il A4a, Nr. ‚3 u. Fussn. 122. 


Denken wir uns durch die Verhältnisse Tu und _ zwei Flächen- 
tangenten bestimmt, so sind sie konjugiert, falls (II D 1,2, Nr. 3%): 
Lduöu + M(dudv + dvdu) + Növdav—0. 

Diese Bedingung erhält, wenn man die beiden Tangenten durch die 





25) Ch. Bioche, Par. soc. math. Bull. 18 (1890), p. 95, woselbst die bezüg- 
liche Litteratur angegeben ist. 

26) J. f. Math. 8 (1832), p. 280. 

26°) Phil. Mag. 26 (1863), p. 373, 441 = Coll. math. papers 5 (1892), p. 115. 
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Winkel p und % bestimmt, die sie mit der zu R, gehörenden Krüm- 
mungslinie bilden, die Gestalt: 
COS Y Cosa sinpsiny 
R, + Ra 
Der Winkel y— g kann für eine Fläche von positiver Krümmung 
nicht Null werden, muss also ein Minimum besitzen. Der entsprechende 





Winkel p wird geliefert durch die Gleichung tg?p — — Die frag- 
1 


lichen Tangenten liegen also symmetrisch zu den Hauptnormalschnitten, 
und die durch sie hindurchgehenden Normalschnitte besitzen dieselbe 


Krümmung EIE Auf das durch jene Tangenten bestimmte Linien- 


system machte zuerst Dupin ?') mit kurzen Worten aufmerksam und 
stellte es als den Haupttangentenkurven der negativ gekrümmten 
Flächen entsprechend hin. Ausführlicher behandelte K. Peterson *) 
und dann R. Hoppe den Gegenstand”). Später nannte E. Pucci das 
Doppelte jenes Winkels g den „charakteristischen“ Winkel und be- 
legte mit dem Namen „charakteristische“ Linien solche, die mit den 
zu R, gehörenden Krümmungslinien den Winkel p bilden®®). 

Die Kurven, welche bei der Gauss’schen Bestimmungsart einer 
Fläche konstanten Werten von « oder v entsprechen, sollen „Para- 
meterlinien“ genannt werden. Sie bilden zwei einfach unendliche 
Scharen von Flächenkurven. Ist F=0, so schneiden sich diese 
Scharen rechtwinklig; ist M== 0, so sind sie konjugiert; ist !—= M—=0, 
so fallen sie mit den Krümmungslinien, ist L=N —=(), so fallen sie 
mit den Haupttangentenkurven zusammen, und ist La— NE=M —=(, 
so sind sie charakteristische Linien. 


II. Weitere Methoden. 


5. Geradlinige Strahlensysteme (vgl. HID1,2, Nr. 35). Die 
Untersuchungen des Systems der Normalen einer Fläche dürfte J. Ber- 
trand?') begonnen haben, an dessen Arbeit 0. Bonnet””) anknüpfte. 
Betrachten wir in einem Punkte (P) einer nicht abwickelbaren Fläche 


27) Dev. p. 192. 

28) Über Kurven und Flächen, Leipzig 1868, p. 35. 

29) Archiv Math. Phys. 69 (1883), p. 19. | 

30) Rom, Linc. R. 1 (1889'), p. 501; daselbst eine Arbeit von Y. Reina über 
denselben Gegenstand p. 881. 

31) J. de math. (1) 9 (1844), p. 133. 

32) J. €c. polyt. 19 (1848), p.1. Vgl. E. E. Kummer, J. f. Math. 57 (1860), p. 226 
u. A. Mannheim, J. de math. (2) 17 (1872), p. 109; Principes et Developpements 
de geometrie cin&matique, Paris 1894, p. 270; O. Röthig, J. f. Math. 85 (1878), p. 250. 

8* 
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die Normale (N) mitsamt der einfach unendlichen Mannigfaltigkeit 
der Nachbarnormalen. Unter den letzteren gibt es nach Nr. 2 zwei, 
die (N) schneiden und zwar in den Endpunkten von R, und R,. Ab- 
gesehen von diesen beiden besitzt jede Nachbarnormale einen kürze- 
sten Abstand von (N). Derselbe ist im allgemeinen eine unendlich kleine 
Grösse erster Ordnung, nur für die in den Hauptnormalschnitten ge- 
legenen Nachbarnormalen wird er von der dritten Ordnung unendlich 
klein®®). Ein solcher kürzester Abstand treffe die Normale (N) im 
Punkte (P’) und die Abseisse von (P”) in Bezug auf (P) (Masszahl 
der Entfernung PP’ mit Vorzeichen) sei r. Man hat dann, wenn die 
Nachbarnormale durch den Punkt (e+dx, y+dy, 2+.dz) gelegt ist: 
__ dedX+dydY+dedz 
a® Fayriıdz 

Die den einzelnen Nachbarnormalen von (N) entsprechenden Werte 
von r besitzen einen grössten und kleinsten Wert, und diese Werte 
fallen mit R, und R, zusammen. Bezeichnet man mit &@ den Winkel, 
den der zu r gehörende kürzeste Abstand mit der Tangente des zu 
R, gehörenden Hauptnormalschnittes bildet, so ist (‚Hamilton’sche 
Gleichung [III D 1, 2, p. 97, Fussn. 250]): 


r—= R, c0s?o + R, sin? o.%) 


Bei einer negativ gekrümmten Fläche erhält somit r auch den Wert 





Null. Da jetzt tg’o = — = so schneiden die entsprechenden Nach- 
barnormalen die Haupttangenten. Längs einer Haupttangentenkurve 
fallen daher die Flächennormalen mit den Binormalen (UIID 1,2, Nr.29) 
der Kurve zusammen. 

Mit Hülfe der Hamilton’schen Gleichung ergibt sich, dass die 
kürzesten Abstände einer Flächennormalen von ihren Nachbarnormalen 
auf einem Cylindroid liegen. Die zu einem Punkt (P) einer Fläche 
(S) gehörenden Krümmungsmittelpunkte der durch (P) gelegten ebenen 
Schnitte von (S) bilden eine Fläche, die nach einer Drehung von der 


Grösse “< um die Flächennormale in das fragliche Cylindroid über- 


geht, wenn man sie einer Transformation mittelst reziproker radii 
vectores unterwirft, deren Pol im Punkte (P) liegt und deren Modul 
gleich R,R, ist *®). 

Schneidet eine Nachbarnormale die Flächentangente (7), so ist 
ihr kürzester Abstand von (N) parallel der zu (7) konjugierten 
Flächentangente. 





33) J. Bouquet, J. de math. (1) 11 (1846), p. 125. 
34) „Knoblauch“, p. 71; „Bianchi“, p. 261. 
34%) Genty, Nouv. Ann. (3) 6 (1887), p. 27. 
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Wenn 9 den Winkel bedeutet, den die Tangente (7) mit dem 
zu R, gehörenden Normalschnitt bildet, so besteht die Gleichung”): 


or R,sin’pg—+ Rco’yp _ R,R, 
© WR Rreinyg+-Rtcaty R+BR—e 


wo « den Winkel zwischen (7) und der konjugierten Tangente von 
(T) bezeichnet. Gehören r’ und o° zu der auf (7) senkrechten Tan- 


gente, so hat man: | 1 1 1 
Ze a 55 
gehören r’ und e’ zur konjugierten Tangente von (7), so ist: 


Era le 
a BER 





na 
—= osin?e, 


Aus der ersten dieser Gleichungen folgt, dass die vom Flächenpunkt 
(P)) verschiedenen Endpunkte der zu konjugierten Tangenten gehören- 
den Strecken r und +’ harmonisch liegen mit dem Punkt (P) 


und dem Krümmungsmittelpunkt des zu —T gehörenden Normal- 
schnitts®°). 
Lassen wir p mit der Hälfte des charakteristischen Winkels zu- 


sammenfallen, so folgt: 
1 1 


an 
Der Ausdruck - -1- ” führt den Namen „mittlere Krümmung“ 
1 2 


der Fläche für den betrachteten Punkt (vgl. HI D1,2, p. 95 u. 99). 

Eine andere hierher gehörende Art, um zu konjugierten Linien zu 
gelangen, ist die folgende. Man betrachte eine einfach unendliche Schar 
von Flächenkurven. Die Tangenten dieser Kurven bilden ein Strahlen- 
system (III D9). Durch den Punkt (P) geht nun eine dem System 
angehörende Tangente (7), und die in ihr liegenden Brennpunkte 
werden von (P) und einem weiteren Punkte (P’) gebildet. Der in 
(P’) schneidende Strahl berühre die Fläche im Punkte mit den Ko- 
ordinaten + dx, y+ dy, z2-+ dz. Dann liegt letzterer in der der 
Tangente (7) konjugierten Tangente. 

Wir können auch durch die Betrachtung der die Tangente (7) 
schneidenden Nachbarnormale zum Krümmungsradius o des durch 
(T) gehenden Normalschnitts gelangen. Projiziert man nämlich die 
fragliche Nachbarnormale senkrecht auf die durch (7) und die Flächen- 
normale (N) gehende Ebene, so schneidet die Projektion die Normale 
(N) im Endpunkt von go.°”) 


35) F\ Joachimsthal, J. de math. (1) 13 (1848), p. 415. 
36) Ib. p. 422. 
37) R. v. Lilienthal, Math. Ann. 42 (1893), p. 506. 
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6. Krümmungstheorie der Raumkurven. Die Untersuchung der 
Krümmung einer Fläche in der Nähe eines Punktes mit Hülfe von 
Normalschnitten erfordert nur die Kenntnis der Berechnung des 
Krümmungsradius einer ebenen Kurve (UID 1,2, Nr.14). Denkt man 
sich aber auf der Fläche durch den Punkt (P) eine beliebige Kurve 
gezogen und berechnet für diesen Punkt den Halbmesser ihrer ersten 
Krümmung (II D1,2, Nr. 29), so ergibt sich mit einem Schlage der 
Meusnier’sche Satz und der Ausdruck des Krümmungshalbmessers o 
des durch die Tangente der Kurve gelegten Normalschnitts. Man 


nennt r die „Normalkrümmung“ der Kurve im Punkte (P), den End- 


punkt von g den „Mittelpunkt“ der Normalkrümmung. Letzterer 
ergibt sich zugleich als Schnittpunkt der Flächennormale mit der 
Krümmungsachse (II D1,2, Nr.29) der Kurve. Die Normalkrüm- 
mung der Kurve ist auch gleich der Krümmung der senkrechten Pro- 
jektion der Kurve auf die durch die Flächennormale und die Kurven- 
tangente gehende Ebene. 

Die Flächennormalen längs einer Flächenkurve bilden eine gerad- 
linige Fläche, die A. Mannheim „Normalie“ genannt hat (Fussn. 32). 
Ist dieselbe abwickelbar, so ist die Kurve eine Krümmungslinie, fällt 
sie mit der von den Binormalen der Kurve gebildeten Fläche zu- 
sammen, so hat man es mit einer Haupttangentenkurve zu thun. 

Legt man durch eine beliebige Raumkurve (II D 1,2, Nr.29£.) 
eine geradlinige Fläche, deren Erzeugende Normalen der Kurve sind, 
und bezeichnet man mit @ den Winkel, den die Erzeugenden der 
Fläche mit den Hauptnormalen der Kurve bilden, mit s die Bogen- 


länge, mit - die zweite Krümmung der Kurve, so ist die fragliche 


Fläche abwickelbar, wenn: 
dp 1 
ars ) 


Zwei derartige Flächen schneiden sich also unter konstantem 
Winkel. Daraus ergeben sich die Joachimsthal’schen Sätze’”): 

a) Liegt eine Krümmungslinie in einer Ebene oder auf einer 
Kugel, so schneidet jene Ebene oder jene Kugel die Fläche längs der 
Krümmungslinie unter sich gleichbleibendem Winkel. 

b) Kann man eine Fläche mit einer Ebene oder einer Kugel so 
schneiden, dass sich der Schnittwinkel längs der Schnittlinie nicht 
ändert, so ist letztere eine Krümmungslinie der Fläche. 

Die Betrachtung der zweiten Krümmung einer Flächenkurve 


38) „Darboux“ 1, p. 18. 39) J. f. Math. 30 (1846), p. 347. 
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führt für Asymptotenlinien zu einem einfachen Ergebnis. Hier gilt 
der Enneper'sche Satz, dass das Quadrat jener Krümmung gleich 


ze ist19), 


RR, 

7. Sphärische Abbildung (vgl. II D1,2, Nr. 36; III D 6a, Nr.11, 
33). Unter der „Einheitskugel“ verstehen wir die Kugel, welche mit dem 
Halbmesser 1 um den Koordinatenanfangspunkt beschrieben ist. Jedem 
regulären Punkt (P) einer Fläche ordnen wir auf folgende Weise einen 
Punkt der Einheitskugel zu, den wir das „sphärische Bild“ von (P) nennen. 
Der Punkt (P) teilt die durch ihn hindurchgehende Flächennormale in 
zwei Halbgerade. Man wähle eine von diesen und bezeichne die Kosinus 
der Winkel, die sie mit den positiven Teilen der Koordinatenachsen bildet, 
mit X, Y,Z. Die fragliche Halbgerade nennt man den positiven Teil 
der Flächennormalen. Derjenige Halbmesser der Einheitskugel, der 
diesem positiven Teil der Normalen parallel ist, trifft die Einheits- 
kugel in einem Punkte (Q), der das sphärische Bild von (P) heisst‘!). 
Beschreibt (P) auf der Fläche eine Kurve, so beschreibt (9) auf der 
Einheitskugel das „sphärische Bild der Flächenkurve“. Die sämtlichen 
durch (P) gehenden Flächenkurven, die in (P) ein und dieselbe Tan- 
gente besitzen, haben sphärische Bilder, die in (Q) ein und dieselbe 
Tangente besitzen. Letztere Tangente heisst das sphärische Bild der 
ersteren. Hiermit ist zugleich das sphärische Bild einer Halbtangente 
oder einer Tangentenrichtung festgelegt. Betrachten wir nämlich eine 
durch (P) gehende Flächenkurve, indem wir « und v als Funktionen 
einer neuen Veränderlichen i ansehen, so bildet die den wachsenden 
Werten von £ entsprechende Halbtangente mit den positiven Teilen 
der Koordinatenaxen Winkel, deren Kosinus durch die Ausdrücke: 

0x du | 0x dv 


PrurTaBrr ern 
—— — uU. 8. W. 


2 3 
Varna) 
bestimmt werden, wo die Wurzel im Nenner positiv ist. Das sphä- 
rische Bild der fraglichen Halbtangente ist wieder eine Halbtangente 
und besitzt die Richtungskosinus: 


0Xxdu 8X do 
ou dt  ov dt 
Eee een MEN WEn 


VISIT 


wo die Wurzel ebenfalls positiv ist. 














40) A. Enneper, Gött. Nachr. 1870, p. 499. 
41) Gauss, Disquis. $S4 u. 85. 
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Ist die betrachtete Fläche abwickelbar, so fallen die sphärischen 
Bilder aller Flächenkurven in eine einzige Kurve auf der Einheits- 
kugel zusammen. Bei den nicht abwickelbaren Flächen besitzen die 
Punkte eines Flächenstücks sphärische Bilder, die ein Kugelstück aus- 
füllen. Letzteres wird das sphärische Bild des ersteren genannt. Sollen 
die Punkte des Flächenstücks den Punkten seines sphärischen Bildes 
eindeutig entsprechen, so darf im ersteren keine Normalenrichtung 
zweimal vorkommen. 

Hinsichtlich der sphärischen Bilder von Tangenten gelten fol- 
gende Sätze: 

a) Die der Tangente (7) konjugierte Tangente (7’) liegt senk- 
recht zu dem sphärischen Bilde von (7). Ihre Richtungskosinus sind 
somit proportional den Grössen: 


YaZ— Zar, ZdaX— Xaz, XdY— YaxX. 


Da zu einander senkrechte konjugierte Tangenten zu Krümmungs- 
linien gehören, kann man die Gleichung der letzteren auch in die 
Form setzen: X de dX 


YdydY=0. 
Z de dZ 


Für den Winkel zweier konjugierter Halbtangenten gilt der Satz, 
dass die sphärischen Bilder der Halbtangenten einen ihm gleichen 
Winkel bilden oder ihn zu zwei Rechten ergänzen, je nachdem das 
Produkt R,R, negativ oder positiv ist*2). 

Die zur Tangente (7) senkrechte Flächentangente werde mit 
(T,) bezeichnet, die konjugierte der letzteren mit (T,). Das sphärische 
Bild von (7,’) ist parallel der Tangente (7)*). Dieser Satz wurde 
zuerst von U. Dini für die Haupttangenten ausgesprochen *). 

b) Die Tangente einer Krümmungslinie ist ihrem sphärischen 
Bilde parallel und zwar ist eine Halbtangente einer Krümmungslinie 
ihrem sphärischen Bilde parallel oder entgegengesetzt gerichtet, je 
nachdem der zur Krümmungslinie gehörende Hauptkrümmungshalb- 
messer negativ oder positiv ist. 

c) Die Tangente einer Haupttangentenkurve steht senkrecht zu 
ihrem sphärischen Bilde. 

Die Betrachtung des sphärischen Bildes eines Flächenstücks führte 
Gauss zu zwei wichtigen Begriffen. Das Flächenstück ist hier so begrenzt 
zu denken, dass für seine Punkte keine Normalenrichtung zweimal vor- 

42) V. Reina, Rom, Linc. R. (4) 6' (1890), p. 205. Daselbst Litteratur. 


43) v. Lilienthal, Math. Ann. 42 (1893), p. 516. 
44) Ann. di Mat. (2) 4 (1870—71), p. 180. 
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kommt. Den Flächeninhalt jenes sphärischen Bildes nennt Gauss die 
curvatura integra***) (Gesamtkrümmung) (IID1,2, Nr. 36) des Flächen- 
stücks und belegt — wenn wieder (Q) das sphärische Bild des Punktes 
(P) bedeutet — das mit einem bestimmten Vorzeichen versehene 
Verhältnis des den Punkt (Q) umgebenden Kugelelements zu dem 
den Punkt (P) umgebenden Flächenelement mit dem Namen „Krüm- 
mungsmass“ der Fläche im Punkte (P)*). Jenes Vorzeichen bestimmt 
Gauss mittelst einer infinitesimalen Betrachtung. Es seien (P’) und 
(P”) zwei dem Punkte (P) unendlich benachbarte Punkte auf der 
Fläche, (9) und (9°) ihre sphärischen Bilder. Lässt man nun einen 
beweglichen Punkt auf die eine oder die andere Weise das Dreieck 
PP’P” durchlaufen, so wird sein sphärisches Bild das Dreieck 900" 
entweder in demselben oder im entgegengesetzten Sinne durchlaufen. 
Im ersten Fall ist das Krümmungsmass positiv, im zweiten als ne- 
gativ anzusehen. Man kann diese Zeichenbestimmung leicht von der 
Benutzung unendlich kleiner Grössen befreien, indem man sie auf 
folgende Weise vollzieht. Dreht sich eine Halbtangente um den 
Punkt (P), so ist das Krümmungsmass positiv oder negativ, je nach- 
dem sich das sphärische Bild der Halbtangente in demselben oder 
im entgegengesetzten Sinne um den Punkt (9) dreht. Hiernach liefert 
der obige Satz über die sphärischen Bilder der Halbtangenten der 
Krümmungslinien sofort die fragliche Zeichenbestimmung, indem das 
Vorzeichen des Krümmungsmasses mit dem des Produkts R,.R, über- 
einstimmen muss. Als Wert des Krümmungsmasses findet Gauss den 
reziproken Wert des Produkts R,R, 4°) 

Wir schliessen hieran die Erwähnung der Art und Weise, wie 
O. Bonnet*') die grundlegenden Gleichungen für eine nicht abwickel- 
bare Fläche aufgestellt hat. Dabei wird ein Flächenpunkt (P) be- 
stimmt gedacht durch sein sphärisches Bild und den Abstand des 
Koordinatenanfangspunktes von der zu (P) gehörenden Tangential- 
ebene der Fläche. Das sphärische Bild von (P) wird festgelegt durch 
die geographische Länge und das Komplement der geographischen 
Breite, sodass seine Koordinaten die Form erhalten: 

X=sin®cosp Y=sin®sing, Z= cos®. 

Bonnet setzt = x und führt statt ® die durch die Gleichung 

tg . = e’ bestimmte Veränderliche y ein. An Stelle des fraglichen 


Abstandes Öö wird die durch die Beziehung 


44°) Vgl. W. Boy, Über die Curvatura integra und die Topologie ge- 
schlossener Flächen, Inaug.-Diss. Gött. 1901 (IID6a, Nr. 11, 14). 

45) Disquisit. 8 6. 46) Disquisit. 8 8. 

47) J. de math. (2) 5 (1860), p. 153. 
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festgelegte Grösse z verwertet. Jeder Wahl von z als Funktion von 
x und y entspricht eine Fläche, deren rechtwinklige Koordinaten 
&,n,& aus den Gleichungen: 


Ecose + nsinz + isiny=—2, 
Esinx — nC08% a 
: 0%? 
&cosiy a 
0Y 


berechnet werden können. Setzt man nun: 


0°2 0 Fi SE 0°?2 Be 
Fu Fe, ET u 


so nimmt die Gleichung der Krümmungslinien die Form an: 


Fa ii ME 


dx » ds ? 


während die Hauptkrümmungshalbmesser der Beziehung genügen: 
0? — (u + w)eosiy-g + (uw — v) costiy— 0. 

Verwendet man an Stelle der Bonnet’schen Veränderlichen x und 
y die komplexen Veränderlichen «, ß, mit Hülfe derer die Koordi- 
naten der Punkte der Einheitskugel durch die Gleichungen: 

ıe j @& 
ve —#F, y-iltzl, 2-5 

dargestellt werden, und gibt der Gleichung der Tangentialebene die 
Gestalt: 











A1—eß)e+ill+eß)yte@tMerE—d, 
so erhält die Gleichung der Krümmungslinien die einfache Form: 
De a0.) 

Wendet man die für reelle Gebilde geltenden Benennungen auch 
auf imaginäre Gebilde an, so kommt man mit Darboux zu folgender 
Auffassung: Die geradlinigen Erzeugenden der Einheitskugel sind die 
sphärischen Bilder der Berührungskurven der Kegel, die von den 
Punkten des unendlich fernen imaginären Kugelkreises (III A 7, II C 4) 
aus der Fläche umschrieben sind. Die Winkelhalbierungslinien dieser 
Berührungskurven fallen mit den Krümmungslinien zusammen ‘*®), 








48) „Darboux“ 1, p. 245. Über die Verwendung der Ebenenkoordinaten vgl. 
J. Weingarten, Über die Theorie der aufeinander abwickelbaren Flächen, Berlin, 
Festschr. d. techn. Hochsch. 1884, p. 40; „Bianchi“ p. 139; F. Klein, Einleitung 
in die höhere Geometrie, autogr. Vorles. 1, Göttingen 1893, p. 261; „Knoblauch“ 
p- 83. 

48%) „Darboux“ 1, p. 243; Scheffers, Einf. in die Theorie der Flächen, p. 215. 
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8. Binäre Differentialformen. Differentialparameter. Die Grösse 
der Hauptkrümmungsradien einer Fläche sowie die Lage ihrer Krüm- 
mungs- und Haupttangentenlinien kann von den Mitteln, mit denen 
man analytisch-geometrisch eine Fläche bestimmt, nicht abhängig 
sein. Ist daher eine Fläche durch eine Gleichung von der Form: 
F (x, y,2)=0 gegeben, so ist in dem genannten Sinne die Wahl 
des Koordinatensystems ohne Einfluss, sind aber die Koordinaten 
x, y, 2 als Funktionen der Veränderlichen « und v gegeben, so ist 
die Abbildungsart der Fläche auf die (u, v)-Ebene ohne Einfluss. Im 
ersten Fall überzeugt man sich rechnerisch durch Einführung eines 
neuen Koordinatensystems von der Richtigkeit der Behauptung, im 
zweiten Falle hat man an Stelle von « und v Funktionen zweier 
neuer Veränderlichen etwa w und v einzuführen und die im Zähler 


und Nenner des Ausdrucks r (Nr. 4) auftretenden quadratischen Diffe- 


rentialformen (III D 1,2, Nr. 34): 
EdwW +2Fdudv+ Gd” = A, 
Lduw? +2Mdudv + Nav = B 


zu transformieren. Hierbei erscheinen die Ausdrücke En -+ —- und 
aä 


1 
1 R 
ER als Simultaninvarianten von A und B, während die quadratische 

1 2 
Form von du und dv, deren Verschwinden die Gleichung der Krüm- 
mungslinien liefert, sich als eine Simultankovariante von A und B her- 


ausstellt. Ausserdem ergibt sich das Krümmungsmass als eine 


Differentialinvariante von A) (IB 2, Nr.22). 

Von besonderer Wichtigkeit für die Theorie der Flächenkurven 
war die Einführung der Differentialparameter einer Funktion. @. Lame ”) 
zeigte, dass, wenn die Funktionen F und @ der drei rechtwinkligen 
Koordinaten x, y, 2 gegeben sind, die Ausdrücke: 


or\2 oF\? oF\? 
A) + 
oF0G oF0G oF6G 
VEG— zn dm + Du Du + De d0° 
or 0F 0? F 
u 7 ur 7 Ber 
49) „„Bianchi“ p. 35. Ausser der dort angeführten Litteratur: „Knoblauch“ 
p. 150 und @. Ricci, Lezioni sulla teoria delle superficie, Verona-Padova 1898, 
p. 36; J. Knoblauch, J. f. Math. 103 (1888), p. 25; E. Padova, Bologna Mem. (4) 
10 (1890), p. 745; @. Hessenberg, Inaug.-Diss. Berlin 1899 = Acta math. 23, p. 121; 
H. Maschke, Trans. Amer. Math. Soc. 1 (1900), p. 197. 
50) Lecons sur les coordonnees curvilignes (Paris 1859), p. 6. Vgl. J. de 
math. (1) 2 (1837), p. 147; ibid. (1) 5 (1840), p. 313. Man bezeichnete ursprüng- 
lich die Quadratwurzel aus A, F' mit A,F. 


BR 
RR, 
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sich durch Einführung eines neuen Koordinatensystems nicht ändern. 
Man nennt A,F den ersten, A,F den zweiten Differentialparameter 
der Funktion F', hingegen VF@G den Zwischenparameter, auch den 
gemischten Differentialparameter der Funktionen F und G. Für eine 
Funktion von w und v bezeichnet E. Beltrami hinsichtlich einer 


Fläche den Ausdruck: 
E (2) umfr0r G (2) ) 











Ri 0v ou 00 
A,p ar ne 72 
als ersten Differentialparameter von 9; ferner, wenn 
0975238 AN ke 
Ay ker 
= nem, Peg 
den Ausdruck °?): 
oß 0@ 
A 
9" VEG— ri 


als zweiten Differentialparameter von 9, und endlich, wenn % eben- 
falls eine Funktion von % und v, den Ausdruck: 


n°P oa r(S2 A +6 ou 


Pr du 6v ev du 2 u, 


Vov= EG _— F? 





als gemischten Differentialparameter von p und %. Diese drei Para- 
meter haben die Eigenschaft ihren Wert nicht zu ändern, wenn sie 
nach Einführung neuer Veränderlicher statt vw und v mit Hülfe der 
Koeffizienten der transformierten Form von A gebildet werden, so- 
dass z. B., falls man « und v als Funktionen von u, und v, ansieht, 
und: 

Edu? + 2Fdudv + Gdv?—= E,du,? + 2F,du,dv, + G,dv,? 


ist, man auch hat: 





2 
Be) er 
E@G,—-F’ 

Die Herleitung der Beltramt'schen Diferenlilparineten aus den 
Lame’schen hat v. Lilienthal in der Schrift „Grundlagen einer Krüm- 
mungslehre der Kurvenscharen“, Leipzig 1896, p. 14 ff. dargestellt. Vgl. 
Math. Ann. 38 (1891), p. 441. 

Über den allgemeinen Begriff eines Differentialparameters von 
Funktionen hinsichtlich einer quadratischen binären Differentialform 


Agy= 





51) Giorn. di. mat. 2 (1864), p. 276. 52) Ibid., p. 358. 

53) Ibid. p. 358. Eine Darstellung der Haupteigenschaften der Differential- 
parameter von Beltrami findet man in Math. Ann. 1 (1869), p. 577. Vgl. @. Frattim, 
Giorn. di mat. 13 (1875), p. 161, und IIID6a, Nr.1, Fussn. 3. 
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und die Abhängigkeit eines solchen Parameters von den hier be- 
trachteten sehe man Beltrami, Giorn. di. mat. 2 (1864), p. 355, ferner die 
Darstellungen bei „Bianchi“ und „Knoblauch“, sowie „Darboua“ 3, p. 260; 
G. Frobenius, J. f. Math. 103 (1888), p. 25; J. Knoblauch, ibid. 111 
(1893), p. 277, 329. 

Um die von Beltrami°) gefundene Bedeutung des ersten Differen- 
tialparameters darzuthun, haben wir zunächst den Begriff der Ab- 
leitung einer Funktion f(u, v) nach der Bogenlänge einer Einzel- 
kurve sowohl einer Schar von Flächenkurven sowie der Örthogonal- 
schar zu erklären®). Sind die Koordinaten x, y, z einer Raumkurve 
als Funktionen von t gegeben, so kann man die Ableitung einer 
Funktion f(t) von t nach der Bogenlänge s der Kurve berechnen, 
ohne die Bogenlänge selbst durch Integration ermittelt zu haben, ver- 
möge der Beziehung: 


are) _ r& 
ds I Ama 
v2 
Betrachten wir nun eine durch eine Gleichung 9 (u, v) = const. 
gegebene Schar von Flächenkurven und sei f (u, v) eine Funktion von 
w und v. Längs einer Einzelkurve der Schar mögen u und v als 
Funktionen von t angesehen werden. Wir erhalten jetzt als Ableitung 


von f(u,v) nach der Bogenlänge der betrachteten Kurve: 


ofdu , Of dv 
df (u, v) PICCBTIT 


RE du\2 du dv FTICH 
y® en Harte) 


Aber man hat: 
ey du an Op dv N 























Su dt "dd > 
sodass: 
of 09 __ Of 2Y 
df(we) ouov Ov du 
ds 0y\2 pop oy\? 
VeßR) er 2324 6le) 


Im Besonderen werden die Richtungskosinus der Tangenten der 


Kurven @ = const.: 
0209 06x20 


dx ou 0% dv ou 
— 8 Wi 


Velo) -arde role) 


54) Giorn. di mat. 2 (1864), p. 276. 
55) E. Cesäro, Lezioni di geometria intrinseca, Neapel 1896, p. 107 u. 155; 
deutsche Ausgabe: Vorlesungen über natürliche Geometrie, von @. Kowalewski 
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Längs einer Einzelkurve der Orthogonalschar mögen u und v als 
Funktionen von r angesehen werden, während die Bogenlänge der 
Kurve mit 6 bezeichnet sei. Da jetzt: 


Ita: 














so ist: 
ma parge. ER — Eee, 
und es wird: 
dfwv _ (Fr +6) (- ee 
“Vom Val) irre) 


Die Bildung der Ableitungen = und u erfordert, wie man sieht, 


nicht, dass die Kurvenschar @ = const. durch eine endliche Gleichung 
bestimmt sei. Ist sie durch eine Differentialgleichung von der Form 


Edu + ndv = 0 gegeben, so hat man nur = und 7 durch & und 7 
zu ersetzen ®). 

Ableitungen nach Bogenlängen sind vielfach benutzt worden, 
zuerst wohl von Lame (J. de math. (1) 5 (1840), p. 340), sodann von 
0. Bonnet?'), dessen Methode E. Lamarle®®) und Ph. Gilbert?®) be- 
nutzt haben, ferner von Cesäro in dem genannten Werk und von 
A.Voss‘). Aber man hat hier zu unterscheiden zwischen Quotienten 
unendlich kleiner Grössen und Ableitungen. Die Berechnung jener 
Quotienten erfolgt in den genannten Arbeiten unter der Annahme 
o=u oder g=v. Die allgemeineren hier definierten Ableitungen 
sind in der Lie'schen Theorie der infinitesimalen Transformationen 
einbegriffen (II A 6, Nr. 4). 

Die vorige Gleichung liefert für f= g: 


dy(u, v) 
Da er VA19- 





Diese Gleichung zeigt die von Beltrami angegebene Bedeutung des 
ersten Differentialparameters von @, er ist das Quadrat der Ableitung 
von g nach der Bogenlänge der in (P) zur Kurve p — const. senk- 


Leipzig 1901, p. 137, 198; v. Lilienthal, Grundlagen einer Krümmungslehre der 
Kurvenscharen, Leipzig 1896, p. 11. 

56) v. Lilienthal, Math. Ann. 42 (1893), p. 508. 

57) J. 6c. polyt. 13 (1848), p.32; J. de math. (2) 5 (1860), p. 165. 

58) Expose geomötrique du caleul diff. et int., 3, Paris 1863, p. 458. 

59) Bruxelles M&m. 37 (1868), p. 1. 

60) Münch. Ber. 22 (1892), p. 273. 
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rechten Kurve. Die fragliche Bedeutung ist in einer allgemeineren 
Eigenschaft von A,p enthalten. Betrachten wir irgend eine Schar 
von Flächenkurven nebst ihrer Orthogonalschar und bezeichnen mit 
. und - die Ableitungen von f nach der Bogenlänge der ersten 
1 4 
und zweiten Schar, so hat man stets®'): 
 fäf\2 |, [(df\2 
wa en 
K. Peterson‘) kommt auf den ersten Differentialparameter einer 
Funktion f(u,v) durch folgende Betrachtung. Man bezeichne mit ® 
den Winkel der Parameterlinien « = const., v = const., mit « den 


Winkel der Linie @ = const. mit der Linie «= const. Man findet 
dann: 





Ba, or em of sinw—a) 
u” Ip VE a: 9v Va 


ds sin o 


Ändert sich nun «, so wird — zu Null für = f und erreicht sein 


Maximum in der zur Kurve f== const. senkrechten Richtung. Das 
Quadrat dieses Maximums ist gleich A,f. 

Auf weitere Eigenschaften der Differentialparameter werden wir 
in Nr. 12 zurückkommen. Hier finde noch folgende Bemerkung Platz. 
Wird die Gleichung der orthogonalen Trajektorien der Kurven p = const. 
in der Form »(u,v) = const. angenommen, so hat man für die 
Differentiale der Koordinaten: 


Verwiesen sei auf die Darstellung bei „Darboux“ 3, p. 193. 


9. Partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Gauss‘?) 
(UIID 1,2, Nr. 34) stellte für die zweiten Ableitungen der Koordinaten 
einer Fläche Ausdrücke auf, die linear und homogen sind in den ersten 
Ableitungen und den Richtungskosinus der Normalen. Wir können sie 
kurz so schreiben: 


0x 0% 0x 0°x 0% 0x 
an, +95 rLLX, Jude zu taz, FAX) 


0°x 


0% 0x 
ZT zu tz, + N: 


Sind die Parameterlinien konjugiert, so verschwindet M, und die 


61) v. Lilienthal, die unter 55) zitierte Schrift p. 15; ibid. p. 16 die ent- 
sprechende Darstellung des zweiten Differentialparameters. Vgl. das zitierte 
Werk von Cesäro, im Original p. 165, deutsche Ausgabe p. 210. 

62) Über Kurven und Flächen, Leipzig 1868, p. 29. 

63) Disquisit. $ 11. 
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drei Koordinaten &, y, z sind partikuläre Integrale einer Differential- 
gleichung von der Form: 
08 0% 0% 

(1) ET 7 ar are. 

sind aber die Kurven » = const. Haupttangentenkurven, so ver- 
schwindet L, und «, y, z sind partikuläre Integrale einer Differential- 
gleichung von der Form: 

‚0% ‚0% 


(2) tm tn 0 

ou? ou PB 

In eine dieser Formen kann man aber die allgemeinere Differential- 
gleichung: 

0% 0% 8 ‚0% ‚0% 

(8) AatBint aartimnr?r 


& 


—= (0 


stets transformieren). Die Gleichung ihrer Charakteristiken ist näm- 
lich (I A Tec, Nr. 2): 
Adß? — Bdaad + Cd” =. 


Zerfällt die linke Seite dieser Gleichung in zwei von einander ver- 
schiedene Faktoren und führt man deren Integrale u — p(«, ß), 
v—= »(«, ß) als neue Veränderliche ein, so nimmt die Gleichung (3) 
die Gestalt (1) an; in entsprechender Weise findet sich die Gestalt (2), 
wenn die linke Seite der Gleichung der Charakteristiken ein Quadrat 
ist. Man kann daher den Satz aussprechen: „Genügen die drei Flächen- 
koordinaten einer Gleichung von der Form (3), so bestimmen die 
Charakteristiken der Gleichung entweder ein System konjugierter Linien 
oder eine Schar von Haupttangentenkurven.“ Denkt man sich x, 9, 2 
als Funktionen von « und ß gegeben und sucht eine Gleichung von 
der Form (3) zu bestimmen, der diese Funktionen genügen, so gelingt, 
da die Anzahl der wesentlichen Koeffizienten in (3) gleich vier ist 
die Bestimmung erst durch Hinzunahme einer weiteren Funktion von, 
x, y, 2, die als viertes partikuläres Integral anzusehen ist. Auf diese 
Weise gehört zu jeder Funktion von x, y, 2 ein konjugiertes System 
auf der Fläche. Nimmt man diese Funktion gleich + y? + 2°, so 
erhält man das System der Krümmungslinien. 

Ein ähnliches Ergebnis findet sich für die Richtungskosinus 
X, Y, Z der Flächennormalen und den Abstand £ der entsprechen- 
den Tangentialebene vom Anfangspunkt der Koordinaten. Die Grössen 
X, Y, Z genügen stets Differentialgleichungen von der Form: 


0:8 os 0% CR ER 2 SR LA N yo 
a er u ee Tal DD 


64) „Darboux“ 1, p. 133, p. 118, p. 240; vgl. auch p. 234. 
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Sind die Parameterlinien konjugiert oder besteht die Schar » — const. 
derselben aus Haupttangentenkurven, so genügt die Grösse E= — ZxX 
ebenfalls der ersten oder zweiten dieser Gleichungen. Man kann also 
hinsichtlich der Funktionen X, Y, Z ‚5 einen entsprechenden Satz wie 
vorhin für x, y, z aufstellen, wenn man nur statt (3) die allgemeinere 
Gleichung: 


29 2° 
At Bye + € 


0% ‚0% ‚0% , 
benutzt. 
Setzen wir entsprechend der vorhin angewandten Bezeichnungs- 
weise: 
0X 0X 0X 0°X 
a Pe Fr + bi v +4X 


ou? ov ’ dudv 
| 0X 
ae 10 + day, + MX, 
so ist im allgemeinen Fall der Zusammenhang zwischen den Grössen au 
und b,, ziemlich verwickelt, nur wenn die Parameterlinien aus Haupt- 


tangentenkurven bestehen, finden sich einfache Beziehungen). Im 
Besonderen hat man hier: 


0X 0X 
= Du7, tla5, MR 








Are ben 0 , a — by = 5 EV a 
Somit ist a,du + adv ein vollständiges Differential und ebenso 
b,, du + b,, dv.) Sind die Grössen X, Y, Z als Funktionen von 
u und v gegeben und stellt sich der Ausdruck bu,du + b,,dv als 
exaktes Differential heraus, so sind die Parameterlinien auf der Ein- 
heitskugel die sphärischen Bilder der Haupttangentenkurven einer 
Fläche, die sich mittels Quadraturen bestimmen lässt”), 

Die Ausdrücke der ersten Ableitungen der Koordinaten durch 
die Grössen X, Y, Z sind mit Hülfe der Gleichungen: 


0x 0X 0% oX dx 
SrE=0, ETRETeT SPA erde 
> 0x 0oX 0x 0oX 0x 


leicht zu finden (IID 1,2, Nr. 34). Fallen die Parameterlinien mit 
den Haupttangentenkurven zusammen, so erhält man: 

E36 % 0Z oY 0Z oY 
de = — V-RR[(Y5 — 2) du — (5 — 27,) do} ,u.s.w. 
65) „Bianchi“ 8 64. 
66) ©. Guichard, Ann. 6c. norm. (3) 6 (1889), p. 339; „Darboux“ 4, p. 33. 


67) U. Dini, Ann. di mat, (2) 4 (1870—71), p. 183. 
Encyklop. d. math. Wissensch. II 3. y 
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Hieran knüpfte A. Lelieuvre folgende Bemerkung‘®). Setzt man: 
v =V—-RR.X, vs = yV—-RR.Y, v5 =V—RR,-Z, 


so entsteht: 


© 6 
de = — (52 1,5) du + I, On _ 2) dv, u.8.w. 


Die Integrabilitätsbedingungen (II A 2, Nr. 43) der so für dx, dy, dz 
gefundenen Differentialformen nehmen die Gestalt an: 








0°’, 0°9, 0°», 
Cuov __Ouov _ eu ov 
v Ve .. 


d. h. die Grössen v sind partikuläre Integrale einer Differential- 
gleichung von der Form: 

0?% 

PET Te ACZEE 
Kennt man umgekehrt drei partikuläre Integrale einer solchen 
Differentialgleichung, so kann man zunächst die Ausdrücke: 

ev 6 6 6 
(v, vr — )5 ei du — (, =. — )y =) dv, u.8.W. 

bilden und erhält dann durch Quadraturen die Koordinaten einer 
Fläche, auf der die Parameterlinien Haupttangentenkurven sind. 
E. Goursat®®) zeigte einen Weg, auf dem man von den Lelieuvre'schen 
Formeln ausgehend die Koordinaten beliebig vieler Flächen als solche 
Funktionen der Parameter der Haupttangentenkurven darstellen kann, 
die kein Integratronszeichen enthalten. 


10. Kinematische Gesichtspunkte (IV 3, Nr. 1, 18—21). Wir 
haben hier zunächst die geometrisch gehaltenen Ausführungen von 
E. Lamarle”) und A. Mannheim"') zu erwähnen, von denen die 
ersteren auf der Kinematik der Geraden, die letzteren auf der Kine- 
matik eines starren, vier Bedingungen unterworfenen Systems beruhen. 
Eingehender wollen wir den Standpunkt von Beltrami'?) und Darboux 
darlegen. v 

Wir denken uns eine einfach unendliche Kurvenschar ($) auf der 
Fläche, die durch eine endliche Gleichung von der Form'p(u,v) = const. 
oder durch eine Differentialgleichung von der Form: 

68) Darboux, Bull. sc. math. (2) 12 (1888), p. 126; „Bianchi“ $ 68; „Dar- 
boux“ 4, p. 25. Vgl. die Anwendung auf infinit. Deformation von Flächen, IID6a, 
Nr. 32. 

69) Par. soe. math. Bull. 24 (1896), p. 43. 

70) Das unter 58) zitierte Werk, p. 418. 

71) Cours de geometrie descriptive, Paris 1886, p. 294 ff., woselbst zahl- 
reiche Litteraturangaben; Prineipes et developpements de geometrie cindmatique, 


Paris 1894, p. 141 ff. 
72) Giorn. di mat. 10 (1872), p. 109. 
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fı (u, v) du + fz(u,v) dv — 0 
festgelegt sei und betrachten ausserdem die Schar (2) ihrer senk- 
rechten Durchdringungskurven. Im Punkte (P) der Fläche kreuzen 
sich zwei Einzelkurven beider Scharen und ihre Tangenten bilden 
mit der Flächennormalen ein rechtwinkliges Dreikant. Die Richtungs- 
kosinus der drei Kanten sind in der unter Nr. 8 erklärten Bezeich- 
nungsweise: 
de üy de da dy de, 
as’ ds’ ds’ do’ do’ do’ 
Diese Kanten nehmen wir zu Achsen eines neuen, beweglichen Koor- 
dinatensystems und nennen sie der Reihe nach die &-, Y-, z’-Achse. 
Durchläuft der Punkt (P) eine Flächenkurve, so bewegt sich mit ihm 
das fragliche Dreikant und zwar kann für einen unendlich kleinen 
Zeitraum diese Bewegung aufgefasst werden 1) als eine Schraubung, 
d. h. Drehung um eine bestimmte Achse und Fortschreitungsbewegung 
(Translation) parallel zu ihr (Beltrami’scher Standpunkt), oder 2) als 
eine Fortschreitungsbewegung in einer von (P) ausgehenden Tan- 
gentialrichtung der Fläche und eine Drehung um eine durch (P) 
gehende Achse (Darboux’scher Standpunkt). Dabei ist bekanntlich 
die unter 1) auftretende Schraubungsachse parallel der unter 2) ge- 
dachten Drehungsachse und die Grösse der Drehung ist in beiden Fällen 
dieselbe. Beltrami bestimmt die Richtungskosinus der Schraubungs- 
achse im System der x’-y’-z2’-Koordinaten und zeigt für eine Verrückung 
des Punktes (P) in der x’-Achse, dass diese Verrückung auf einer 
Krümmungslinie oder Haupttangentenkurve erfolgt, je nachdem die 
Schraubungsachse zur «- oder zur y'-Achse senkrecht ist. Zieht man 
auch die übrigen von Beltrami nicht berücksichtigten Verrückungen 
des Dreikants in Betracht, so erhält man eine einfach unendliche An- 
zahl von Schraubungsachsen, die ein Oylindroid bilden”®). Hier zeigt 
sich, dass die Verrückung des Punktes (P‘) stets in einer Krümmungs- 
linie erfolgt, wenn die Schraubungsachse senkrecht zur Verrückungs- 
richtung liegt. Die entsprechenden Schraubungen sind die einzigen, 
die sich auf blosse Drehungen beschränken. Erfolgt die Verrückung 
auf der zu R, (oder R,) gehörenden Krümmungslinie, so trifft die ent- 
sprechende Schraubungsachse den von (P) verschiedenen Endpunkt von 
R, (oder R,). — Die Verrückung erfolgt auf einer Haupttangenten- 
kurve, wenn die Schraubungsachse senkrecht ist zu der auf der Ver- 
rückungsrichtung senkrechten Flächentangente. 
Darboux bezieht ebenfalls die Fortschreitungs- und Drehungs- 


RES 


73) v. Lilienthal, Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung, 
11 (1902), p. 38, 
9* 
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bewegung auf das System der x’-y'-z’-Achsen. Dabei werden die Kom- 
ponenten der Fortschreitung durch die Gleichungen gegeben '%): 


dx d 
Das 2 —gautäde, Ida —ndu+ mdo, 
DdeX=0, 


und die Komponenten der Drehung durch die Gleichungen: 


) dx d 
x da, — pdu + p, dv, DE aX = gdu + q,dv, 


dx dc 
I, rdu tr rdv. 


Die Grössen Edu, ndu, pdu, gqdu, rdu oder &,dv, n,dv, pıdv, 
q,dv, r,dv haben also die Bedeutung der Translations- und Rotations- 
komponenten bei einer auf einer Kurve v = const. oder u = const. 
vor sich gehenden Verrückung. Ein mit dem Dreikant fest ver- 
bundener Punkt, dessen Koordinaten hinsichtlich der drei Kanten 
« y,z' seien, erfährt durch die unendlich kleine Bewegung des Drei- 
kants eine Verrückung, deren Komponenten hinsichtlich der drei 
Kanten durch die Ausdrücke 


£du+ &do + (gdu + qdo)z — (rdu-+ r,dv)y, 
ndu + ,dv + (rdu + r,dv)a — (pdu + pı dv)z', 

(pdu + pıdo)y — (gdu + qdv)z 
bestimmt werden. Die Gleichungen der bisher betrachteten Kurven- 
systeme auf einer Fläche ergeben sich jetzt folgendermassen. Die der 
Tangente (dx, dy, dz) konjugierte Tangente ist die Schnittlinie der 
beiden x, y-Ebenen, die zu den Punkten (2, y,z) und («+dx, y+dy, 
z-+.dz) gehören. Die Punkte der konjugierten Tangente müssen 
also Verrückungen erfahren, die in der zu (P) gehörenden #', y--Ebene 
liegen, d. h.: 

(pdu + do) y — (adu + qde)a — 0 
ist die Gleichung der konjugierten Tangente. Fällt letztere mit der 
durch die Verrückung von (P) bestimmten Tangente zusammen, so 
ist diese Verrückung auf einer Haupttangente erfolgt, d. h. 


(p du + p,do)ndu+ dv) — (gqdu+ q,dv)(Edu + &,dv) = 0 


ist die Gleichung der Haupttangentenkurven. 

Die Gleichung der Krümmungslinien ergiebt sich hier von zwei 
Gesichtspunkten aus. Einmal bilden die z’-Kanten längs einer 
Krümmungslinie eine abwickelbare Fläche. Bei einer Verrückung 


74) „Darboux“ 2, p. 347 ff. 
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von (P) auf einer Krümmungslinie muss also ein Punkt der z’-Kante 
in dieser Kante verschoben werden, für ihn ist somit = y’—= 0 und: 
&Sdu+&dv + (gduu+qd)f!=0, 
ndu + n,dv — (pdu + p,dv)2—=0. 
Eliminiert man aus diesen Beziehungen z’, so folgt die Gleichung 
der Krümmungslinien, eliminiert man du und dv, so ergiebt sich die _ 
Gleichung der Hauptkrimmungshalbmesser. Zweitens kann man fragen, 
für welche Verrückungen des Punktes (P) sich Punkte (x, y’, 2”) finden, 
die in Ruhe bleiben. Als Bedingung des jetzt verlangten gleichzeitigen 
Verschwindens der Verrückungskomponenten erscheint ebenfalls die 
Gleichung der Krümmungslinien. 


III. Geodätische Krümmung. 


11. Historisches. Die erste veröffentlichte Betrachtung des heut- 
zutage mit dem Namen „geodätische Krümmung einer Flächenkurve“ 
belegten Ausdrucks dürfte von F. Minding”) herrühren, der 1830 
den folgenden Satz aufstellte: „Längs der Kurven, die auf einer Fläche 
bei kürzestem Umfang ein Flächenstück von gegebenem Flächeninhalt 


F\ . . ” cost _. 
begrenzen, ändert sich die Grösse —— nicht, wo R den Halbmesser 


R 
der ersten Krümmung der Kurve und © den Winkel bedeutet, den 
die Schmiegungsebene der Kurve mit der Tangentialebene der Fläche 
einschliesst.“ Kurz darauf wies Minding'®) nach, dals jener Ausdruck 
sich allein durch die Grössen E, F, @ und ihre ersten Ableitungen so- 
wie durch die Differentiale du, dv, d’u, d?v darstellen lässt. Später 
zeigte Ch. Delaunay”), dass die Frage nach den Flächenkurven, die 
bei gegebener Länge ein möglichst grosses Flächenstück begrenzen, 


ebenfalls auf die Kurven führt, für die der Ausdruck ı konstant 


ist. O. Bonnet”?) nannte jenen Ausdruck die „geodätische Krümmung“ 


R. Liowville beschäftigt sich in der ersten und zweiten Note zur 
fünften Auflage von Monge’s Application d’analyse ä la geometrie 
(Paris 1850) ausführlich mit der geodätischen Krümmung und ebenso 
J. Bertrand im Trait& de caleul differentiel et integral, 1, Paris 1862, 
p: 736. Vgl. „Darboux“ 3, p. 113. 


75) J. f. Math. 5 (1830), p. 297. Vgl. IID6a, Nr. 1, Fussn. 2. 

76) Ib. 6 (1830), p. 159. Vgl. IIID 6a, Nr. 2, 15. 

77) J. de math. (1) 8 (1843), p. 241. Vgl. E. Catalan, J. ec. polyt. 17 
(1843), p. 151; O. Bonnet, ib. 19 (1848), p. 44; „Darboux“ 3, p. 151. 

78) J. €c. polyt. 19 (1848), p. 43. 
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In dem vor kurzem (1900) herausgegebenen Nachlass von Gauss 
findet sich p. 387 eine mit der Minding’schen gleiche Definition der 
geodätischen Krümmung, die Gauss „Seitenkrümmung“ nennt. Wir 
bezeichnen sie für den Augenblick mit Kg. Von der Seite 389 der 
Gauss'schen Arbeit an ist aber unter „Seitenkrämmung“ das über 


eine Flächenkurve hinerstreckte Integral E} Kgds zu verstehen, denn 


der von Gauss für das „Differential der Seitenkrümmung“ gefundene 
Ausdruck stimmt bis auf den Faktor ds mit dem von Minding für 


I gegebenen überein. Es liegt daher die Vermutung nahe, dass 


Gauss den Bonnet’schen, weiter unten (Nr. 15) erwähnten, Satz über die 
curvatura integra eines von beliebigen Flächenkurven begrenzten 
Polygons schon gekannt hat. 


12. Definitionen und Ausdrücke für die geodätische Krüm- 
mung. (Vgl. Nr.15.) Anschauliche Definitionen der geodätischen 
Krümmung sind die folgenden: 

1) Betrachten wir eine Flächenkurve und in ihr einen Punkt (P). 
Die zu (P) gehörende Krümmungsachse (III D 1, 2, Nr. 29) der Kurve 
schneidet die zu (P) gehörende Tangentialebene der Fläche im Mittel- 
punkte der zu (P) gehörenden geodätischen Krümmung der Kurve; 
der Abstand des Mittelpunkts vom Punkte (P) heisst der Halbmesser 
der geodätischen Krümmung. 

2) Es sei (P,) ein zweiter Punkt der Kurve, (7”) und (7,’) seien 
diejenigen Normalen der Kurve in (P) und (P,), die zugleich Flächen- 
tangenten sind. Die senkrechte Projektion von (7,’) auf die durch 
(T’) und die Sehne (P.P,) gelegte Ebene schneide (7”) im Punkte (8). 
Lässt man nun den Punkt (P,) sich dem Punkte (P) immer mehr 
nähern, so rückt ($) in den Mittelpunkt der zu (P) gehörenden geo- 
dätischen Krümmung der Kurve’®). 

3) Projiziert man die Flächenkurve senkrecht auf die zu (P) ge- 
hörende Tangentialebene der Fläche, so ist die Krümmung der Pro- 
jektion gleich der geodätischen Krümmung der Kurve. 


Ausdrücke für die geodätische Krümmung. Der oben gekenn- 
zeichnete Mindingsche Ausdruck ist zu gross, um hier Platz zu 
finden®); eine Vereinfachung des Ausdrucks stellt die Bonnet’sche 
Formel dar. Ist (u, v) = const. die Gleichung der betrachteten 


Flächenkurve, so besteht für ihre geodätische Krümmung - ‚ falls: 


79) R. v. Lilienthal, Math. Ann. 42 (1893), p. 506; „Darboux“ 3, p. 117. 
80) Vgl. Beltrami, Giorn. di mat. 3 (1865), p. 86. 
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dgp\? dp 69 ogy\? 
N— v2) )2F% te) 
die Gleichung"): 
op 09 p op 
ea u 
R yEG-r:\dw N SRH, N 
Der Beltramische Ausdruck ist der En 
1 
ya, 90 ya; a) 

J. Liowville führte den Winkel (i) ein, den die betrachtete Flächen- 
kurve mit der Parameterlinie « = const. bildet, wobei die Parameter- 
linien als rechtwinklig angenommen werden. Sind K, und K, die 
geodätischen Krümmungshalbmesser der Linien v = const. und u = 
const., so ist: 

















1 cos% sin t 


Be ErEtT 


Diese Gleichung findet sich in der Note II p. 574 der Liouville'schen 
Ausgabe von Monge's Application. Eine Erweiterung der Formel für 
beliebige Parameterlinien gab Liowville in den Par. C. R. 32 (1851), 
p. 533, während im folgenden Bande der ©. R. (1851), p. 89 Bonnet die 
Liouvilleschen Formeln aus seinen früheren ableitet“). An den Liou- 
ville'schen Ausdruck hat @. Ricci®?®) eine Reihe von Folgerungen 
geknüpft, von denen wir hier die folgende hervorheben: Die geodä- 
tische Krümmung einer Schar isogonaler Trajektorien der Parameter- 


linien sei 3 ihre Bogenlänge s; für die Orthogonalschar der betrach- 


teten Schar sei die geodätische Krümmung = die Bogenlänge o. 
Dann ist in ein und demselben Flächenpunkt, wie man auch die erste 
Schar wählen möge, der Ausdruck: 


1 1 
IRuıE 
ds do 


konstant und wird von Ricci die Anisothermie des Büschels der iso- 
gonalen Trajektorien der Parameterlinien genannt. 

Hat man es mit einer einzelnen Flächenkurve zu thun, so sehe 
man ihre Koordinaten als Funktionen ihrer Bogenlänge s an. Dann 


folgt: 
an =D (rE-25) -. 


81) Par. C. R. 42 (1856), p. 1137; J. de math. (2) 5 (1860), p. 166. 
82) Giorn. di mat. 3 (1865), p. 83. 

83) J. &c. polyt. 19 (1848), p. 43. 

83®) Die unter 49) zitierten Lezioni, p. 214. 
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Ist aber die Kurve als Individuum einer Kurvenschar betrachtet, so 
kennt man damit auch die Schar der senkrechten Durchdringungs- 
kurven. Jetzt wird unter Benutzung der oben definierten Ableitungen 
nach Bogenlängen: 


1 _ Sidz &e 
Bi. do ds?’ 
d’x : 6:08 
wo —,; soviel bedeutet wie Free 


Ein anderer Weg, der zu übersichtlichen Ausdrücken für die 
geodätische Krümmung führt, ist der folgende. Man nehme irgend 
zwei einfach unendliche Kurvenscharen auf der Fläche, die sich unter 
dem Winkel @ schneiden mögen. Mit s, und s, bezeichne man ihre 
Bogenlängen, mit 6, und o, die ihrer orthogonalen Trajektorien. 
Setzt man nun: 


dx dx 


dx 2 dx ‚ 
re Ya a6, 9 +7, 
so sind S,, 8, $,, 8, lineare Differentialformen von du und dv, die 
die integrierenden Faktoren A,, A, A,', Ay besitzen mögen. Bezeichnen 


wir nun mit > und x die geodätischen Krümmungen der durch 
1 2 
die Differentialgleichungen S,—= 0 und $,—=0 festgelegten Kurven, 


mit —, und —, die ihrer orthogonalen Trajektorien, so hat man®%): 








K, K, 
4 = Ka log Er t = a og a 
re 6, sing’ IR do, sing?’ 
an Lee, 
. ds, Say aM ds, sin p 


Endlich lässt sich für die geodätische Krümmung einer Kurve ein 
Ausdruck aufstellen, der dem Euler’schen für die Normalkrümmung 
entspricht. Denken wir uns wieder das bewegliche System der 
©, y,2-Achsen. Jede unendlich kleine Verrückung des Anfangspunkts 
(P) dieses Systems bewirkt eine unendlich kleine Verrückung des 
Dreikants, die als eine Schraubenbewegung aufgefasst werden kann. 
Einer auf der zu R, (R,) gehörenden Krümmungslinie‘ erfolgenden 
Verrückung des Punktes (P) entspricht, wie wir in Nr. 10 sahen, eine 
Schraubungsachse, die durch den Endpunkt von R,(R,) geht und die 
Tangente der zu R,(R,) gehörenden Krümmungslinie in einem Punkte 
schneidet, der mit (P,) bez. (P,) bezeichnet werden möge. Die durch 
(P,) und (P,) gehende Gerade enthält die Mittelpunkte der geodäti- 


schen Krümmungen rn und - der Kurven, deren Tangenten mit der 


x- bez. y-Achse zusammenfallen. Sie ist zugleich der Ort derjenigen 


84) v. Lilienthal, Math. Ann. 42 (1893), p. 514. 
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Punkte der Tangentialebene, die durch die Verrückungen des Dreikants 
senkrecht zur Tangentialebene verschoben werden. Bezeichnet man nun 
die mit geeignetem Vorzeichen versehenen Masszahlen der Strecken 
PP, und PP, mit /, bez. l,, so bestehen die Gleichungen®®): 


1 _ _cosp sing 1 sing cos p 

K, iR I, l, ? KR, En IA I, 
Bonnet und Liowville wandten die geodätische Krümmung zur Ver- 
einfachung der Darstellung des Gauss’schen Krümmungsmasses an. 


Werden die geodätischen Krümmungen der Parameterlinien u = const., 


A 1 1 
v® = const. mit RE und yo 


u ® 


dem sich die Parameterlinien schneiden, so findet Liowville die Glei- 
chung ®®): 








bezeichnet und ist g der Winkel, unter 





VFe-RB_0o 2 (78) N ee 


RR Wet) Wü} 


® 


13. Sätze über die geodätische Krümmung. 1) Hinsichtlich der 
durch einen Flächenpunkt gehenden ebenen Schnitte, die von ihrem 
Krümmungskreis hyperoskuliert werden (Nr. 39, III D 1,2, Nr.38) — 
bei Ausschluss der Normalschnitte (Nr. 32) und des Tangentialschnitts 
— gab A. Ribaucour folgende Sätze®”). Man bezeichne die geodätische 
Krümmung eines solchen Schnitts mit 7. Die in dem Schnitt liegende 
Flächentangente ist zugleich Tangente einer Flächenkurve von kon- 
stanter Normalkrümmung. Die geodätische Krümmung dieser Kurve 
sei 7,. Dann ist 37=2T,. Die Mittelpunkte der geodätischen 
Krümmungen aller durch denselben Flächenpunkt (P) gehender hyper- 
oskulierter Schnitte liegen in der Tangentialebene auf einer Kurve 
dritter Ordnung, welche in (P) die beiden Krümmungslinien berührt, 
und deren drei Inflexionspunkte auf der Geraden liegen, welche die 
geodätischen Krümmungsmittelpunkte der Krümmungslinien enthält. 

2) In Betreff der oben erklärten Schraubungsachsen gilt der Satz, 
dass eine solche nur dann der Tangentialebene parallel ist, wenn sie 
zu der Tangente gehört, die zur Verbindungslinie der Mittelpunkte 


der geodätischen Krümmungen - und - senkrecht ist. Ihre Pro- 
1 2 


jektion auf die Tangentialebene fällt dann zusammen mit der der frag- 
lichen Tangente konjugierten Tangente. 


85) v. Lilienthal, Jahresb. der deutschen Mathem.-Ver. 11 (1902), p. 41. 

86) Par. C. R. 32 (1851), p. 533; J. 6c. polyt. 19 (1848), p. 53; Par. C. R. 
33 (1851), p. 91. Vgl. Beltrami, Giorn. di mat. 3 (1865), p. 238, 240. 

87) Par. C. R. 80 (1875), p. 642. Vgl. ibid. A. Mannheim, p. 725; E.La- 
guerre, p. 822; A. Mannheim, ibid. 80 (1876), p. 554; E. Cosserat, Toulouse, M&m. 
(9) 7 (1895), p. 377. 
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3) Hinsichtlich einer einfach unendlichen Schar von Flächen- 
kurven kann man nach dem Ort der Punkte fragen, in denen eine 
Einzelkurve der Schar von ihrer benachbarten die kürzeste oder 
grösste Entfernung hat. Man nennt den fraglichen Ort die „Strik- 
tionslinie“ der Schar. Nach F\ Brioschi®®) leitete zuerst P. Maggi, 
sodann A. Bordoni®”) die Gleichung der Striktionslinie her. Nehmen 
wir die Kurvenschar als die Schar der Parameterlinien v = const,, 
so ist die Gleichung der Striktionslinie: 

0@G oE oF 
uber u a ne I era 
Hier gilt der Beltrami’sche Satz: Die Striktionslinie einer Kurven- 
schar ist der Ort der Punkte, in denen die geodätische Krümmung 
der Kurven der Orthogonalschar verschwindet"). 


4) Besteht zwischen den geodätischen Krümmungen x und 2 
zweier Orthogonalscharen eine Gleichung, so sind die Verbindungs- 
linien der Mittelpunkte jener Krümmungen die Normalen einer Fläche"). 

5) Ein Satz über die geodätische Krümmung des sphärischen 
Bildes einer auf einer positiv gekrümmten Fläche gezogenen Kurve 
ist von Bonnet aufgestellt”). Mit ds sei das Bogenelement der Kurve, 


Kay Fr RER | 1 . . “ 
mit 7 ihre geodätische Krümmung, mit „ und „— seien die geodä- 


1 2 
tischen Krümmungen der Krümmungslinien bezeichnet, während die 
Kurve die zu R, gehörende Krümmungslinie unter dem Winkel « 


schneiden möge. Das sphärische Bild der Kurve besitze das Bogen- 
element do, die geodätische Krümmung » und schneide das sphä- 


rische Bild der zu R, gehörenden Krümmungslinie unter dem Winkel ß. 
Die geodätischen Krümmungen der sphärischen Bilder der Krümmungs- 


= 1 
linien seien - und „,. Dann bestehen die Gleichungen: 
1 2 


ds.coso« __do-cosß ds.sin«e  dosinß 
K, e K,' j K, Ei K, . 
Mit Hülfe derselben zeigt Bonnet, dass das über eine geschlossene 








von Ecken freie Flächenkurve hinerstreckte Integral von z gleich ist 


dem über das sphärische Bild der Kurve erstreckten Integral von 


88) Mailand, Ist. Lombardo Giorn. 9 (1856), p. 400. 
89) Mailand, Ist. Lombardo Mem. 5 (1856), p. 265. 
90) Beltrami, Giorn. di mat. 3 (1865), p. 231. 

91) Th. Caronet, Par. C. R. 115 (1892), p. 589. 

92) J. ec. polyt. 19 (1848), p. 127, 128. 
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Über das Verhalten der geodätischen Krümmung gegenüber Punkt- 
transformationen einer Fläche siehe R. Mehmke, Zeitschr. Math. Phys. 
37 (1892), p. 186, über die Bestimmung von Flächenkurven mit vorge- 
schriebener geodätischer Krümmung siehe „Darboux“ 3, p. 144, über 
die geodätische Krümmung der sphärischen Bilder der Flächenkurven 
siehe v. Lalienthal, Math. Ann. 42 (1893), p. 522. 


IV. Geodätische Linien. 


14. Geodätische und kürzeste Linien. Die Lehre von den geo- 
dätischen Linien entwickelte sich aus der 1687 von Joh. I. Bernoulli ”) 
gestellten Aufgabe, zwischen zwei auf einer Fläche gegebenen Punkten 
die ganz in der Fläche liegende kürzeste Verbindung herzustellen, 
mit anderen Worten, die Gestalt eines zwischen den beiden Punkten 
auf der Fläche gespannten Fadens zu ermitteln. Schon J. Bernoulli 
fand die wesentlichste Eigenschaft der kürzesten Linien, dass nämlich 
in jedem ihrer Punkte ihre Schmiegungsebene zur Tangentialebene 
der Fläche senkrecht steht. Zieht man aber auf einer Fläche von 
einem Punkte (P) aus eine Linie mit der ebengenannten Eigenschaft, 
so zeigt schon das Beispiel der Kugel, dass auf der Linie ein Punkt 
(P,) liegen kann von der Art, dass die Linie wohl die kürzeste Ver- 
bindung von (P) mit den auf ihr zwischen (P) und (P,) liegenden 
Punkten, nicht aber mit den über (P,) hinaus liegenden Punkten dar- 
stellt. Wir nennen daher geodätische Linie eine solche, deren Schmie- 
gungsebene stets senkrecht zur Tangentialebene der Fläche ist, deren 
geodätische Krümmung also durchweg verschwindet. Hingegen werde 
eine von einem Flächenpunkt (P) ausgehende geodätische Linie nur 
insoweit kürzeste Linie genannt, als sie die kürzeste auf der Fläche 
mögliche Verbindung zwischen (P) und den von ihr durchzogenen 
Punkten darstellt, falls nur solche Verbindungen berücksichtigt werden, 
die der betrachteten geodätischen Linie hinreichend benachbart sind. 
Dass jede von einem Punkt ausgehende geodätische Linie innerhalb 
eines gewissen den Punkt umgebenden Bereichs zugleich kürzeste ist, 
zeigt Darboux (Lecons 2, p. 408). C. Jacobi sprach ohne Beweis den 
Satz aus, dass auf einer negativ gekrümmten Fläche eine geodätische 
Linie nie aufhöre, kürzeste zu sein. Beweise für diesen Satz gaben 
Bonnet®*), E. B. Ohristoffel ”), H. v. Mangoldt”). Bonnet zeigte”), dass 


93) P. Stäckel, Bemerkungen zur Geschichte der geodätischen Linien, 
Leipz. Ber. 1893, p. 444. 

94) Par. C. R. 40 (1855), p. 1311 u. 41 (1855), p. 32. 

95) Berlin, Abhandl. 1868, p. 151. 96) J. f. Math. 91 (1881), p. 25. 

97) Par. C. R. 40 (1855), p. 1311; „Darboux“‘ 3, p. 103. 
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wenn längs einer geodätischen Linie das Produkt der Hauptkrümmungs- 
radien R,, R, positiv und kleiner wie a? ist, die Linie in einem die 
Grösse za übersteigenden Intervall nicht mehr eine kürzeste Linie 
sein kann. 

v. Mangoldt unterscheidet (a. a. OÖ.) auf einer Fläche Punkte erster 
und zweiter Art, je nachdem die sämtlichen von dem Punkte aus- 
gehenden geodätischen Linien beständig kürzeste Linien bleiben oder 
nicht. Die Einhüllenden derjenigen von einem Punkt zweiter Art 
ausgehenden geodätischen Linien, die mit der Zeit aufhören kürzeste 
zu sein, sind von A. v. Braunmühl namentlich auf dem Ellipsoid 
untersucht ®). 

Für eine durchweg positiv gekrümmte Fläche zeigte H. v. Mangoldt 
a.a.O., dass auf ihr Punkte erster Art nur vorkommen können, wenn 
ihre Gesamtkrümmung kleiner wie die halbe Einheitskugel ist; ferner, 
dass zutreffenden Falls diese Punkte entweder vereinzelt auftreten, wie 
auf dem elliptischen Paraboloid, oder einen endlichen Bereich auf der 
Fläche ausfüllen, während der übrige Teil der Fläche nur Punkte 
zweiter Art enthält, wie es beim zweischaligen Hyperboloid stattfindet. 

Die Aufgabe, zwischen zwei gegebenen Flächenpunkten die kürzeste 
ganz in der Fläche liegende Verbindung aufzufinden ®®*), lässt unter 
Umständen unendlich viele Lösungen zu. Es kommt hier einmal auf 
den Typus der Verbindungslinie an, wobei diejenigen Verbindungs- 
linien als demselben Typus angehörend betrachtet werden, die durch 
stetige Deformation in einander übergeführt werden können, und dann 
auf den Umstand, ob neben den kontinuierlichen auch diskontinuier- 
liche Lösungen zugelassen werden®®). Die geodätischen Linien eines 
Cylinders, d.h. die isogonalen Trajektorien seiner Erzeugenden liefern 
hier das einfachste Beispiel. Dieselbe Eigenart wie die vorige hat 
die Aufgabe, die kürzeste ganz in der Fläche liegende Verbindung 
zwischen einem Punkt und einer geschlossenen Kurve aufzufinden ®*°), 
wo sich dann zeigt, dass diese Kurve von der fraglichen Verbindungs- 
linie senkrecht getroffen wird. © 


15. Eigenschaften geodätischer Linien. Bewegt sich ein Punkt 
ohne Reibung auf einer Fläche, so beschreibt er eine geodätische Linie, 
wenn keine beschleunigende Kraft auf ihn wirkt, oder eine solche, 


98) Inaug.-Diss. München 1878 und Math. Ann. 14 (1878), p. 557 u. 20 
(1882), p. 557, auch Modellsammlung von M. Schilling, Halle a/S., Nr. 104—108. 
Vgl. L. Krüger, Inaug.-Dissert. Tübingen, Berlin 1883. 

98*) „Darboux“ 3, p. 86,106; D. Hilbert, Jahresber. Math.-Ver. 8 (1900), p. 186. 

98®) A. Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung, Braunschweig 1900, p. 174. 

98°) J. Hadamard, J. de math. (5) 3 (1897), p. 348. 
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die eine von der Zeit freie Kräftefunktion U besitzt, für die AU 
auf der Fläche eine Funktion von U allein ist (A. Enneper, Gött. 
Nachr. 1869, p. 62). Im letzteren Fall gehört die Bahnkurve des 
Punktes zu den orthogonalen Trajektorien der Kurven U = const,, 
welch’ letztere von A. de Saint-Germain Niveaulinien genannt werden 
(J. de math. (3) 2 (1876), p. 325. Vgl. P. Stäckel, Über die Bewegung 
eines Punktes auf einer Fläche. Inaug. Diss. Berlin 1885.) Es ordnen 
sich so die Untersuchungen über den Verlauf der geodätischen Linien 
den allgemeineren über den Verlauf der Bahn eines bewegten Punktes 
unter. Für eine Fläche von überall positivem Krümmungsmass zeigt 
J. Hadamard (J. de math. (5) 3 (1897), p. 331), dass auf ihr jede 
geschlossene geodätische Linie von jeder anderen geodätischen Linie 
unendlich oft geschnitten wird, falls man sich die letztere von einem 
Punkt durchlaufen denkt. Es können also geschlossene geodätische 
Linien, dei sich nicht schneiden, hier nicht auftreten. Für eine überall 
negativ gekrümmte Fläche zeigt Hadamard (J. de math. (5) 4 (1898), 
p- 27) unter weitgehenden Voraussetzungen über die Gestalt der Fläche 
dass jedem Typus einer Verbindung zweier Punkte eine und nur eine 
geodätische Verbindung dieser Punkte entspricht; ferner, dass auch 
jedem Typus einer geschlossenen Kurve eine geschlossene geodätische 
Linie entspricht, wobei nur die Umringe um die sich ins Unendliche 
erstreckenden, aber einer bestimmten Richtung sich asymptotisch 
nähernden (röhrenförmigen) Teile der Fläche eine Ausnahme machen. 
So ist auf einer Fläche von zweifachem Zusammenhang nur eine 
geschlossene geodätische Linie möglich. Ausser den geschlossenen 
und den ins Unendliche verlaufenden geodätischen Linien werden von 
Hadamard noch solche unterschieden, die sich einer geschlossenen 
geodätischen Linie asymptotisch nähern oder die nach Annäherung 
an eine erste geschlossene geodätische Linie sich von ihr entfernen, 
um sich einer zweiten zu nähern u. s. f. Eine eingehende Unter- 
suchung des Verlaufs der geodätischen Linien auf den geradlinigen 
Flächen zweiter Ordnung gab J. Hadamard (Par. soc. math. Bull. 26 
(1898), p. 165). 

Aus dem Umstand, dass die Binormale einer geodätischen Linie 
senkrecht zur Flächentangente ist, ergibt sich die Differentialglei- 
chung der geodätischen Linien in der Form: 


X(dyd?z — dzd’y) + Y(dzd’z— dad?z) + Z(dz d’y — dy dx) — 0. 


Sieht man hier x, y, 2 als Funktionen von « und v an und zudem 
längs einer geodätischen Linie v als eine Funktion von u, so folgt für v 
eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung von der Form: 
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V"=m+ 404 v?+ av”, 9) 

d.h. v ist eine Funktion von u mit zwei Prralkrn. Es gibt daher auf 
einer Fläche doppelt unendlich viele geodätische Linien. Eine einzelne 
ist durch die Forderung bestimmt, dass sie einen gegebenen Punkt 
in gegebener Richtung en soll. Die geodätischen Linien, 
welche von ein und demselben Punkte (P) ausgehen oder ein und 
dieselbe Flächenkurve (Z) senkrecht schneiden, bilden somit eine ein- 
fach unendliche Schar. In betreff solcher Scharen zeigte Gauss ®®), dass, 
wenn man von (P) oder von (Z) aus auf den fraglichen geodätischen 
Linien sich gleiche Bogenlängen abgesteckt denkt, die Endpunkte 
dieser Bögen eine Kurve bilden, welche die Kurven der betrachteten 
Schar senkrecht schneidet. Durch diesen Satz wurde Gauss zur 
Einführung der sogenannten geodätischen Polarkoordinaten geführt, 
die sich folgendermassen festlegen lassen. Man nehme zu Parameter- 
linien die von einem beliebig gewählten Punkte (P) ausgehenden 
geodätischen Linien (.Polarradien) und ihre senkrechten Durch- 
dringungskurven (Polarkreise). Die von (P) aus gerechnete Bogenlänge 
der geodätischen Linien nenne man p, den Winkel, den im Punkte (P) 
eine der geodätischen Linien mit einer bestimmten durch (P) gezogenen 
Flächentangente bildet, nenne man q. Für diese Parameter nimmt 
das Quadrat des Linienelements der Fläche die Form an: 


ds? —= dp? + m?dq?, 
wo fir p=0 auch m=0 und = 1 wird. Das Krümmungs- 


mass wird durch den Ausdruck — 2 be geliefert, und die Gleichung 


der geodätischen Linien erhält die Gestalt: 


dd = — - dq, 

wo ® den Winkel bedeutet, unter dem die geodätische Linie die 
Parameterlinien qg — const. schneidet!°). Mit Hülfe der obigen Glei- 
chungsform der geodätischen Linien bewies Gauss für ein auf einer 
Fläche gelegenes aus geodätischen Linien gebildetes Dreieck (geo- 
dätisches Dreieck) den Satz: Auf einer positiv gekrümmten Fläche 
ist der Überschuss der Winkelsumme eines geodätischen Dreiecks 
über 180°, auf einer negativ gekrümmten Flüche der Fehlbetrag der 


99) Über die Bedingung, unter der eine allgemeine Gleichung von dieser 
Form die Gleichung geodätischer Linien ist, siehe R. Liouville, Par. C. R. 108 
(1889), p. 495. 

99°) Disquisit. Nr. 15, 16. 

100) Disquisit. Nr. 19, 
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Winkelsumme eines solchen Dreiecks an 180° gleich dem in Graden 
ausgedrückten Flächeninhalt des sphärischen Bildes des Dreiecks !%?). 
Bonnet verallgemeinerte den Gauss’schen Satz dahin, dass auf einer 
positiv gekrümmten Fläche die Gesamtkrümmung eines krummlinigen 
Dreiecks gleich ist dem -Überschuss seiner Winkelsumme über zwei 
Rechte vermindert um das über die Begrenzung hinerstreckte Integral 
der geodätischen Krümmung der Begrenzungslinie!"). Für den Um- 
fang (U) und den Inhalt (J) eines Polarkreises gelten bei hinreichend 
kleinem Polarradius r die .Bertrand’schen Gleichungen ?%): 
nr? ar 

a ee ırr 
Neben dem System der geodätischen Polarkoordinaten betrachtet Gauss 
noch ein zweites System von Parameterlinien!®). Man ziehe nach 
Belieben die Kurve (Z) auf der Fläche, rechne ihre Bogenlänge von 
einem willkürlich auf ihr festgelegten Punkte aus und bezeichne mit 
q eine irgendwie gewählte Funktion dieser Bogenlänge, mit p die von 
(L) aus gerechnete Bogenlänge der zu (L) senkrechten geodätischen 
Linien. Man kann beide Systeme von Parameterlinien durch die Aus- 
sage kennzeichnen, dass die Kurven g = const. geodätische Linien mit 
der Bogenlänge p sind und von den Kurven p = const. senkrecht 
geschnitten werden. Den Zusammenhang dieser Parameter p, q mit 
den allgemeinen u und v stellen nach Gauss die Gleichungen dar: 


E(S?) — Damp en ı e(z2) = EG— rt, 


ar 








0V ou Ov u 
ER Fe- Fr-e) 


Gauss benutzt dieselben zur Berechnung der Hypotenuse und der 
Winkel eines rechtwinkligen geodätischen Dreiecks mittelst Reihen- 
entwicklung. Die hierbei im Gauss’schen Text überlieferten Unrichtig- 
keiten sind in der deutschen Ausgabe der Disquisitiones von A. Wange- 
rin !%) aufgedeckt und beseitigt. 

Wenn die Kurven q = const. eine Einhüllende besitzen, werden 


100°) Disquisit. Nr. 20. Vgl. die Bemerkung bei „Darboux“ 3, p. 138 über 
nichtgeodätische Linien, für die derselbe Satz gilt. 

101) J. ec. polyt. 19 (1848), p. 131; 24 (1865), p. 214; vgl. „Darboux“ 3, 
p. 126. @. Darboux, Ann. €c. norm. (1) 7 (1870), p. 175; E. Beltrami, Ann. di 
mat. (2) 1 (1867), p. 361 = Opere Mat. 1, Mailand (1902), p. 349. Vgl. IID6a, 
Nr. 11, Fussn. 110. 

102) J. demath. (1) 13 (1848), p. 82; Diguet ib. p. 86; vgl. @. Ossian Bonnet, 
Par. C. R. 97 (1883), p. 1360. 

103) Disquisit. Nr. 22. 

104) Ostwald’s Klassiker Nr. 5, 1889, Vgl. „Darboux“ 3, p. 157, 
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die Kurven p = const. auch die geodätischen Evolventen der Ein- 
hüllenden genannt. 

Eine fernere Eigenschaft der geodätischen Linien ist die fol- 
gende'®): Die Tangenten einer einfach unendlichen Schar von geo- 
dätischen Linien bilden das Normalensystem einer Schar von Parallel- 
flächen. Die Erzeugung der letzteren hat J. Weingarten in dem Satz 
veranschaulicht!%): Spannt man über eine gegebene Fläche senkrecht 
gegen eine willkürlich auf derselben gezeichnete Kurve eine Schar 
biegsamer Fäden, denen man sämtlich von den Punkten dieser Kurve 
an gleiche Länge gibt, so erzeugen die Endpunkte dieser Fäden bei 
ihrer Abwicklung die allgemeinste Fläche, für welche die gegebene 
mit einer Schale der Fläche der Hauptkrüämmungsmittelpunkte zu- 
sammenfällt. Bei dieser Abwicklung beschreibt jeder Endpunkt eines 
Fadens eine Krümmungslinie der erzeugten Fläche. — Einen all- 
gemeineren Satz gab Beltrami '): Wenn ein Normalensystem unter 
konstantem Winkel eine Fläche schneidet, so sind die Flächenkurven, 
welche die Strahlen senkrecht durchdringen, die orthogonalen Trajek- 
torien einer Schar geodätischer Linien. — Wir können auch die 
Bogenlängen von zwei einfach unendlichen Scharen geodätischer Linien 
als Parameter u,v einführen, wo man nach Belieben jede der beiden 
Scharen als von einem festen Punkte ausgehend oder eine feste Kurve 
senkrecht schneidend betrachten kann. Die Parameterlinien « = const., 
v= const. sind dann die orthogonalen Trajektorien der beiden Scharen 
und werden „geodätische Parallelen“ genannt. J. Weingarten!®) zeigte, 
dass das Quadrat des Linienelements hier die Form hat: 
du? + dv? + 2 cos o dudv 














em sin? o ? 
sodass, wenn: 
ut v u—v 
p SR 2% ’ q er 2 
auch: 
ds? dp? dgq? i 
E [9} 8 [07 «® 
sin? = cos Ey 


Man nennt die Kurven w+v=const. und u — 9 = const. geodätische 
Ellipsen und Hyperbeln. Sie bilden den Ort der Punkte, für welche 
die Summe oder die Differenz der geodätischen Entfernungen von 


105) Bertrand, Trait6 $ 661, 662. 

106) J. f. Math. 62 (1863), p. 61. 

107) Giorn. di mat. 2 (1864), p. 298. Vgl. E. Laguerre, Nouv. Ann. (2) 17 
(1878), p. 184. 

108) J. f. Math. 62 (1863), p. 166; vgl. Bonnet, J. €e. polyt. 25 (1867), p. 96. 
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zwei festen Punkten oder zwei festen Kurven auf der Fläche konstant 
ist. Auf diese Kurvenscharen, welche mit den konfokalen Kegel- 
schnitten der Ebene eine Reihe von Eigenschaften gemein haben, 
machte wohl zuerst O. böklen'®) aufmerksam und zwar in rein geo- 
metrischer Weise, später E. Betti!P), dessen analytisches Verfahren 
nicht einwandsfrei ist. In der erstgenannten Arbeit findet sich bereits 
der Satz, dass die Krümmungslinien des Ellipsoids aus geodätischen 
Ellipsen und Hyperbeln bestehen, deren Brennpunkte Kreispunkte des 
Ellipsoids sind. Später dehnte O. Böklen '!) seine Betrachtungen 
auf weitere Flächenkurven aus, die durch einfache Beziehungen zwischen 
w und v erhalten werden, wie z. B. die geodätischen Lemniskaten. 

Liowville zeigte"'?), dass sich nur auf den abwickelbaren Flächen 
zwei Scharen geodätischer Linien unter konstantem Winkel schneiden 
können (UI D5, Nr. 3). 

Beltrami“'?) führte den Begriff der geodätischen Krümmung in 
folgender Weise auf den der geodätischen Linien zurück. Man be- 
trachte eine Flächenkurve (L) und denke sich die zu ihr senkrechten 
geodätischen Linien. Durch den Punkt (P) von (L). lege man eine 
Kurve (C), welche die fraglichen geodätischen Linien so schneidet, dass 
ihre Tangenten denen der geodätischen Linien in den Schnittpunkten 
konjugiert sind. Der dem Punkte (P) auf (Z) unendlich benachbarte 
Punkt werde mit (P’) bezeichnet. Die Kurve (C) schneide die durch 
(P’) gehende geodätische Linie (@) im Punkte (P”). Alsdann schneidet 
die zu (P”) gehörende Tangente von (@) die durch (P) gehende und 
zu (L) senkrechte Flächentangente im Mittelpunkte der zu (P) ge- 
hörenden geodätischen Krümmung der Kurve (2). 

U. Dini'“*) beantwortete die Frage, unter welchen Umständen es 
möglich ist, auf einer Fläche eine solche Linie (Z) zu ziehen, dass, 
wenn man die geodätischen Linien betrachtet, die sie unter einem 
konstanten, aber von einem Rechten verschiedenen Winkel schneiden, 
und auf diesen Linien von (L) aus gleiche Bogenlängen abträgt, sich 
eine isogonale Trajektorie der geodätischen Linien ergibt. Derartige 
Linien (Z) finden sich nur auf Rotationsflächen (III D 5, Nr.4) und den 
auf solche abwickelbaren Flächen (III D6a, Nr. 23, 31). Längs einer 


109) Zeitschr. Math. Phys. 3 (1858), p. 257; Analytische Geometrie des 
Raumes, Stuttgart 1861, 2. Aufl. 1884, p. 74. 

110) Ann. di mat. (1) 3 (1860), p. 336. 

111) Zeitschr. Math. Phys. 26 (1881), p. 264. 

112) „Darboux‘ 2, p. 422. 

113) Giorn. di mat. 2 (1864), p. 17. 

114) Giorn. di mat. 3 (1865), p. 65. 
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Linie (L) ändert sich das Krümmungsmass der Fläche nicht. Ist 
letzteres überhaupt konstant, so tritt eine besondere Bedingung hinzu. 


16. Reduzierte Länge eines geodätischen Kurvenbogens. Der 
oben erwähnte Ausdruck — - a für das Krümmungsmass x bei 
Anwendung geodätischer Polarkoordinaten hat E. B. Christoffel (Berlin 
Abh. 1868, p. 131) zur Einführung des Begriffs reduzierte Länge eines 
geodätischen Kurvenbogens veranlasst. Nehmen wir an, dass auf einer 
Fläche eine einzelne von einem gewöhnlichen Punkt A ausgehende 
geodätische Linie gegeben sei. Dann kann man das Krümmungsmass x 
der Fläche längs der Linie als eine Funktion einer einzigen Veränder- 
lichen, nämlich der von A aus gerechneten Bogenlänge v der Linie 
ansehen. Man betrachte nun die gewöhnliche Differentialgleichung 
zweiter Ordnung: 


d? 
Zar tee —0. 


Diejenige Lösung u,(v) unserer Gleichung, für die u,(0)=0 und 
(1m 

dv 
bogens von der Länge v. Für ein System geodätischer Polarkoordi- 
naten fällt somit die reduzierte Länge jedes vom Punkte p = 0 
ausgehenden geodätischen Bogens mit dem zugehörigen Wert von m 
zusammen. 

Wie COhristoffel bewiesen hat, bleibt die reduzierte Länge eines 
geodätischen Bogens ungeändert, wenn man Anfangs- und Endpunkt 
desselben vertauscht (a. a. OÖ. p. 139; A. Brill, Münch. Abh. (II Kl.) 14 
(1883), p. 117). 

Zählt man auf einer geodätischen Linie von einem festen An- 
fangspunkte Abscissen und sind r,, r, die Abseissen der Endpunkte 
eines Stückes dieser Linie, so genügt die reduzierte Länge m dieses 
Stückes der Differentialgleichung: 

0?’m om om 


Mann enan 


(Christoffel a. a. O. p. 149 u. 166; Brill a. a. O. p. 118). 

Hat man auf einer Fläche ein System geodätischer Polarkoordi- 
naten angenommen, so besteht für die reduzierte Länge m eines geo- 
dätischen Bogens, welcher den Anfangspunkt des Systems mit einem 
beliebigen, durch seine Koordinaten », g bestimmten Punkt verbindet, 
unter der Voraussetzung, dass p eine gewisse Grenze nicht über- 
schreitet, eine nach Potenzen von 9 fortschreitende konvergente Reihen- 
entwicklung von der Form: 


) — 1 wird, nennt Öhristoffel die reduzierte Länge des Kurven- 
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m—p—"p + Qp + Rp + Sp +:--, 
in welcher x, das Krümmungsmass der Fläche im Anfangspunkt der 
geodätischen Polarkoordinaten bedeutet, und für n > 3 der Koeffizient 
von 9” jedesmal eine homogene ganze rationale Funktion (n — 3)” 
Grades von sing und cos q ist („Darboux“ 3, p. 162). 

Christoffel hat die Frage erörtert (Berlin. Abh. 1868, p. 157 ff.), 
wie man nach Annahme eines beliebigen Systems krummliniger Ko- 
ordinaten auf einer Fläche die reduzierte Länge eines auf dieser Fläche 
verlaufenden geodätischen Bogens als Funktion der Koordinaten seiner 
beiden Endpunkte bestimmen könne, Ferner hat er gezeigt (a. a. O. 
p. 144), wie man, wenn die reduzierte Länge einer durch die Koordi- 
naten ihrer Endpunkte bestimmten geodätischen Linie als Funktion 
dieser Koordinaten bekannt ist, die Winkel finden kann, welche die 
betrachtete geodätische Linie in ihren Endpunkten mit den Koordi- 
natenlinien bildet. Für Rotationsflächen zeigte Brill (Münch. Abh. 
2. Kl. 14 (1883), p. 132; vgl. M. Levy, Paris ©. R. 86 (1878), p. 949) wie 
man die reduzierte Länge eines geodätischen Bogens finden kann, 
falls derselbe durch die Koordinaten seiner Endpunkte in einem aus 
den Meridianen und Parallelkreisen gebildeten krummlinigen Koordi- 
natensystem bestimmt ist. 


17. Verschiebbarkeit geodätischer Dreiecke. Es sei © ein ein- 
fach zusammenhängendes, von singulären Punkten freies Flächenstück 
von solcher Beschaffenheit, dass je zwei Punkte von © höchstens 
durch eine ganz in © verlaufende geodätische Linie verbunden werden 
können. Dann sind die Seiten und Winkel eines auf © liegenden 
geodätischen Dreiecks durch dessen Eckpunkte eindeutig bestimmt. 
Formeln für die Änderungen, welche die Elemente eines solchen 
Dreiecks bei gegebenen unendlich kleinen Verschiebungen der drei 
Ecken erleiden, haben Christoffel (a. a. O. p. 133) und Brill (a. a. O. 
p- 118) aufgestellt. Wenn © nicht auf eine Rotationsfläche abwickel- 
bar ist, so ist es im allgemeinen unmöglich, die Ecken eines auf © 
liegenden geodätischen Dreiecks stetig so zu verschieben, dass die 
Seitenlängen und die Winkel des Dreiecks keine Änderung erleiden. 
Für einzelne spezielle Dreiecke erscheint die Möglichkeit einer solchen 
Verschiebung nicht gerade ausgeschlossen, doch ist ein Beispiel eines 
solchen Falles bis jetzt nicht bekannt. 

Ist © auf eine Rotationsfläche abwickelbar, deren Krümmungs- 
mass nicht konstant ist, so kann jedes im Innern von © liegende 
geodätische Dreieck ohne Änderung seiner Seitenlängen und Winkel 


stetig verschoben werden, aber im allgemeinen nur auf eine einzige 
10* 
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Weise, nämlich so, dass sich die drei Eckpunkte auf den bei der 
Abwickelung in die Parallelkreise der Rotationsfläche übergehenden 
Linien bewegen. 

Hat endlich © konstantes Krümmungsmass, so ist jedes im Innern 
von © liegende geodätische Dreieck ohne Änderung seiner sechs 
Elemente ebenso wie ein ebenes Dreieck in seiner Ebene in jeder 
beliebigen Weise beweglich. 

Bei einem geodätischen Dreieck, dessen Seitenlängen und Winkel 
unverändert bleiben sollen, erscheinen zunächst vier Fälle denkbar; 
nämlich, dass das Dreieck auf der dasselbe tragenden Fläche entweder 
unbeweglich oder mit einem, zwei oder drei Freiheitsgraden beweg- 
lich ist. Dementsprechend hatte Christoffel (a. a. 0. p. 172) eine Ein- 
teilung aller Flächen in vier Gattungen vorgeschlagen, je nachdem 
für ein auf der Fläche willkürlich angenommenes geodätisches Dreieck 
im allgemeinen der erste, zweite, dritte oder vierte der erwähnten 
Fälle eintritt. Zugleich hatte er gezeigt, dass diese vier Gattungen 
sich analytisch durch die Beschaffenheit einer gewissen, von sechs 
Veränderlichen abhängenden Determinante dritten Grades von einander 
unterscheiden würden, indem für die,Flächen erster Gattung die Deter- 
minante im allgemeinen von Null verschieden, für die Flächen zweiter 
Gattung dagegen die Determinante, aber nicht jede ihrer Unterdeter- 
minanten zweiten Grades, für die Flächen dritter Gattung jede Unter- 
determinante zweiten Grades, aber nicht jedes Element, und für die 
Flächen vierter Gattung auch jedes Element identisch gleich Null 
sein müsste. Die Flächen vierter Gattung fallen, wie bereits von 
Christoffel (a. a. O. p. 174) gezeigt wurde, mit den Flächen konstanten 
Krümmungsmasses (III D 5, Nr. 32) zusammen. Dasselbe gilt aber, 
wie v. Mangoldt (Freiburg i/B. naturf. Ges. 3 (1882) u. J. f. Math. 94 
(1883), p. 21) und J. Weingarten (Berl. Ber. 1882, p. 453) nachgewiesen 
haben, auch von den Flächen dritter Gattung, sodass diese besondere 
Gattung ausscheidet. Zugleich reichen die von Weingarten a. a. O. 
erhaltenen Ergebnisse hin, um darzuthun, dass die Linien konstanten 
Krümmungsmasses auf den Flächen zweiter Gattung geodätisch äquidi- 
stant (parallel) sein müssen. Den Beweis dafür, dass diese Linien auch 
isotherm (Nr. 19) und daher die Flächen zweiter Gattung auf Rotations- 
flächen abwickelbar sind, hat v. Mangoldt (J. f. Math. 94 (1883), p. 36) 
erbracht. Dieser Beweis kann dadurch vereinfacht werden, dass man, 
nachdem durch synthetische Betrachtungen im Anschluss an die er- 
wähnte Arbeit von Weingarten festgestellt ist, dass die Linien konstanten 
Krümmungsmasses geodätisch äquidistant (parallel) sein müssen, bei 
der weiter durchzuführenden Rechnung das Quadrat des Linienelements 
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der betrachteten Fläche nicht in der Form: ds? —= A (du? + dv?), 
sondern in derjenigen Form annimmt, die den Flächen mit geodätisch 
äquidistanten Linien konstanten Krümmungsmasses eigentümlich ist, 
nämlich: 





d2— du + f a m a0, 


wo p(v) eine beliebige Funktion von v und f(w) eine nur der Be- 
dingung f’(w) > 0 unterworfene, sonst ebenfalls beliebige Funktion 
von «% bedeutet !!4®), 


18. Integration der Gleichung der geodätischen Linien. Hin- 
sichtlich der Integration der Gleichung der geodätischen Linien er- 
wähnen wir zuerst die Arbeiten von ©. @.Jacobi. In einem Briefe an 
D.F.J. Arago teilte er mit, dass er die Differentialgleichung der geodä- 
tischen Linien des Ellipsoids mittels Quadraturen integriert habe, die 
die Auswertung hyperelliptischer Integrale erfordern "'5). Die von Jacobi 
im Wintersemester 1842—43 gehaltenen, 1866 von A. Clebsch heraus- 
gegebenen Vorlesungen über Dynamik enthalten p. 212 die nähere 
Ausführung dieser Integration!!°) und geben p. 176 den allgemeinen 
Satz, dass man von der Differentialgleichung der geodätischen Linien 
nur ein erstes Integral: 

dv 

Fra p(u, v, a) 
mit der wesentlichen willkürlichen Konstanten « zu kennen braucht, 
um die Integration mittels Quadraturen ausführen zu können !!?), 

Liowille zeigte in der Note III zu seiner Ausgabe von Monge’s 
Application, auch J. de math. (1) 11 (1846), p. 345; ibid. (1) 12 (1847), 
p. 410, dass man die geodätischen Linien derjenigen Flächen, deren 
Linienelement sich durch eine Gleichung von der Form: 


ds? — (p(u) + Yw))(du? + dv?) 
darstellen lässt, durch Quadraturen integrieren kann. Solche Flächen 
hat man später Ziouvillesche Flächen genannt. Zu ihnen gehören 
die abwickelbaren Flächen, die Rotationsflächen und die Flächen 
zweiten Grades. Eine geometrische Eigenschaft der geodätischen 


114°) „Darboux“ 3, p. 191. 

115) Par. C. R. 8 (1839), p. 284; J. f. Math. 19 (1837), p. 309. 

116) Vgl. A. Minding, J. f. Math. 20 (1840), p. 323; M. Chasles, J. de math. 
(1) 11 (1846), p. 5,105; F. Klein, Einleitung in die höhere Geom. 1 (1893), p. 50. 
C. Weierstrass, Berl. Ber. 1861, p. 988 = Math. Werke 1, Berlin 1894, p. 257. 
Über die geodätischen Linien auf den Rotationsflächen zweiten Grades siehe 
@. H. Halphen, Trait& des fonctions elliptiques 2, Paris 1888, chap. VI. 

117) Vgl. Bonnet, Paris, C. R. 42 (1856), p. 1137. E. Beltrami, Mailand Ist. 
Lomb. Rend, (2) 1 (1868), p. 708 = Opere mat. Mailand (1902), p. 366. 
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Linien auf den Rotationsflächen hatte bereits A. C. Olairaut *!?) veröffent- 
licht. In jedem Punkt einer solchen schneiden sich ein Parallelkreis 
und ein Meridian. Das Produkt aus dem Halbmesser des Parallel- 
kreises und dem Sinus des Winkels, den die geodätische Linie mit dem 
Meridian bildet, bleibt längs einer solchen Linie ungeändert. F. Joachims- 
thal zeigte''°®), dass für jeden Punkt einer geodätischen Linie des 
Ellipsoids das Produkt, dessen einer Faktor der Abstand des Mittel- 
punkts des Ellipsoids von der dem Punkt zugehörenden Tangential- 
ebene, dessen anderer Faktor der der Tangente der geodätischen Linie 
parallele Halbmesser des Ellipsoids ist, einen konstanten Wert besitzt, 
ein Satz, der ebenfalls für die Punkte einer Krümmungslinie des Ellip- 
soids gilt. Die von einem Kreispunkt des Ellipsoids (III C 4) aus- 
gehenden geodätischen Linien treffen sich im diametral gegenüber- 
liegenden Kreispunkt, besitzen gleiche Länge und sind durch ellip- 
tische Funktionen darstellbar"). Die Gleichung der geodätischen 
Linien auf den Liowville'schen Flächen ist ""9®): 


rer - or” b; 


wo a und 5b willkürliche Konstanten bezeichnen. Bedeutet ® den 
Winkel der von dem Punkt (vw, v) ausgehenden geodätischen Linien 
mit der diesen Punkt durchziehenden Parameterlinie v —= const., so 
hat man: 





a = 9 (u) sin?o — Y(v) cos?o. 


Es gehören also zu einem Werth von a zwei von dem fraglichen 
Punkt ausgehende geodätische Linien, deren Tangenten symmetrisch 
zur Tangente der Kurve v — const. liegen. Wir greifen durch Fest- 
setzung der Vorzeichen der in der Integralgleichung auftretenden 
Wurzeln eine dieser Tangenten heraus und fassen auf ihr den Punkt 
(A) ins Auge, in dem die Tangente diejenige Fläche berührt, die mit 
der gegebenen zusammen die Krümmungsmittelpunktsfläche der das 
Tangentensystem der Kurven a — const. rechtwinklig. schneidenden 
Flächen bildet. Lässt man a sich stetig ändern, so beschreibt der 
Punkt (A) eine allgemeine Strophoide, und umgekehrt hat man es, 


118) Par. Hist. 1733 (Par. 1735), p. 409. Vgl. H. Resal, Nouv. Ann. (3) 6 
(1887), p- 57. 

118°) J. f. Math. 26 (1843), p. 158. Vgl. J. Liowville, J. de math. (1) 9 
(1844), p. 401; (1) 11 (1846), p. 21. 

119) „Darboux“ 3, p. 15; C. Jordan, Cours d’anal. 3, Paris 1887, p. 497; 
Modelle von M. Schilling, Halle a/S., Nr. 103. M. Roberts, J. de math. (1) 15 
(1850), p. 275; R. Langenbeck, Inaug.-Diss. Göttingen 1877. 

119°) „Darboux“ 3, p. 9. Vgl. P. Stäckel, Math. Ann. 35 (1889), p. 91. 
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wenn letzteres der Fall ist, mit einer Liowville’schen Fläche zu tun!!®P). 
P. Stäckel zeigte, dass bei gewissen, sehr allgemeinen Bedingungen 
für die Funktionen p und Y% eine geodätische Linie auf einer Lxou- 
ville'schen Fläche entweder geschlossen ist oder einen gewissen Be- 
reich auf der Fläche überall dicht (IA 5, Nr.11) bedeckt!!?°). So 
verläuft z. B. eine geodätische Linie auf einer Rotationsfläche im all- 
gemeinen innerhalb eines von zwei Parallelkreisen mit demselben 
Halbmesser begrenzten Flächenteils; auf dem Ellipsoid verläuft eine 
nieht durch einen Kreispunkt gehende Geodätische in einem von 
zwei symmetrischen Krümmungslinien begrenzten Flächenteil. 

Beltrami '?°) folgerte aus der ersten der beiden oben verzeichneten 
Gauss’schen Gleichungen einen Satz über den ersten Differentialpara- 
meter einer Funktion p(u,v). Eliminiert man nämlich mit Hülfe der 
Gleichung p(u,v) = t eine der Veränderlichen u und v aus dem Aus- 
druck A,p und fällt dabei auch die andere fort, ist also A,p eine 
Funktion von £ allein, so sind die Kurven p = const. auf der Fläche 
die orthogonalen Trajektorien einer Schar geodätischer Linien. Im 
besonderen hat, wenn A,p==1, die Grösse t die Bedeutung der Bogen- 
länge dieser geodätischen Linien. 

Die Lösung der Gleichung A,® = 1 reicht völlig hin, um die 
endliche Gleichung der geodätischen Linien ohne weitere Integration 
aufzustellen '?). Kennt man ein Integral $ — f(u,v,a) mit der wesent- 


lichen, also nicht blos additiven Konstanten a, so ist die endliche 


Gleichung der geodätischen Linien durch die Beziehung: =, wo 


b eine neue willkürliche Konstante bedeutet, gegeben'??). Ein der- 
artiges Integral f(u,v,«a) ist mit Hülfe einer Quadratur bestimmbar !??), 


wenn man eine weitere Funktion @ der vier Veränderlichen u, v, p = = ; 
g= 2 kennt von der Art, dass aus den Gleichungen g=« und 


A,$® = 1 sich Ausdrücke von p und g ergeben, welche die Differen- 
tialform pdu + qdv als exaktes Differential hervorgehen lassen. Man 
erhält dann durch Quadratur dieses Differentials $ als Funktion von 
u,v,a und damit nach dem vorigen Satz die Gleichung der geodä- 
tischen Linien. Die Bedingung, der die Funktion p unterliegt, lässt 
sich dahin aussprechen, dass die Gleichung: 


119®) E. Wälsch, Par. ©. R. 116(1893), p. 1435; Wien. Ber. 106 (1897), p. 323. 
Vgl. die allgemeinere Untersuchung von E. Wälsch, Par. C. R. 125 (1897), p. 521. 

119°) Jahresber. der d. Math.-Ver. 9 (1901), p. 121. 

120) Giorn. di mat. 2 (1864), p. 277; Math. Ann. 1 (1869), p. 577. 

121) „Knoblauch“ p. 157. 122) „Darboux“ 2, p. 428; „Bianchi“ p. 170. 

123) „Darboux“ 3, p. 23. 
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on? 29 EBD Aw ee, 

ou op op ou ev 0q da Oo 
für jedes Wertsystem u, v, p,q, das der Gleichung A,9— 1 genügt, 
bestehen muss. Da die allgemeine Bestimmung der Funktion p bisher 
nicht gelungen ist, hat man umgekehrt gefragt, wie die Funktionen 
E,F,@ beschaffen sein müssen, damit eine Funktion p von vor- 
geschriebener Form der Aufgabe genüge. Wir erwähnen die Sätze: 
1) Hat @ die Form f,(wv)p + fs(u,v)gq, so ist die entsprechende 
Fläche auf eine Umdrehungsfläche abwickelbar. 2) Hat @ die Form 
fıWwv)p? + fs(uv)pg + f5(u,v)g?, so gehört die Fläche zu den Liou- 
ville'schen, falls man nur reelle Flächen berücksichtigt !). Diese quadra- 
tischen Integrale sind genauer von @. Königs, G. Ricei und L. Raffy 
untersucht '%). Wendet man symmetrische Parameter «, ß an und 
setzt: ds’ = Adadß (Nr. 19), so kommt die Frage, ob sich ds? auf die 
Liowville'sche Form bringen lässt, heraus auf das Vorhandensein einer 
Funktion A von « und einer Funktion B von ß, die der Gleichung 
genügen: 








0®1 dAoch a? A 024 dB oh d?B 
At dt 2 tat age. 
Sind A, und B,, sowie A, und B, zwei Lösungspaare dieser 

Gleichung, so bilden auch die mit den willkürlichen Konstanten «a 
und 5 gebildeten Funktionen aA, + b4A,, aB, + bB, ein Lösungs- 
paar („Darboux“ 2, p. 209). Letzteres wird als von den ersten Paaren 
abhängig betrachtet. Es handelt sich nun um die Anzahl der von- 
einander unabhängigen Lösungspaare. Giebt es mehr wie drei qua- 
dratische Integrale, so sind genau fünf solche vorhanden. Die Fläche 
besitzt dann konstantes Krümmungsmass und die allgemeinste Form 
des Quadrats ihres Linienelements ist: (p («+ B) — p(« — B)) da. dß, 
wo p die Weierstrass’sche elliptische Funktion bedeutet. Sind drei 
unabhängige Integrale vorhanden, so hat man es mit einer auf eine 
Rotationsfläche abwickelbaren Fläche zu thun. Die Königs’sche Arbeit 


124) F. Massieu, Sur les integrales algebriques des problömes de me&cani- 
que, Par. These 1861; E. Bour, J. 6c. polyt. 22 (1862), p. 176, wo auch homogene 
Integrale dritten und vierten Grades betrachtet sind; vgl. M. Levy, Par. C.R. 85 
(1877), p. 904, 938, 1009. 

125) @. Königs, Par. sav. tr. 31 (1894), Nr. 6; vgl. die Note von @. Königs 
in „Darboux“ 4, p. 368; @. Ricci, Rom, Line. Atti (5) 2! (1893), p. 73; vgl. 
@. Rieci, Lezioni sulla teoria delle superficie, Verona-Padova 1898, p. 253; 
L. Raffy, Par. C. R. 108 (1889), p. 493; J. de math. (4) 10 (1894); p. 331; Par. 
soc. math. Bull. 22 (1894), p. 63, 84; „Darboux“ 3, p. 23. Hinsichtlich der all- 
gemeinen rationalen Integrale vgl. M. Levy, Par. C. R. 85 (1877), p. 1065, 1150 
u. „Darboux“ 3, p. 66; W. Anissimoff, Ann. &c. norm. (3) 18 (1901), p. 371. 
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behandelt auch die Beziehung des Gegenstandes zu der $. Lie'schen 
Untersuchung (Math. Ann. 20 (1882), p. 357) über die Flächen, auf denen 
die geodätischen Linien eine infinitesimale Transformation gestatten. 

Die geodätischen Linien auf den pseudosphärischen Flächen werden 
in II D5, Nr. 34 besprochen. 


V. Isotherme Linien. 


19. Geometrische und physikalische Entstehungsart. Zu diesen 
Scharen gelangt man durch die Lösung einer geometrischen und einer 
physikalischen Aufgabe. Die erstere lässt sich folgendermassen aus- 
sprechen: Die gegebene Fläche soll winkeltreu, d.h. so auf eine Ebene 
abgebildet werden, dass irgend zwei Kurven auf der Fläche sich 
unter demselben Winkel schneiden, wie ihre Bilder in der Ebene. 
Man drückt dies auch in der Weise aus, dass man sagt, das Bild 
soll der Fläche in den kleinsten Teilen ähnlich sein oder die Ab- 
bildung soll eine konforme sein (UIID 1,2, Nr.24; HID 6a, Nr. 3 ff.). 
Nennen wir die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte der Bildebene 
p und q und betrachten x, y, z als Funktionen von p und g, so erfordert 
die fragliche Abbildungsart, wenn: 


En: Fri 2 


genommen wird, dass: 
E=6, F=0 

sei. Die Parameterlinien p = const., g = const. schneiden sich also 
senkrecht, und die unendlich kleinen Rechtecke, in die sie die Fläche 
zerlegen, sind, wenn man die Differentiale dp und dq jedesmal als 
gleich betrachtet, Quadrate. Bonnet hat die fraglichen Linien „:so- 
metrische Linien“ genannt. Sind die Koordinaten einer Fläche als 
Funktionen zweier Veränderlicher u und v gegeben, so hängt die 
Bestimmung der isothermen Linien von der Lösung der Aufgabe ab, 
die Veränderlichen « und v so durch zwei neue Veränderliche p und q 
darzustellen, dass: 


Edu + 2 Fdudv + Gdv?—= A(dp? + dq?). 


Die Grössen e=p-+ gi, ßB=p — gi heissen die symmetrischen 
Parameter der Fläche!*). Bei Anwendung derselben erhält das Qua- 
drat des Linienelements die Form: 


ds?—= Adadß, 


126) Diese Bezeichnung rührt von E. Bour her; J.&c. polyt. 22 (1862), p. 3. 
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und die Gleichung der geodätischen Linien wird: 
d’ß  ElogAdß HlogA (AP\? zer 
ee 
woraus hervorgeht, dass man die imaginären Parameterlinien « = const., 
ß = const. (Minimalkurven) als imaginäre geodätische Linien anzu- 
sehen hat. 
Gauss'?®) schlug zur Lösung der obigen Aufgabe folgenden Weg 
ein. Man zerlege den Ausdruck Edu? + 2Fdudv + Gdv? in die 
beiden Faktoren: 


VEdu+ Hdv und VEdu + H,dv, 
F+iVEG— F? F—-iyEG—F? 
_ — i TE j 
Gelingt es nun, vier reelle Funktionen f,,...,f, von u und v 
zu finden derart, dass: 


(Ah + ir) VEau + Hdo) = df, + idf,, 
so ist die Aufgabe als gelöst zu betrachten. Nimmt man nämlich 
fr =P, fa = gq und drückt vw und v durch p und g aus, so wird: 


wo: H 





H= 





,__dp+de? Be, 
ds Bu ur y dub: rar, 

Gauss nennt f, + if, den integrierenden Faktor der Differential- 
form YEdu + Hdv. Doch ist hier zu bemerken, dass die Bestimmung 
eines solchen Faktors für eine komplexe Differentialform nicht wie 
bei den reellen integrierenden Faktoren von einer partiellen Differen- 
tialgleichung erster Ordnung, sondern von einer solchen zweiter Ord- 
nung abhängt, was man am einfachsten erkennt, wenn man f, + if; 
in die Form oe‘? setzt. Es ergibt sich dann für e die Differential- 
gleichung: ; 

ER 139 
Alp=;n,") 

Kennt man ein Integral dieser Differentialgleichung, so erhält 
man @ durch eine Quadratur. Aus den für die Funktionen fj ...fı 
geltenden Bedingungen folgert man leicht, dass sowohl /, wie f, 
Lösungen der partiellen Differentialgleichung A,f — 0 sind. Kennt 
man umgekehrt eine Lösung f dieser Gleichung, so lässt sich mit 
Hülfe einer Quadratur eine zweite Lösung g derselben Gleichung 
finden derart, dass die Kurvenscharen f = const., g = const. auf der 


127) S. Lie, Math. Ann. 20 (1882), p. 367. 

128) Werke 4, p. 193. 

129) Beltrami, Math. Ann. 1 (1869), p. 575; „Darboux“ 3, p. 216; R. Lip- 
schitz, Bull. sci. math. (2) 16 (1892), p. 206. 
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Fläche rechtwinklig und isotherm sind”). Mit dem Lösungspaar 
f, 9 sind aber alle übrigen Lösungspaare gegeben; denn nimmt man 
eine beliebige Funktion F' von f+ gi und setzt: 


Ff+)=m+ni, 
so bilden m und n ebenfalls ein Lösungspaar, und man hat stets: 
A(m+tn)=0. 


Ein anderer Weg, die quadratische Differentialform ds? in die 
Gestalt A (dp? + dg?) zu transformieren, ist von J. Weingarten ange- 
geben worden '®). 


Die physikalische Frage !?!°), welche auf die betrachteten Kurven 
führt, ist die folgende. Man denke sich die Fläche erwärmt und einen 
stationären Wärmezustand hergestellt, bei dem sich also die Tem- 
peratur eines Punktes nicht mit der Zeit ändert. Wie findet man 
die Linien auf der Fläche, längs derer die Temperatur sich gleich- 
bleibt? Die Antwort ist diese. Bedeutet = (u, v) die Temperatur, 
so muss die Funktion @ der Gleichung A,p=0 genügen. Nun 
wird aber die fragliche Kurvenschar nicht nur durch die Gleichung 
p (u,v) = const., sondern durch jede Gleichung von der Form 
F (p (u, v)) = const. festgelegt. Es fragt sich also, wann die durch 
eine Gleichung % (u, v) = 6 bestimmte Kurvenschar isotherm ist und 
wie die zugehörige Funktion g — der thermometrische Parameter — 
berechnet wird. Die Lösung ist die folgende'??). Man eliminiere mit 


Hülfe der Gleichung % (u,v) = 6 aus dem Ausdruck a etwa u. 


1 
ee BL 
A, 
% — const. isotherm und ebenso die Schar ihrer orthogonalen '??*) Tra- 
jektorien, sowie jede Schar ihrer isogonalen Trajektorien'??®). Bringt 


man g9(6) auf die Form 9 go wird 9o—=A / Pr +B, wo Aund B 


Fällt dann auch v fort, sodass —= 9(6), so ist die Kurvenschar 


9)? 
Konstante bedeuten. Sind die Parameterlinien isotherm, so hat man 
0°? ak RR 
Dur Tr 


130) Beltrami, Giorn. di mat. 2 (1864), p. 335; „Bianchi“ p. 69. 

131) Über die Theorie der auf einander abwickelbaren Flächen, Berlin 
1884, p. 21. 

131°) Zuerst von @. Lame für Flächenscharen aufgeworfen (III D 1, 2, Nr. 24). 

132) Beltrami, Giorn. di mat. 2 (1864), p. 369. 

132°) Beltrami, Giorn. di mat. 2 (1864), p. 372. 

132°) Ricei, Lezioni, p. 205. 
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20. Eigenschaften isothermer Scharen. Wir bezeichnen wie 
früher mit s die Bogenlänge der Kurven einer Schar, mit 6 die der 
Kurven der Orthogonalschar und setzen: 


dx dx 
de= 7,1 47,20 U. 8: WW. 
Die geodätische Krümmung der ersten Schar sei > ‚ die der 


zweiten - Nach dem obigen sind entweder beide Scharen iso- 
[02 


therm oder keine von beiden. Die Bedingung für das erstere ist: 

EEE EHE. 

dsR, doR, 
Diese Gleichung zeigt ein Mittel an, um zu erkennen, ob eine Schar 
isotherm ist, falls sie durch eine Differentialgleichung erster Ordnung 
bestimmt ist. Die fragliche Beziehung findet sich bereits im wesent- 
lichen bei Bonnet"”?). Die Differentialformen 7, und 7, besitzen, 
wenn obige Beziehung besteht, einen gemeinsamen integrierenden 
Faktor, der sich durch eine Quadratur bestimmen lässt!%). Hierin 
liegt der Lie’sche Satz'!®): Ist eine Isothermenschar durch ihre Dif- 
ferentialgleichung definiert, so kann die Integration der letzteren durch 
zwei Quadraturen geleistet werden. Die in obiger Gleichung ausge- 
sprochene Eigenschaft isothermer Linien lässt unmittelbar erkennen, 
dass auf einer Kugel jedes aus Kreisen bestehende Orthogonalsystem 
isotherm ist. Ein solches System wird aus der Kugel von zwei 
Ebenenbüscheln ausgeschnitten, deren Axen an Polaren (III C 4) 
der Kugel sind '?®). 

Beltrami '?”) zeigte, dass der Ort der Punkte, in denen sich zwei 
isotherme, nicht rechtwinklige Scharen unter konstantem Winkel 
schneiden, wieder eine isotherme Schar liefert. — Die Parameter- 
linien sind jedesmal isotherm, wenn das Quadrat des Linienelements 
die Liouville'sche Form hat. U. Dini'?®) wies nach, dass hier die Pa- 
rameterlinien zugleich ein System von geodätischen .Ellipsen und 


133) J. ec. polyt. 19 (1848), p. 47; vgl. „Darboux“ 3, p. 154. 

134) v. Lilienthal, Grundlagen einer Krümmungslehre der Kurvenscharen, 
Leipzig 1896, p. 17. 

135) $. Lie, Vorlesungen über Differentialgleichungen mit bekannten in- 
finitesimalen Transformationen, hrsg. von @. Scheffers, Leipzig 1891, p. 162; 
„Bianchi“ p. 73. 

136) Bonnet, J. &c. polyt. 20 (1853), p. 117; „Bianchi“ p. 81; „Darboux‘ 3, 
p- 155. 

137) Giorn. di mat. 2 (1864), p. 374. 

138) Ann. di mat. (2) 3 (1869—70), p. 270. 
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Hyperbeln bilden, und umgekehrt, dass, wenn auf einer Fläche ein 
derartiges System isotherm ist, die Fläche zu den Liouville'schen gehört. 

Darboux '?°) stellte dem Dini’schen Satz einen weiteren an die 
Seite. Kann man ein System orthogonaler Parameterlinien auf zwei- 
fache Weise als ein System geodätischer Ellipsen und Hyperbeln auf- 
fassen, so ist das auf unendlich viele Weisen möglich, d. h. es gibt 
unendlich viele Paare von Linien (Basislinien), für welche der Ort 
der Punkte, deren geodätische Entfernungen von den Linien eines 
Paars konstante Summe oder Differenz besitzen, mit den Parameter- 
linien zusammenfällt, und das Quadrat des Linienelements, bezogen 
auf die fraglichen Parameterlinien, hat dann die Liowville'sche Form. 
Die zu einem Paar von Basislinien geodätisch parallelen Linien können 
hier stets als die geodätischen Evolventen (Nr. 15) gewisser unter Um- 
ständen imaginärer Kurven betrachtet werden. 

Über die Bedeutung der isothermen Scharen für die Herstellung 
geographischer Karten (III D 6a, Nr.8; VI14) siehe „Darboux“ 2, 
p. 153 u. @. Scheffers, Einführung in die Theorie der Flächen, Leipzig 
1902, p. 43. 


VI. Parameterlinien. Fundamentalgleichungen. 


21. Parameter- und Koordinatenlinien. Die Untersuchung der 
Krümmungsverhältnisse einer Fläche hängt ab von einem irgendwie 
gewählten System von zwei einfach unendlichen Kurvenscharen auf 
der Fläche, die man füglich als „Koordinatenlinien“ bezeichnen kann. 
Sie spielen dieselbe Rolle, wie in der Ebene die zu den Koordinaten- 
axen parallelen Geraden; hier wie auf der Fläche wird ein Punkt be- 
stimmt durch die beiden sich in ihm schneidenden Koordinatenlinien. 
Sind die Koordinaten der Flächenpunkte als Funktionen zweier Ver- 
änderlicher u, v gegeben, so sind die Kurven % — const., v — const. 
die Parameterlinien (Nr. 4). Man kann aber auch die Fläche überziehen 
mit irgend einem System von Kurven, die durch endliche Gleichungen: 
9 (u, v) = const., » (u, v) = const. oder durch Differentialgleichungen: 

h(ae)durkmv)dv—0, 9,(Wv)du + 9 (u,v) dv — 0 
gegeben sein können. Bezieht man die Punkte der Fläche auf diese 
beiden Scharen, so sind letztere „Koordinatenlinien“ auf der Fläche. 
Obgleich man theoretisch dadurch, dass man « und v durch p und u 
ausgedrückt denkt, die Koordinatenlinien zu Parameterlinien machen 
kann, ist doch aus mehrfachen Gründen, namentlich wegen der prak- 


139) „Darboux“ 3, p. 19, 21. 
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tischen Schwierigkeit, die Ausdrücke von u und » durch @ und % 
wirklich zu finden, die Unterscheidung von Koordinatenlinien und 
Parameterlinien geboten. Wir wollen nun die wichtigeren Gesichts- 
punkte, von denen aus man die fraglichen Liniensysteme betrachtet 
hat, darlegen. 


22. Methode von Gauss. Hier fallen die Koordinatenlinien mit 
den Parameterlinien zusammen. Die zweiten Ableitungen der Koordi- 
naten (Nr. 9, II D1,2, Nr.34) werden dargestellt durch die ersten 
und durch die Richtungskosinus X, Y, Z der Normalen. A. Voss 0) 
hat die in Rede stehenden Beziehungen die „Differentialgleichungen 
der Fläche“ genannt. Die Koeffizienten der Darstellungen hängen 
von den in Nr. 4 erklärten Grössen E,F,G, L, M, N ab, die 
man nach dem Vorgange von Hoppe „Fundamentalgrössen“ nennt. 
Hinzuzunehmen sind die in IIID1,2, Nr. 34 angeführten Aus- 
drücke der ersten Ableitungen von X, Y, Z, deren Koeffizienten 
in den Fundamentalgrössen rational sind. Die ee 
x 
ov’ 
dX ,... werden geliefert durch ein System von drei partiellen Diffe- 
rentialgleichungen zwischen den Fundamentalgrössen. Man nennt diese 


Gleichungen die „Fundamentalgleichungen“ (UI D1,2, Nr.34). Eine 
ER nur durch E,F,@ und 


deren Ableitungen aus und ist von Gauss aufgestellt. Die beiden 
übrigen sind in schwerfälliger Weise zuerst von @. Mainardi '*') 
hergeleitet und später von anderen in einfachere Gestalt gebracht'*?). 
Von Wichtigkeit ist hier der Bonnet’sche Satz, dass, wenn man sechs 
Funktionen E, F, G, L, M, N kennt, die den Fundamentalgleichungen 
genügen, hierdurch eine Fläche bis auf ihre Lage im Raum und eine 
Spiegelung an einer Ebene bestimmt ist''?). 

Da die in Rede stehende Form der Fundamentalgleichungen 
ziemlich verwickelt ist und die geometrische Bedeutung dieser Gleich- 
ungen nicht ohne weiteres erkennen lässt, hat man: versucht, auf 
verschiedene Arten jene Gleichungen zu vereinfachen. E. Bour'“) 


gungen der auf diese Weise erhaltenen Darstellungen von d -, d 





derselben drückt das Krümmungsmass 


140) Math. Ann. 39 (1891), p. 184. 

141) Mailand, Ist. Lomb. Giorn. 9 (1856), p. 386. 

142) R. Hoppe, Prinzipien der Flächentheorie. Zweiter Teil des Lehrbuchs 
der anal. Geom., Leipzig 1890, p. 8; „Knoblauch“ p. TT. 

143) J. 6c. polyt. 25 (1867), p. 31; R. Lipschitz, Berl. Ber. 1883, p. 541; vgl. 
H. Stahl u. V. Kommerell, Die Grundformeln der allgemeinen Flächentheorie, Leipzig 
1893, p. 32; „Bianchi“, p. 93; @. Scheffers, Einführung in die Theorie der Flächen, 
Leipzig 1902, p. 321. Vgl. noch IIID 6a, Nr. 2, Fussn. 20°. 

144) J. ec. polyt. 22 (1862), p. 1. 
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nahm zu Parametern die Gauss’schen geodätischen Polarkoordinaten. 
Für den Fall, dass die Parameterlinien mit den Krümmungslinien 
zusammenfallen, sind die Fundamentalgleichungen in den von @. Lame'*®) 
für dreifach orthogonale Flächensysteme entwickelten Fundamental- 
gleichungen enthalten und von A. Enneper“*) direkt hergeleitet. 
Die beiden von der Gauss’schen verschiedenen Fundamentalgleichungen 
sind von J. Knoblauch für die Krümmungslinien als Parameterlinien 
in eine Form gebracht, die nur geometrische Grössen und zwar die 
Hauptkrüämmungsradien, die geodätischen Krümmungsradien der Krüm- 
mungslinien und die vier Hauptkrümmungsradien der beiden Schalen 
der Krümmungsmittelpunktsfläche enthält !*”). 


23. Methode von Codazzi. Verschieden von der bisher be- 
trachteten und geometrischer gehalten ist die D. Codazzi’sche Ableitung 
der Fundamentalgleichungen '*). Hier werden die Parameterlinien als 
rechtwinklig vorausgesetzt und die Richtungskosinus ihrer Tangenten, 
sowie ihrer Haupt- und Binormalen eingeführt. Es lassen sich nun 
die auf die eine Parameterlinie bezogenen Richtungskosinus leicht mit 
Hülfe der auf die andere bezogenen Richtungskosinus und die der 
Flächennormalen ausdrücken. Nimmt man noch die Frene’schen Formeln 
(HI D1,2, Nr. 31) hinzu, so ergeben sich für die nach « und ® 
genommenen zweiten Ableitungen der Richtungskosinus je zwei der 
Form nach verschiedene Ausdrücke. Ebenso finden sich für die ent- 
sprechenden zweiten Ableitungen der Koordinaten je zwei Ausdrücke. 
Man braucht nun blos die fraglichen auf die Koordinaten und die 
Tangenten der Parameterlinien bezüglichen Ausdrücke einander gleich- 
zusetzen, um die Fundamentalgleichungen zu erhalten. Durch Ein- 
führung der beiden Hauptkrümmungsradien sowie des Winkels der 
Linien v» = const. mit der zu R, gehörenden Krümmungslinie gibt 
Codazzi jenen Gleichungen eine zweite verhältnismässig einfache Ge- 
stalt. 0. Bonnet‘*) gab den Codazzi’schen Formeln in ihrer ersten 
Gestalt einen Ausdruck, der die geometrische Bedeutung der auf- 
tretenden Funktionen benutzt. Die grosse Arbeit von Codazzi in den 
Ann. di mat.) gibt die Verallgemeinerung der Lame’schen Gleich- 
ungen für beliebige krummlinige Koordinaten im Raume und als be- 


145) Siehe Fussn. 50). 

146) Zeitschrift Math. Phys. 7 (1862), p. 89. 

147) Acta math. 15 (1891), p. 253; vgl. v. Lilienthal, Math. Ann. 38 (1891), 
p. 450. 

148) Paris, M&m. sav. [&tr.] 27 (1882). Die Arbeit stammt aus dem Jahr 1859. 

149) Par. ©. R. 57 (1863), p. 805. 

150) (2) 1 (1867), p. 293; (2) 2 (1868), p. 101, 269; (2) 4 (1870), p. 10. 
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sonderen Fall die Fundamentalgleichungen für beliebige Parameter- 
kurven. Man vergleiche die Anmerkung bei „Darboux“ 2, p. 369. 


24. Methode von Darboux'?!), Hier werden die Koordinaten- 
linien als rechtwinklig angenommen. Ihre Tangenten bilden zusammen 
mit der Flächennormalen ein bewegliches Dreikant. Als fundamentale 
Grössen kommen nun in Betracht die Nr. 10 erklärten Grössen &, n, 
&,n 99,7, Pi, >, die man als die Komponenten der auf das 
bewegliche Dreikant bezogenen Translations- und Rotationsgeschwin- 
digkeit des Dreikants auffassen kann für Verrückungen auf der Linie 
v —= const. oder u = const., falls man jedesmal die Veränderliche « 
oder v der Zeit gleich setzt. Die Fundamentalgleichungen werden 
gewonnen mit Hülfe der Beziehungen, die zwischen den Ableitungen 
der Koeffizienten einer orthogonalen Substitution (III B2) und den Koeffi- 
zienten selbst bestehen, und nehmen die einfache Form an: 


op 2p 
ÜRRE TÜa eas 
ögq oq 
a a 
or or, 


ra Pan? 2 age 


Hier lassen sich » und r, durch die Koeffizienten des Quadrats des 
Linienelements und den Winkel der x’-Axe mit der Linie v = const. 
ausdrücken, ausserdem besteht zwischen diesem Winkel, den frag- 
lichen Koeffizienten und den Grössen 9, ?,, 9, Q, eine in Hinsicht der 
letzteren lineare Gleichung. Es treten also im Ganzen in den Fun- 
damentalgleichungen sieben Funktionen auf. 


25. Willkürliche Koordinatenlinien. Lässt man die Koordi- 
natenlinien vollkommen willkürlich, so vereinfachen sich die aus- 
zuführenden Rechnungen durch Verwendung der in (Nr.8) erklärten 
Ableitungen nach den Bogenlängen der Koordinatenlinien und denen 
ihrer orthogonalen Trajektorien. Für rechtwinklige.‘und mit den 
Parameterlinien zusammenfallende Koordinatenlinien ist das Verfahren 
auf kinematischer Grundlage von E. Cesäro ?) auseinandergesetzt. 
Der allgemeine Fall ist von Ph. Gilbert "°°) unter Benutzung der 
Bonnet’schen Bogendifferentiale der Koordinatenlinien erörtert. Die 


151) „Darboux“ 2, p. 363. 

152) Das unter 55) zitierte Buch im Original p. 157, in der deutschen Aus- 
gabe p. 201. 

153) Siehe Fussn. 59). 
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einfachste und umfassendste Behandlung der Frage scheint die im 
folgenden gekennzeichnete zu sein '’*). 

Die Bogenlängen der Koordinatenlinien mögen mit 6, und @,, 
die ihrer senkrechten Durchdringungskurven bez. mit 6, und 6,, der 
Winkel der Koordinatenlinien mit @ bezeichnet werden. Den wachsen- 
den Bogenlängen entsprechen die positiven Halbtangenten und letztere 
legt man zweckmässig so, dass die Tangenten der Kurven (6,) und (6,) 
sich durch positive Drehungen (< x) um die Flächennormale aus der 


Tangente der Kurve (6,) ergeben, die Tangente der Kurve (6,) durch 
negative Drehung (< x) aus der Tangente der Kurve (e,). Ist nun - die 
Normalkrümmung der Kurve (6,), = ihre geodätische Krümmung 








ist ferner: 
_ 6089 sing __e08p sing 
lee 5 ee a E,% 
sowie: 
aa ar 





do, do?’ 40; do„doz’ 
so ergibt sich: 
d’x 1 ax X d’x d& 
Fe ei Ta er re ee 
d’x dx d’x 1 d« 


X 
re Te 7 
Ein derartiges System, in dem aber n, und n, andere, in Nr. 31 zu 
besprechende Bedeutungen haben, ist zuerst von Voss '°) veröffentlicht. 
Die Grössen n, und n, lassen sich geometrisch auf folgende Art 
kennzeichnen. Man lege durch die geodätischen Krümmungsmittel- 
punkte der Kurven (6,) und (6,) eine Gerade (Z,). Die Tangente der 
Kurve (6,) möge die Gerade (L,) in einem Punkte schneiden, dessen 
Abseisse hinsichtlich des betrachteten Flächenpunktes t, sei. Ebenso 
lege man durch die geodätischen Krümmungsmittelpunkte der Kurven 
(6,) und (6,) eine Gerade (L,) und bezeichne mit i, die Abscisse ihres 
Schnittpunkts mit der Tangente der Kurve (o,). Dann ist: 


1 il 
N, = — Pr N == — 4, . 
Hinsichtlich der Grösse m sei bemerkt: a) Sind 5 und w die 


Normalkrümmungen der Kurven, die den Winkel bez. den Neben- 
winkel der Kurven (6,) und (6,) halbieren, so ist: 


154) v. Lilienthal, Math. Ann. 42 (1893), p. 511. 
155) Münch. Ber. 1892, p. 274. 
Encyklop. d. math. Wissensch. III 3. 11 
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FF OO LTE 1\__ eos9—1 4/1 1 

ce arte pP” len) 

b) Ist g, der Winkel zwischen der positiven Halbtangente der 
Kurve (6,) und der ihr konjugierten, durch eine positive Drehung 
um die Flächennormale zu erhaltenden Halbtangente, so ist, falls die 
Kurve (6,) keine Haupttangentenkurve: 


__ sin (9,—9) 
lee P, sing, 





Bedeutet 9, den Winkel, um den die positive Halbtangente der 
Kurve (6,) im negativen Sinne gedreht werden muss, damit sie mit 
ihrer konjugierten zusammenfalle, so hat man, falls die Kurve (6,) 


keine Haupttangentenkurve: 
RER sin (9, — 9) j 
P, sing, 
c) Schneiden die Kurven (6,) und (6,) die zu R, gehörende 
Krümmungslinie unter den Winkeln « und ß, so ist: 





COS« COS sın « sın 
ze? = R, e. 

Neben der geometrischen Bedeutung der betrachteten Grössen 
erwähnen wir die kinematische. Letztere lässt sich zunächst aus der 
Kinematik einer Geraden !°%) herleiten. Geht die Tangente der Kurve 
(6,) durch Translation des Berührungspunktes und Drehung um ihn 
in die ihr längs (6,) benachbarte Tangente über, und bewegt sich der 
Berührungspunkt mit der Geschwindigkeit Eins, so gibt es eine 





Drehungsachse in der Normalebene der Kurve (6,). Jetzt sind n und 
4 
Fr 
Flächennormale und die Tangente der Kurve (6,). Geht aber die Tan- 
gente der Kurve (6,) in die ihr längs der Kurve (6,) benachbarte Lage 
über und bewegt sich wieder der Berührungspunkt mit der Geschwin- 


digkeit Eins, so gibt es eine Drehungsachse in dem durch die Tangente 
TEL) 


der Kurve (6,) gelegten Normalschnitt der Fläche. Hier sind n, und 


sın 
die Komponenten der Drehungsgeschwindigkeit, bezogen auf Ei 
Flächennormale und die Tangente der Kurve (6,). Entsprechende 
Sätze gelten für die Bewegungen der Tangente der Kurve (6,). 

Eine zweite kinematische Bedeutung gewinnen die betrachteten 
Grössen, wenn man die Koordinatenlinien als rechtwinklig voraus- 
setzt. Hier tritt die Kinematik eines festen Systems (IV 3, Nr. 21) 


die Komponenten der Drehungsgeschwindigkeit bezogen auf die 











156) E. Lamarle, Theorie g6om. des centres et axes instantanes de rotation, 
Bruxelles-Paris 1859. 
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in ihre Rechte. Lassen wir die &’-, y’-, z’-Kante eines beweglichen 
Dreikants mit der Tangente der Kurve (6,), der der Kurve (6,), und 
der Flächennormalen zusammenfallen, und geben der Translations- 
bewegung des Dreikants jedesmal die Geschwindigkeit Eins, so werden 
die Komponenten der Drehungsgeschwindigkeit bei einer unendlich 
kleinen Verrückung auf der Kurve (6,) gleich: 


ee 
1 a 

bei einer solchen auf der Kurve (6o,) gleich: 
1 1 

Dr er 


Es wurde oben bemerkt, dass die Ableitungen nach Bogenlängen 
sich der Lieschen Theorie der infinitesimalen Transformationen (II A 6, 
Nr. 4) einordnen. Sowie in dieser Theorie der Ausdruck: 

A(BY)) — BAY) 
bei beliebig gewählter Funktion f von grundlegender Bedeutung ist, 
spielt hier der entsprechende Ausdruck: 
N; 
do, do, do,do, 
eine wichtige Rolle Nehmen wir: 


dx dx 
GE =, at de, 13» 





und sind A, und A, integrierende Faktoren der Differentialformen 7, 
und 7,, so besteht die Gleichung: 








af _df __dlogr, df dlogr, df 
Aaron da de 
Zudem ist: 
dlg4, Mes y+n dlg,  M,-tN,cosp 
Be, sin p Pe sin p 


Kann man A, gleich Eins nehmen, so ist 7, ein exaktes Differential; 
die Kurven 7,= 0 gestatten dann die infinitesimale Transformation do,, 
d.h. sie sind dadurch entstanden, dass auf den Kurven 7, = 0 von 
einer willkürlich angenommenen aber nicht zu ihnen gehörenden Kurve 
aus gleiche Bogenlängen abgetragen sind. Dann gilt die rein geo- 
metrische Beziehung: 

N,.csp + n—=0. 


Gestatten die Kurven 7,=0 die Transformation do, und gestatten 
zugleich die Kurven 7, —= 0 die Transformation do,, so verschwindet 
sowohl n, wie n,. Jetzt liegt ein von Voss „äquidistant“ genanntes 


Kurvensystem vor, von dem in Nr. 40 die Rede sein wird, 
11° 
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Die Fundamentalgleichungen kann man ebenfalls für willkürlich 
gelassene Koordinatenlinien aufstellen, doch empfiehlt es sich hier, zu 
Koordinatenlinien solche zu wählen, die für die Krümmung der Fläche 
kennzeichnend sind. Für die Krümmungslinien als Koordinatenlinien 
ergibt sich: 








1 1 
Bi min 
do, eo R, Bi’. = 2 

a re 


26. Methode von R. Lipschitz. Bezeichnend ist hier, dass die 
Parameterlinien durch ihre sphärischen Bilder (Nr. 7) als bestimmt 
gedacht sind. Nimmt man letztere als von vornherein gegeben an, 
so stellen sich die Koordinaten der Fläche als Integrale von exakten 
Differentialen dar. Die Integrabilitätsbedingungen der letzteren liefern 
dann die beiden von der Gauss’schen verschiedenen Fundamental- 
gleichungen. | 

Lipschitz"°”) nimmt zu Koordinatenlinien die Krümmungslinien, zu 
Parameterlinien die Kurven, deren sphärische Bilder aus den Meri- 
dianen und Parallelkreisen der Einheitskugel bestehen. Die Lage der 
Krümmungslinien wird bestimmt durch den sogenannten Stellungs- 
winkel, den die zum Hauptkrümmungshalbmesser R, gehörenden 
Krümmungslinien mit den Meridianen bilden. Der Fall, in dem die 
sphärischen Bilder der Parameterlinien beliebig vorgeschrieben sind, 
ist von R.v. Lilienthal in entsprechender Weise behandelt'°®). 

Darbouz*’) wählt zu Koordinatenlinien die Kurven, deren Tan- 
genten auf den willkürlich zu wählenden Parameterlinien der Einheits- 
kugel senkrecht sind. Die sich so ergebenden Formeln sind als 
eine Erweiterung der Leliewvre'schen (Nr. 9) zu betrachten und von 
A. Voss!) ausführlicher untersucht. 


27. Methode von A. Ribaucour. Wir erwähnen endlich den Stand- 
punkt von A. Ribaucour'*'), den er mit dem Namen „Perimorphie“ 
belegt hat. Hier werden die Punkte einer Fläche auf eine zweite, 


157) Berl. Ber. 1883, p. 169. 

158) Unters. zur allgem. Theorie der krummen Oberflächen u. geradlinigen 
Strahlensysteme, Bonn 1886, p. 8. 

159) „Darboux“ 4, p. 42. 

160) Münch. Ber. 1897, p. 229. 

161) Etude des elassoides, Bruxelles M&m. 44 (1880), p.4; J. de math. (4) 7 
(1891), p. 11. 
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gegebene Fläche, die „Beeugsfläche“ bezogen und auf letzterer wird 
ein orthogonales System von Parameterlinien angenommen. Die Ko- 
ordinaten (x, y,2) der ersteren stellen sich dar in der Form: 


[22 oe 
ee a u. 8.w. 
VE v@ 


Die Gleichungen für die Grössen 8, n, & werden sehr verwickelt. 
Die Methode gewinnt erhöhte Bedeutung für die Theorie der Strahlen- 
systeme (III D 9) und die Abbildung der Flächen aufeinander (III D 6a, 
Nr. 13, 25). 


VII. Die allgemeine Flächenkurve. 


28. Methode von Laguerre. Geodätische Torsion. Will man 
die Krümmungsverhältnisse einer auf einer Fläche gezogenen Kurve 
untersuchen, so hat man die Veränderlichen u und v als Funktionen 
einer neuen Veränderlichen zu betrachten und kann nun die Regeln 
der Kurventheorie (III D 1, 2, Nr. 31) anwenden, wobei die Gauss’schen 
Formeln für die zweiten Ableitungen der Koordinaten zu benutzen sind. 
Allein dieser Weg führt zu verwickelten und geometrisch undurchsich- 
tigen Ausdrücken. Man hat daher andere Wege eingeschlagen. Wir 
erwähnen zuerst das E. Laguerre’sche Verfahren !#?), das Darbou« '%) 
seinen Entwicklungen zu Grunde gelegt hat. — Man denke sich wie 
oben auf der Fläche ein bewegliches, rechtwinkliges Koordinatensystem 
eingeführt. Den Winkel, den die Tangente der betrachteten Flächen- 
kurve mit der «-Axe bildet, nenne man i, und »® den Winkel 
zwischen der Hauptnormale der Kurve und der Flächennormale. 
Laguerre leitet unter Benutzung der Frene’’schen Formeln folgende 


ir Er B 
Beziehungen ab, in denen 77 die erste, — die zweite Krümmung der 


betrachteten Kurve, s ihre Bogenlänge bedeutet: 
2 2 = sini(pdu + pdo) — cosi(gdu + qdo), 





eo Se —dit+rdu+ rd, 
1 do du dv R du da 8: 
Per ne U (5 +P ) cos% — (15; +4 z)sini. 


Die erste dieser Gleichungen liefert die Normalkrümmung, die zweite 
die geodätische Krümmung der Kurve. Darboux zeigte‘), dass: 





162) Nouv. Ann. (2) 11 (1872), p. 60. 
163) „Darboux“ 2, p. 347 ff. Im besonderen p. 354, 357. 
164) „Darboux‘‘ 2, p. 356. 
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0 (cos ® .(_du dv es d 
Free ) = 2c0si (5 + 2,7) + 2sini(g”, +q 7) 
Die hier links stehende Ableitung muss verschwinden, wenn die be- 
trachtete Kurve eine Krümmungslinie ist, weil für eine solche die 
Normalkrümmung ein Maximum oder Minimum ist, sodass jetzt die 
Gleichung: 

eosi(pdu + p,dv) + sini(gdu + q,dv) = 0 
die Krümmungslinien, die Gleichung: 

sine(pdu + p,dv) — cosi(gdu + q,dv) = 0 
die Haupttangentenkurven, die Gleichung: 
di+rdu+rd=0O 


die geodätischen Linien bestimmt. Die letzte Laguerre'sche Gleichung 


zeigt, dass der Ausdruck 1_de nit der Normalkrümmung die 
T ds 8 


Eigenschaft teilt, sich nicht zu ändern, wenn er für verschiedene 
Kurven mit derselben Tangente gebildet wird. Nehmen wir unter 
diesen die geodätische Linie, so wird der fragliche Ausdruck gleich 
der zweiten Krümmung derselben. Es handelt sich hier um den von 
Bonnet'®) mit dem Namen zweite geodätische Krümmung belegten 
Begriff, den man heutzutage mit dem Namen geodätische Torsion be- 
legt. Von einem anderen Gesichtspunkte aus wurde die fragliche 
Torsion zuerst von J. Bertrand!) eingeführt und zwar folgender- 
massen. Mit (N) bezeichne man die Flächennormale, mit (.P”) einen 
dem Punkte (P) unendlich benachbarten Punkt der Fläche. Die durch 
(P’) gehende Flächennormale bildet mit der Ebene (N, P.P’) einen 
unendlich kleinen Winkel, der durch PP’ dividiert die geodätische 
Torsion liefert. Die geodätische Torsion einer Krümmungslinie ist 
somit beständig gleich Null, sodass, wenn eine Krümmungslinie zu- 
gleich eine geodätische Linie ist, sie notwendig eben sein muss, und 
wenn eine geodätische Linie eben ist — aber nicht gerade — sie 
notwendig eine Krümmungslinie sein muss. Weitere Ausdrücke für 
die geodätische Torsion sind: 

(EM— FL)du + (EN— GL)Jdudv+ (FN— GM) dv 

VEG — F?(Edu?+2Fdudv + G dv?) 





„1e7) 
und: 
165) J. &c. polyt. 19 (1848), p. 16. 


166) J. de math. (1) 9 (1844), p. 134. 
167) „Knoblauch“ p. 258. 
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E;/sL 1 R 
= 63 = a sin 2, 169) 
wo « den Winkel bedeutet, den die Tangente der Kurve mit dem 
zu R, gehörenden Hauptnormalschnitt bildet. Man kann diesem Aus- 
druck auch die Gestalt geben: 


1/1 1 1 
sat) -7 
wenn 7 die Krümmung desjenigen Normalschnittes ist, der zu dem 


Winkel « + - gehört. J. Knoblauch"”) findet, falls $ den Winkel 


zwischen der Tangente der Kurve und ihrem sphärischen Bilde be- 
deutet, für die geodätische Torsion den Ausdruck: 


1 
089 : C08 @. 


Konstruiert man in jedem Punkt einer Flächenkurve diejenige die 
Fläche berührende Kugel, welche den zum Berührungspunkt ge- 
hörenden Krümmungskreis (II D 1,2, Nr.29) der Kurve enthält, so 
schneiden sich nach @. Demartres '%®) zwei unendlich benachbarte 
Kugeln unter einem Winkel, der durch das Bogenelement der Kurve 
dividiert, die geodätische Torsion der Kurve liefert. 


29. Ableitungen nach Bogenlängen. Ein zweiter Weg zur Unter- 
suchung der Krümmungsverhältnisse einer Flächenkurve besteht in der 
Benutzung der in Nr. 8 definierten Ableitungen nach Bogenlängen. 
Bezeichnen wir mit —- und —- die Normal- und geodätische Krüm- 

n 9 
mung der Kurve, so wird die erste Krümmung der Kurve durch die 


Gleichung festgelegt: 
1 1 


i 
eat 
Die Richtungskosinus der Hauptnormalen werden: 
1 ds X 
— — +—), u.8s.w. 
“ (, 7 Tr a): 


und die Richtungskosinus der Binormalen: 


1 1 de 
0 e =ı 2) ‚usw 
Für die zweite Krümmung folgt: 
1 do dX ds 


ar 
168) E. Bour, J. &e. polyt. 22 (1862), p. 25; „Bianchi“ p. 166; Bertrand 


a. a. OÖ. p. 134. 169) „Knoblauch“ p. 261. 
169°) Bull. sci. math. (2) 21 (1897), p. 182. 


168 THID3. R.v. Lilienthal. Die auf einer Fläche gezogenen Kurven. 


30. Methode von A.Enneper. Ein dritter Weg endlich besteht 
darin, dass man die Ableitung nach der Bogenlänge einer Kurven- 
schar nicht definiert mit Hülfe der endlichen Gleichung oder der 
Differentialgleichung der Schar, sondern mit Hülfe der Ableitungen 
nach den Bogenlängen zweier gegebener Scharen — der Koordinaten- 
linien — und dem Winkel, unter dem die erste Schar eine der beiden 
letzteren schneidet. Nehmen wir die Krümmungslinien zu Koordinaten- 
linien und bezeichnen die Bogenlängen der zu R, und R, gehörenden 
Krümmungslinien mit s, und s,, so wird, wenn « den Winkel be- 
deutet, den die betrachteten Kurven mit den zu R, gehörenden Krüm- 
mungslinien hi 
un) _ 3550 + a u nn. a + ER 

Unter Me dieses Verfahrens, das im Be von 
A. Enneper‘"®) angewandt wurde, kommt man unmittelbar auf den 
Liowville'schen Ausdruck der geodätischen Krümmung, den Euler'schen 
der Normalkrimmung, und den Bertrand’schen der geodätischen 
Torsion. 


ae-. 








3l. Weitere Begriffe. Man hat noch verschiedene andere Be- 
griffe aufgestellt, um die Theorie der allgemeinen Flächenkurve zu 
bereichern; doch lassen sie sich ebenso wie die geodätische Torsion 
auf die einfacheren Begriffe der Normal- und geodätischen Krüm- 
mung, sowie der Abscisse (r) (Nr. 5) des kürzesten Abstandes zweier 
benachbarter Normalen zurückführen. 

Wir nennen zuerst die Flexion einer Fläche längs einer Kurve. 
Mit diesem Namen bezeichnet Ph. @Gülbert""') den Quotienten: 





1 Vvzax: 
T; 1183 dx? 
Man hat hier: 
ar u cos? «x sin? «& 
u SE R, 2 Br , 


wo « den Winkel der Kurve mit der zu R, gehörenden‘ Krümmungs- 
linie bedeutet. Ist « der Winkel der konjugierten Kurve mit der- 
selben Krümmungslinie, so wird: 


r?—= R’ sin?« + R,? cos? «‘. 


Bezeichnet man mit n die Flexion der konjugierten Kurve, so be- 
2 


steht die Beziehung: 


170) Zeitschr. Math. Phys. 2 (1864), p. 100. 
171) Bruxelles, M&m. 37 (1868), p.1. In ähnlicher Richtung wie die @xlbert’sche 
bewegt sich die Arbeit von V. Reina, Rom, Linc. R. (4) 6! (1890), p. 156 u. 205. 
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ee 

nn |RR, 
Die geodätische Torsion ist gleich der Flexion multipliziert mit dem 
Kosinus des Winkels zwischen der Kurve und ihrer konjugierten. 
Wir erwähnen noch den Gilbert’'schen Satz'"?): Die Flexionen einer 
Fläche längs zweier beliebiger Richtungen verhalten sich wie die 
Sinus der Winkel, die jede der Richtungen mit der konjugierten der 
anderen bildet. 

Ein Begriff, der sich auf zwei einfach unendliche Scharen von 
Flächenkurven bezieht, ist der von L. Aoust!"?) aufgestellte Begriff 
der Seitenkrümmung (courbure inclinde). Man fasse die beiden durch 
einen Flächenpunkt (P) gehenden Einzelkurven der Scharen ins Auge 
und nenne (P,) bez. (P,) den (P) unendlich nahen Punkt auf der 
Kurve der ersten bez. zweiten Schar. Die Tangenten der durch (P) 
und (P,) gehenden Kurven der ersten Schar bilden einen unendlich 


kleinen Winkel, der durch PP, dividiert die Seitenkrümmung der 


Kurven der ersten Schar im Punkte (P) längs PP, liefert. Nach dem 
in Nr. 25 Gesagten hat demnach die Seitenkrimmung den Wert: 
Vn®?+m. 

Wir erwähnen endlich die von A. Voss eingeführten nach den 
Richtungen der Koordinatenlinien gemessenen geodätischen Krümmungen 
der Koordinatenlinin — wo jedes beliebige System von zwei ein- 
fach unendlichen Kurvenscharen auf der Fläche die Rolle der Ko- 
ordinatenlinien spielen kann. Man erhält die nach der Richtung 
der zweiten Koordinatenlinie gemessene geodätische Krümmung der 
ersten auf folgende Weise. Durch (P,) werde diejenige Normal- 
ebene der Fläche gelegt, welche die Tangente der (P,) durchziehen- 
den Kurve der zweiten Schar enthält. Diese Ebene schneidet die 
Tangente der durch (P) gehenden Kurve der zweiten Schar in einem 
Punkt, den Voss als den Mittelpunkt der fraglichen Krümmung be- 
zeichnet!”*). Für diese Krümmung selbst findet man den Ausdruck: 


t 1 ß i 
ar = + w und für die entsprechende Krümmung der zweiten 





Koordinatenlinie den Ausdruck: — er En + os) 
1 3 


172) Bruxelles, M&m. 37 (1868), p. 13. 

173) Analyse infinit6simale des courbes tracdes sur une surface, Paris 1868; 
Par. C. R. 57 (1863), p. 217; Ann. di mat. (2) 2 (1869), p. 39. Gilbert nennt die 
Seitenkrümmung Deviation. Vgl. Codazzi, dieselben Annali (2) 4 (1870), p. 16. 

174) Münch. Ber. 1892, p. 258; Math. Ann. 39 (1891), p. 200. 

175) v. Lilienthal, Math. Ann. 42 (1893), p. 516. 
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Die in Rede stehenden Krümmungen geniessen im Vergleich zu den 
mannigfaltigen, namentlich von Aoust betrachteten und nur durch das 
Verhältnis zweier unendlich kleiner Grössen festgelegten Krümmungen 
den Vorzug, dass sie einen geometrischen Mittelpunkt besitzen, der 
durch einen einfachen Grenzübergang zu erhalten ist. Will man diese 
Mittelpunkte auf Grund des in Nr. 25 über die Grössen Z, und z, 
Gesagten konstruieren, so hat man nur durch den Schnittpunkt der 
Geraden (Z,) bez. (Z,) mit der Tangente der Kurve (6,) bez. (6,) eine 
Parallele zur Tangente der Kurve (6,) bez. (6,) zu legen und sie zum 
Schnitt mit der Tangente der Kurve (6,) bez. (6,) zu bringen, um in 
diesen Schnittpunkten die fraglichen Krümmungsmittelpunkte zu er- 
halten. 


32. Polkurve einer Flächenkurve und Kurven der normalen 
Segmente. Einer jeden Flächenkurve kann man in mannigfacher 
Weise andere Kurven zuordnen, so die Kurve der Mittelpunkte ihrer 
Normal- und geodätischen Krümmung !"®). Besondere Erwähnung ver- 
dient die von A. Enneper untersuchte Gratlinie (Rückkehrkante) der 
abwickelbaren Fläche (III D5, Nr. 3), welche die gegebene Fläche 
längs der betrachteten Kurve (C) berührt. Ihre Tangente ist der Tan- 
gente von (©) konjugiert, ihre Binormale ist parallel der Flächen- 
normalen. A. Schönflies‘'®) leitet mittels kinematischer Betrachtungen 


für die erste Krümmung re ‚ die zweite n und die Bogenlänge s, der 
1 1 


Gratlinie die Beziehungen her: 
ds ds, . ds ds, ds d 


5, 
sin — = — cos -——=——+td 
e, 7, a: 7, Pp, e, 0, + dp, 


wo @ den Winkel der fraglichen konjugierten Tangenten und ey die 


geodätische Torsion von (©) bedeutet. Die Entfernung eines Punktes 
(P) der Kurve (C) von dem zugehörigen Punkt der Gratlinie — von 
0. Böcklen“) Polstrecke genannt — fällt zusammen mit dem geo- 
dätischen Krümmungsradius von (C) gemessen in der Richtung der 
konjugierten Kurve. Es lässt sich zeigen, dass das Verhältnis der 
ersten Krümmung der Gratlinie zur zweiten gleich ist der geodätischen 
Krümmung des sphärischen Bildes der Kurve (0). Fasst man auf 
einer Fläche ein System von zwei einfach unendlichen Kurvenscharen 
ins Auge, so bilden die zu den Kurven jeder Schar gehörenden Grat- 





175°) G. Gattorno, Giorn. di mat. 37 (1899), p. 41. 

176) Gött. Nachr. 1898, p. 74. Vgl. A. Enneper, ibid. 1869. p 207; Zeitschr. 
Math. Phys. 15 (1870), p. 283. 

177) J. f. Math. 96 (1884), p. 154; vgl. v. Lilienthal, Math. Ann. 31 (1888), p. 88. 
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linien zwei neue Flächen. Voss zeigte, dass einem System konjugierter 
Scharen auf jeder der beiden Flächen ein konjugiertes Kurvensystem 
entspricht !"®). 

Wir erwähnen noch die von Ch. Brisse Kurven der normalen 
Segmente genannten Kurven. Man trage von einer Flächenkurve aus 
auf den Flächennormalen Längen auf, die sich stetig ändern. Sind 
P und P’ die zu den Bogenlängen s und 5 + As gehörenden Punkte 
der Kurve, ZL und L’ die von ihnen aus auf den zugehörigen Flächen- 
normalen aufgetragenen Längen, 7 und 7’ die Winkel, welche die 
Flächennormalen in P und P’ mit der Sehne PP’ bilden, so zeigte 
E. Laguerre ''®®), dass: 

PP. (LeosT+Los)—rA#° +1 as +.., 
IR inod d i dl 
sın o d@ cos @ sın cos © 
re nenaneerRerer. 
und die Grössen ®, oe, r dieselbe Bedeutung besitzen wie in Nr. 28. 
Wenn also x längs der Kurve verschwindet, beginnt die betrachtete 
Reihenentwicklung mindestens mit Gliedern fünfter Ordnung. In 
diesem Fall wird die von dem Endpunkt der Länge ZL beschriebene 
Linie als eine Kurve der normalen Segmente bezeichnet. Für eine 
Haupttangentenkurve kann L nur gleich Null genommen werden. 
Für jede andere Flächenkurve erhält man unter Einführung der 


Normalkrümmung = die Differentialgleichung: 


u Er 2 C .) 
ds T 


En De 69 
Für die geodätischen Linien und die Krümmungslinien ergibt sich: 
L = const .YP. 


Ein konstantes Z liefert die Differentialgleichung der von ihrem Krüm- 
mungskreis hyperoskulierten Normalschnitte (Nr. 13; III D 1,2, Nr. 38). 


VII. Krümmungsmasse. 


33. Das Gauss’sche Krümmungsmass und ihm verwandte 
Krümmungsmasse. Das Gauss’sche Krümmungsmass (Nr. 7) stellt einen 
Grenzwert dar, der ein wichtiges Kennzeichen der Flächenkrümmung 
enthält. Aber durch den Wert dieses Krümmungsmasses ist die Flächen- 








178) Math. Ann. 39 (1891), p. 201. 
178*) Paris, Bull. Soc. Philomat. 7 (1870), p.49; Ch. Brisse, Ann. &c. norm. 
(2) 3 (1874), p. 144; E. Oosserat, Toulouse, M&m. (9) 7 (1895), p. 373. 
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krümmung nicht völlig bestimmt, und man hat auch die mittlere 
Krümmung (Nr.5) als das Krümmungsmass ansehen wollen !"®P). Dem- 
gegenüber ist zu bemerken, dass es für eine Fläche überhaupt keinen 
Ausdruck geben kann, der dem für die Krümmung einer Kurve völlig 
entsprechend und zugleich erschöpfend wäre. Es lassen sich vielmehr 
von verschiedenen Gesichtspunkten aus für die Flächenkrümmung 
mehr oder minder kennzeichnende Ausdrücke aufstellen, die ebenfalls 
als Grenzwerte anzusehen sind. 

Wir erwähnen zunächst den dem (Grauss’schen Krümmungsmass 
entsprechenden Ausdruck, falls anstatt der Normalen der Fläche die 
Tangenten einer einfach unendlichen Kurvenschar auf der Fläche 
genommen werden. Hier bildet man die Flächenpunkte mittelst der 
den Tangenten parallelen Radien der Einheitskugel auf letztere ab 
und das Verhältnis des Kugeloberflächenelements zum entsprechenden 
Element der Fläche ist der fragliche Ausdruck. Für eine Kurven- 
schar, deren Einzelkurven die zu R, gehörenden Krümmungslinien 
unter dem Winkel p schneiden, erhält in den in Nr. 12 erklärten Be- 
zeichnungen der fragliche Ausdruck die Form!”®): 








sin @ cos p 
WR, LR’ 
für die Orthogonalschar aber die Form: 
— sing cp 
l, R, I, R, 


34. Das Casorati’sche Krümmungsmass und ihm verwandte 
Krümmungsmasse. Wir erwähnen ferner das Oasorati’sche Krüm- 
mungsmass'®#). Man denke sich um einen regulären Flächenpunkt (P) 
in der Tangentialebene einen unendlich kleinen Kreis mit dem Halb- 
messer ds beschrieben. Jedem Radius dieses Kreises entspricht eine 
Nachbarnormale und wenn man den Winkel r, den eine solche mit 
der Normalen in (P) bildet, von (P) aus auf dem entsprechenden 
Radius aufträgt, entsteht eine neue geschlossene Fläche mit dem 
Flächeninhalt: 


2 


1 
1 frau, 


0 


wo « den Winkel des Radius mit einer festen Tangentialrichtung be- 


178») Sophie Germain, J. f. Math. 7 (1831), p. 1. 

179) v. Lilienthal, Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung 
11 (1902), p. 43. 

180) Acta math. 14 (1890), p. 95. (HID1,2, Fussn. 254, p. 99.) 
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deutet. Casorati bezeichnet das Verhältnis des letzten Flächeninhalts 
zum ersten als Krümmungsmass und erhält so den Ausdruck: 
2.73 1 
stm) 
Anstatt des Winkels r kann man den Winkel zweier zu den End- 
punkten von ds gehörender Tangenten einer Schar von Flächenkurven 


nehmen. Für die zu R, (R,) gehörenden Krümmungslinien erhält man 
so die Ausdrücke: 


1271 1 1 aa 1 1 
intra) smtmtm) 


wo unter - und - die geodätischen Krümmungen der Krümmungs- 
1 2 
linien verstanden sind. — Man kann aber auch statt r den Winkel 


nehmen, den die konjugierten Tangenten der zu den Endpunkten von 
ds gehörenden Tangenten der Schar miteinander bilden. Für eine 
Schar, deren konjugierte Tangenten unter einem konstanten Winkel 
die Krümmungslinien schneiden, erhält man den Ausdruck: 


1 1 
it) 
Für eine Schar, deren Einzelkurven selbst unter konstantem Winkel 


gegen die Krümmungslinien geneigt sind, ergeben sich verschiedene 
Ausdrücke, je nachdem die Fläche positiv oder negativ gekrümmt ist!#"). 


IX. Weitere Sätze über Krümmungslinien, Haupttangenten- 
kurven und konjugierte Linien. 


35. Krümmungslinien. 1) Man betrachte in einer Ebene einen 
Punkt (O) und eine Kurve (0). Die Entfernung eines Punktes (P) der 
Kurve von (O) sei oe. Der Abstand des Punktes (0) von der zu (P) 
gehörenden Kurventangente sei .. Euler fand, dass der Ausdruck 


on den zu (P) gehörenden Krümmungsradius der Kurve (IIID1,2, 


Nr.14) darstellt. Der entsprechende Satz für eine Fläche wurde 
von P. Serret gefunden'??). Hier ist eine Krümmungslinie zu be- 
trachten, unter o und ® ist der Abstand eines festen Punktes von 
einem Punkte der Krümmungslinie und der zugehörigen Tangential- 


ebene der Fläche zu verstehen. Der Ausdruck o = wird dann gleich 


dem der Krümmungslinie zugehörenden Hauptkrümmungsradius. 


181) v. Lilienthal, Acta math. 16 (1892), p. 148. 
182) Par. ©. R. 84 (1877), p. 543. 
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2) Es gibt zwei einfache Punkttransformationen, mit Hülfe 
derer man aus einer gegebenen Fläche eine zweite so herleiten kann, 
dass die Krümmungslinien der letzteren denen der ersteren entsprechen. 
Die erstere ist die sogenannte Dilatation (III B 2), d. h. Übergang 
zu einer Parallelfläche, die zweite ist die Transformation mittels 
reziproker radii vectores'#®) (III A 7). Eine verwickeltere hierher ge- 
hörende Transformation zeigte A. Ribaucour '*). Ein besonderer Fall 
derselben ist die Laguerre’sche Transformation durch reziproke Rich- 
tungen'#) (II B2). Wir weisen endlich auf die Liesche Trans- 
formation hin, welche Krümmungslinien in Haupttangentenkurven über- 
führt und umgekehrt!) (III D 7). — Eine Abbildung einer Fläche 
auf eine feste Kugel, mittels welcher das System der Krümmungs- 
linien durch ein rechtwinkliges Kurvensystem abgebildet wird, zeigten 
Bonnet und Darboux '”). Man nehme eine Kugel, die sowohl die ge- 
gebene Fläche wie die feste Kugel berührt und betrachte die Berüh- 
rungspunkte als einander entsprechend. 

3) Wenn die gemeinsamen Tangentialebenen zweier Flächen so- 
wohl die eine wie die andere längs je einer Krümmungslinie be- 
rühren, so ist die Entfernung je zweier Berührungspunkte in der- 
selben Tangentialebene konstant. Berühren die Tangentialebenen einer 
Fläche längs einer Krümmungslinie zugleich eine Kugel, so ist die 
Krümmungslinie sphärisch'®). Eine Krümmungslinie, deren geodä- 
tische Krümmung konstant ist, liegt auf einer Kugel, die die Fläche 
senkrecht schneidet !®°). 


4) Aus dem Euler’schen Satz: — 4 a —, Nr. 1), folgt für 


eine positiv gekrümmte Fläche, wenn .R, > OR > Alate R2e2>R. 
Bei einer negativ gekrümmten Fläche möge R,>0, R,<O ange- 
nommen werden. Jetzt hat man für ein positives eg die Ungleichung: 
R,<oe, für ein negatives e die Ungleichung: g < R,, sodass hier R, 


183) „Darboux“ 1, p. 208; „Bianchi“ p. 111; J. Weingarten, Inaug.-Diss. 
Berlin 1864, p. 13. R 

184) Paris, C. R. 70 (1870), p. 330. 

185) Paris, C. R. 92 (1881), p. 71. Im selben Bande p. 286 eine weitere 
Transformation von Darbouz. 

186) Math. Ann. 5 (1872), p. 177; Cyp. Stephanos, Paris, C.R. 92 (1881), p.1195. 
Vgl. die Darstellung bei „Darboux“ 1, p. 230,249; 4, p. 171 und F. Klein, Ein- 
leitung in die höhere Geometrie 1, p. 217 ff. 

187) Bonnet, Paris, ©. R.37 (1853), p.529; Darbouz, Paris, Ü. R.94 (1882), p.158. 
Vgl. IHID6a, Nr.11, Fussn. 106. 

188) Beltrami, Giorn. di mat. 2 (1864), p. 305. 

189) Cesäro, Lezioni di Geom. intrins., p. 173, deutsche Ausgabe p. 222; 
U. Dini, Soc. it. Sei. Mem. (3) 2 (1869), p. 135; „Darboux“ 3, p. 121. 122. 
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ein Minimum, R, ein Maximum ist. Die beiden äussersten Werte 
von g gehören nun ausschliesslich zu den Hauptnormalschnitten, jeder 
andere zulässige Wert von g gehört zu zwei Normalschnitten, die 
symmetrisch zu den Hauptnormalschnitten (Nr.1) liegen. Diese Ver- 
hältnisse finden einen bezeichnenden Ausdruck in dem Verhalten der 
die Fläche in dem betrachteten Punkt (P) berührenden Kugeln. 
Nehmen wir den fraglichen Punkt zum Anfangspunkt eines Koordi- 
natensystems, dessen z-Axe mit der Flächennormalen zusammenfällt, 
während die &- und y-Axe von den Tangenten der zu R, und R, 
gehörenden Krümmungslinien gebildet werden, so erhält die Flächen- 
gleichung für hinreichend kleine Werte von z und y die Gestalt: 


= ie -H -- —+- Glieder höherer Ordnung. 


Betrachten wir nun eine Kugel mit dem Halbmesser (r), welche 
die Fläche in (P) berührt. Dann besitzt die senkrechte Projektion 
der Schnittkurve von Fläche und Kugel auf die Tangentialebene die 
Gleichung: 


( An — -)® + — le — -) y”—+- Glieder höherer Ordnung. 


Hiernach ist (P) ein isolierter Punkt der Schnittkurve, wenn r keinem 
der zulässigen Werte von go gleich ist. Er ist eine Spitze der Schnitt- 
kurve, wenn r mit R, oder R, zusammenfällt. Er ist endlich ein 
Den iuakt der Schnittkurve, wenn r einen der sonstigen zulässigen 
Werte von g»besitzt. Die beiden durch den Doppelpunkt gehenden 
Tangenten der Schnittkurve liegen in den Normalschnitten mit der 


gleichen Krümmung re Die mit R, und AR, als Radien beschriebenen 


Kugeln sind enhdeh die einzigen des betrachteten Kugelbüschels, 
die die Fläche noch in einem benachbarten und zwar auf der einen 
oder anderen Krümmungslinie gelegenen Punkte berühren, sie bilden 
ein Analogon zu den Haupttangenten (Nr. 1), die ebenfalls eine Be- 
rührung zweiter Ordnung mit der Fläche besitzen 1), 

5) J. A. Serret'”®) bemerkte bei der Untersuchung der Frage, 
unter welchen Umständen eine durch eine Gleichung von der Form: 


9) + Pe(y) + P5(2) = const. 


dargestellte Flächenschar einem dreifach orthogonalen Flächensystem 
angehört, dass man die Krümmungslinien der durch die Gleichungen 


190) F. Klein, Einleitung in die höhere Geometrie 1, p. 222. Vgl. die Dar- 
boux’sche Untersuchung über oskulierende Flächen zweiter Ordnung, Bull. math. 
astr. (2) 4 (1880), p. 356. 

190*) J. de math. (1) 12 (1847), p. 241. Vgl. IID6b. 
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&yz = const. und &y == const. z dargestellten Flächen bestimmen könne. 
Eine Fortführung dieser Untersuchungen mit Anführung zahlreicher 
Einzelfälle gab Darboux (Par. ©. R. 84 (1877), p. 383) und bestimmte 
ferner die Krümmungslinien der durch die Gleichungsform: 

x” y"zP = const. 
dargestellten Flächen !P), 


36. Haupttangentenkurven. 1) Sie gehen durch projektive 
Transformation und durch Transformation mittelst reziproker radii 
vectores wieder in Haupttangentenkurven über'”"). 

2) Die Normalkrümmung der orthogonalen Trajektorien der Haupt- 
tangentenkurven ist gleich der mittleren Krümmung (Nr. 5) der Fläche. 

3) Eine ebene oder geodätische Haupttangentenkurve ist stets 
eine gerade Linie'”?). 

4) Schliessen wir den Fall einer geraden Haupttangentenkurve 
aus und betrachten den durch den Punkt (P) einer negativ ge- 
krümmten Fläche gelegten Tangentialschnitt. J. M.de la Gournerie '*°) 
zeigte, dass die beiden Zweige dieses Schnitts von den durch (P) 
gehenden Haupttangentenkurven im allgemeinen nur in der ersten 
Ordnung berührt werden. Beltrami'*) fügte den Satz hinzu, dass 
der Halbmesser der ersten Krümmung der berührenden Haupttan- 
gentenkurve zwei Drittel des Krümmungshalbmessers des Schnitts 
beträgt. Dies veranlasste Bonnet!”) zur Betrachtung einer beliebigen 
Kurve, die in einem Punkt eine Haupttangentenkurve so berührt, 
dass ihre Schmiegungsebene mit der Tangentialebene der Fläche zu- 
sammenfällt. Bezeichnet man die erste und zweite Krümmung der 


fraglichen Kurve im betrachteten Punkt mit 7 und — ; mit —— die 


0 
erste Krümmung der berührenden Haupttangentenkurve, so findet 
Bonnet: 





woraus sich der Beltrami’sche Satz für + —=() ergibt. Weiter teilt 


190®) Ann. c. norm. (2) 7 (1878), p. 227 und Legons 1, p. 196. Über die 
Bestimmung von Krümmungslinien siehe ferner A. Ribaucour, Par. C. R.74 (1872), 
p. 1489, 1570; Th. Caronnet, Par. soc. math. Bull. 20 (1892), p. 91. 

191) E. Picard, Trait& d’anal. 1, Paris 1891, p. 408. Vgl. IIID 6a, Nr.10. 

192) A. Ennneper, Gött. Nachr. 1870, p. 499. 

193) J. de math. (2) 3 (1858), p. 73. 

194) Nouv. Annal. (2) 4 (1865) p. 258. 195) ibid. p. 267. 
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Bonnet eine Gleichung mit, welche die Grösse — durch R, und R, und 


deren Ableitungen nach den Bogenlängen der Krümmungslinien aus- 
drückt. Einen Beweis der Bonnet’schen Formeln findet man bei 
„Darboux“ 2, p. 396. Vgl. Ch. Brisse, J. &c. polyt. cah. 53 (1883), 
p. 217, 233. 

5) Die Gleichungen, welche die geodätischen Krümmungen der 
Haupttangentenkurven und ihrer orthogonalen Trajektorien mit den 
Normal- und geodätischen Krümmungen der Krümmungslinien ver- 
binden, hat v. Lilienthal in den Math. Ann. 42 (1893), p. 520 auf- 
gestellt. 

6) @. Koenigs zeigte '”), dass, wenn die Haupttangentenkurven 
von einem beliebigen Punkt aus auf eine Ebene projiziert werden, die 
Projektionskurven ein sogenanntes System mit gleichen Laplace’schen 
(„Darboux“ 2, p.23) Invarianten bilden, d. h. die Koordinaten der 
Punkte der Projektionskurven, betrachtet als Funktionen der Parameter 
u und v, genügen einer Differentialgleichung von der Form: 

27 0 Y 
tr 
in welcher = = . 

7) Hinsichtlich der Bestimmung der Haupttangentenkurven gab 
Darboux des Satz (Bull. math. astr. 1 (1870), p. 355; Lecons 1, p. 142, 
daselbst Litteratur), dass man die Differentialgleichung der fraglichen 


Kurven auf den durch die Gleichungen: 

=AlM— a" (w— a), y=Bu—b#re—b, 

2= ( (u — oO" (w — c)* 
dargestellten Flächen durch Quadraturen integrieren kann. Dasselbe 
gilt für die von V. Jamet (Ann. @c. norm. (3) 4 (1887), suppl., p. 50) 
betrachteten Flächen, die durch eine Gleichung von der Form: 
f(L,M)=f(N, P) 

gegeben werden, wo f, und f, homogene ganze Funktionen vom selben 
Grade, und L, M, N, P lineare ganze Funktionen der Koordinaten be- 
deuten. Der Beweis vereinfacht sich durch die E. Picard’sche Be- 
merkung (Traite d’Anal., Paris 1891, p. 408), dass die fraglichen 


Flächen zu den durch die Gleichungsform: xf (2) —= F(z) dargestellten 


gehören, deren Haupttangentenkurven leicht mittelst Quadraturen er- 
mittelt werden können. Die Bestimmung der Haupttangentenkurven, 


196) Par. C. R. 114 (1892), p. 55; vgl. ibid. p. 728 u. „Darboux“ 4, p. 33. 
Vgl. IID6a, Nr. 10. 
Enceyklop. d. math. Wissensch. IH 3. 12 
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Krümmungslinien und Minimalkurven (III D 1, 2, Nr.12) durch Quadra- 
turen ist möglich bei den von F. Klein und $. Lie betrachteten 
Flächen, die bei gewissen projektiven infinitesimalen Transformationen 
invariant bleiben, namentlich bei den Flächen mit der Gleichungsform: 


Z @ 
(5) 
den Schraubenflächen und den Spiralflächen!®®). (III D5, Nr. 5,7; 
III D 6a, Nr. 10.) 


37. Konjugierte Linien. 1) Leitet man aus einer gegebenen 
Fläche durch eine projektive Transformation oder durch die Trans- 
formation mittels reziproker Radien eine zweite Fläche her, so gehen 
konjugierte Kurvenscharen in eben solche über!) 

2) Ribaucour’scher Satz. Man denke sich die Flächenpunkte als 
Mittelpunkte von Kugeln, deren Halbmesser sich stetig ändern. Die 
zum Punkt (P) gehörende Kugel wird von den ihr unendlich benach- 
barten in zwei Punkten (P’, P”) geschnitten, deren Verbindungslinie (Z) 
auf der zu (P) gehörenden Tangentialebene senkrecht steht und die 
zu (P) gehörende Berührungssehne (corde de contact) genannt wird. 
Diese Sehnen erzeugen ein Strahlensystem. Die durch (Z) gehenden 
Brennebenen des Systems stehen auf jener Tangentialebene senkrecht. 
Fällt man von (P) aus Lote auf diese Ebene, so erhält man konju- 
gierte Tangenten!®). Wenn y den Winkel des Radius PP’ mit der 
Flächennormalen und R den Radius der Kugel bedeutet, besteht die 
Gleichung: sin?y = A,R.'®) Darboux stellte diesem Satz den fol- 
genden an die Seite: Die in (P’) und (P”) berührenden Tangential- 
ebenen der fraglichen Kugel schneiden sich in einer Geraden (Z,), die 
in der zu (P) gehörenden Tangentialebene der Fläche liegt. Die 
Geraden (L,) erzeugen ein Strahlensystem. Verbindet man (P) mit 
den in (Z,) liegenden Brennpunkten dieses Systems, so erhält man 
ebenfalls konjugierte Tangenten ?). 

3) Zwei beliebige Raumkurven besitzen eine doppelt unendliche 
Sehar von Sehnen, die je einen Punkt der einen Kurve mit je einem 
Punkt der anderen verbinden. Denkt man sich jede dieser Sehnen 


196®) Lie-Scheffers, Vorl. über Differentialgleichungen mit bekannten in- 
finitesimalen Transformationen, Leipzig 1891, p. 254—261. Daselbst Litteratur. 
Siehe auch die hierher gehörende flächentheoretische Anwendung allgemeiner 
Lie'scher Sätze über die Integration von Differentialgleichungen erster Ordnung 
in dem genannten Werk, p. 169—187. 

197) „Darboux“ 1, p. 118. 

198) J. de math. (4) 7 (1891), p. 47. Die Arbeit stammt aus dem Jahre 1876. 

199) „Darboux“ 3, p. 350. 200) „Darboux“ 2, p. 325. 
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im Sehnittverhältnis A geteilt, so bilden die Teilpunkte auf allen 
Sehnen, die von ein- und demselben Kurvenpunkte ausgehen, eine 
Kurve. Zu den Punkten jeder der beiden Kurven gehört so je eine 
einfach unendliche Kurvenschar. Beide Scharen liegen auf derselben 
Fläche und sind konjugiert?%®), 

4) K. Peterson?®') zeigt, wie jeder festen Richtung des Raumes 
auf einer gegebenen Fläche ein System konjugierter Linien entspricht. 
Man betrachte die jener Richtung parallelen Geraden als Lichtstrahlen, 
die von einer unendlich fernen Lichtquelle ausgehen (s. auch III D 1, 2, 
Nr. 37). Ein auf der Fläche stehender Beobachter wirft auf die 
Tangentialebene einen Schatten von bestimmter Grösse und Rich- 
tung. Bewegt er sich so, dass er immer der Richtung seines Schattens 
folgt, so beschreibt er eine Schattenlinie, hingegen eine Lichtlinie, 
wenn während seiner Bewegung die Grösse des Schattens sich nicht 
ändert. Längs einer Lichtlinie (in der darstellenden Geometrie (III A 6) 
Isophote) ?'*) fallen die Strahlen unter sich gleichbleibendem Winkel 
ein, beleuchten also die Fläche gleich stark. Schattenlinien und 
Lichtlinien sind konjugiert. — Ein Satz von 0. Böklen ®®) ordnet 
auch jeder festen Geraden ein konjugiertes System auf einer Fläche 
zu. Die eine Schar wird von den Ebenen des Büschels, dessen 
Axe die Gerade ist, aus der Fläche ausgeschnitten, die andere besteht 
aus den Berührungskurven der Tangentialkegel, die von den Punkten 
der Geraden aus an die Fläche gelegt sind. 

5) Mit einem System konjugierter Kurvenscharen hängt der von 
Voss aufgestellte Begriff der „Parameterkrimmung“ zusammen ®®) 
(IB2,Nr.21). Betrachten wir ein beliebiges System von Para- 
meterlinien u = const., v—= const. Den Wertsystemen u,v; u+ Au,v; 
uv+ Av; u+ Au, v + Av entsprechen vier Punkte auf der Fläche, P, 
P,,P,, P,, die wir als die Eckpunkte eines Tetraeders auffassen, 
dessen Inhalt mit 7’ bezeichnet werde. Ordnet man die Punkte einer 
der beiden, sich im Punkte (P) kreuzenden, Parameterlinien den 
Punkten der anderen zu, indem man etwa setzt: 


Au=hAt+NWAP.., AV=kAt+KAR,.. 
und lässt Ai nach Null hin abnehmen, so wird 7, falls die Parameter- 


200°) A. Ribaucour, Bruxelles, M&m. 44 (1880); Etude des elassoides, p. 16. 

201) Über Kurven und Flächen, Leipzig 1868, p. 22. 

201°) L. Burmester, Theorie und Darstellung der Beleuchtung gesetz- 
mässig gestalteter Flächen, Leipzig 1875. 

202) Analytische Geom. des Raumes, Stuttgart, 2. Aufl. 1884, p. 69; vgl. 
„Darboux“ 1, p. 112. 

203) Math. Ann. 39 (1891), p. 179. 
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linien nicht konjugiert sind, von der vierten Ordnung, anderenfalls 
von der sechsten Ordnung unendlich klein. Dividieren wir daher 7 
durch das Quadrat der Bogenlänge PP, und das Quadrat des Flächen 
inhalts des Vierecks PP,P,P,, so erhalten wir für konjugierte Pa- 
rameterlinien einen endlichen Grenzwert. Das 72-fache dieses Grenz- 
wertes nennt Voss die „Parameterkrümmung“ der Fläche nach der Rich- 
tung du: dv, bezogen auf das Grunde gelegte konjugierte System. Ist 
für dieses: 
X __ m0% 0% 
Dun Bau rt Ba ao 
so erhält die Parameterkrimmung den Ausdruck: 
‚[0B OD: 
D (7 = BB,) du®-+D ( m BB,) dv. 
VEG — F?(Edw-+2Fdudv+ @dv?) 





Hinsichtlich der Parameterkrümmung gelten ähnliche Sätze wie für 
die Normalkrümmung. In zwei zu einander senkrechten Normal- 
schnitten erreicht sie ihren grössten und kleinsten Wert, ebenso be- 
sitzt sie im allgemeinen in zwei Normalschnitten den Wert Null. 
Die beiden Grössen = — BB, und nn — BB, — die Invarianten 
obiger Differentialgleichung — sind, wie Voss zeigt, den projektiven 
Transformationen der Fläche gegenüber absolute Invarianten. Auch 
das dualistische Analogon der Parameterkrümmung bei Anwendung 
von Ebenenkoordinaten ist von Voss definiert. Sind die Invarianten 
einander gleich, so fällt bis auf einen nur vom Wertsystem u, v ab- 
hängenden Faktor die Parameterkrämmung mit der Normalkrümmung 
zusammen. 

Eine andere notwendige und hinreichende Eigenschaft konjugierter 
Scharen mit gleichen Invarianten leitet Darbous”*) in Erweiterung 
eines Königs’schen Satzes über ebene Kurvenscharen her. Sie lässt 
sich so aussprechen: Konstruiert man längs zweier sich in einem 
Punkte (P) schneidender Kurven der Scharen die die Fläche berühren- 
den, abwickelbaren Flächen und fasst man auf den Gratlinien dieser 
Flächen die beiden dem Punkte (P) entsprechenden Punkte sowie 
jedesmal zwei diesen benachbarte Punkte ins Auge, so liegen die be- 
trachteten sechs Punkte auf einem Kegelschnitt. Auch das dualistische 
Analogon dieses Satzes wird von Darboux mitgeteilt. 


204) „Darboux‘“ 4, p. 34; G. Königs, Par. C. R. 114 (1892), p. 55. 





37. Konjugierte Linien. 38. Geodätische Kreise. 39. Schmiegungskugeln. 181 


X. Weitere besondere Kurven. 


38. Geodätische Kreise. Obgleich man vielfach mit dem Namen 
geodätische Kreise die Kurven belegt (Nr. 15), welche die von einem Punkt 
ausgehenden geodätischen Linien senkrecht schneiden (Bianchi’sche 
Bezeichnung), wollen wir hier unter einem geodätischen Kreis eine 
Kurve verstehen, deren geodätische Krümmung sich längs ihrer nicht 
ändert (Darboux’sche Bezeichnung). Wickelt man die abwickelbare 
Fläche, die die gegebene Fläche längs eines geodätischen Kreises 
berührt, auf eine Ebene ab, so geht der geodätische Kreis in einen 
wirklichen Kreis über?®). — F. Minding”) bemerkte, dass ein auf 
einer Fläche gespannter Faden von gegebener Länge, auf den eine 
konstante, zu ihm und der Flächennormale senkrechte Kraft wirkt, die 
Gestalt eines geodätischen Kreises besitzt. — Besteht ein Orthogonal- 
system aus geodätischen Kreisen, so ist es isotherm. Nimmt man die 
Kurven eines solchen Systems zu Parameterlinien, so erhält das Quadrat 
des Linienelements die Form: 

a _ du td go 
I zur ) 
S. Lie be8timmte die Form des Quadrats des Linienelements der 
Flächen, deren geodätische Kreise eine infinitesimale Berührungstrans- 
formation (III D 6a, Nr.9; IIID 7) gestatten. (S. Lie u. @. Scheffers, 
Geometrie der Berührungstransformationen, Leipzig 1896, p. 133 ff.) 

Darboux wandte die Jacobi’'sche Methode der Integration der 
Differentialgleichung der geodätischen Linien auf die Gleichung der 
geodätischen Kreise an und führte die Bestimmung dieser Kreise für 
die Rotationsflächen auf Quadraturen, für die Spiralflächen (II D5, 
Nr.7) auf die Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung 
erster Ordnung zurück (Par. C. R. 96 (1883), p.54; „Darboux“ 3, p. 152). 


02 


39. Kurven, deren Schmiegungskugeln die Fläche berühren. 
Die Differentialgleichung dieser Kurven — „D“-Linien — wurde von 
Darboux (Par. ©. R.73 (1871), p. 732) aufgestellt und integriert für die 
Flächen zweiten Grades und die Cykliden (III C 6) 20%). A. Ribaucour zeigte, 
dass jede Schmiegungsebene einer „D“-Linie aus der Fläche eine Kurve 


205) J. Steiner, Par. C. R. 12 (1841), p. 479; J. f. Math. 24 (1842), p. 150 = 
Werke 2, Berlin 1882, p. 177. 

206) J. f. Math. 86 (1879), p. 279. 

207) „Darboux“ 3, p. 154; „Bianchi“ p. 176. 

208) Vgl. A. Enmeper, Göttinger Nachr. 1871, p. 577; A. Pell, Amer. Math. 
Soc. Trans. 1 (1900), p. 315. 
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ausschneidet, die im zugehörigen Flächenpunkt von ihrem Krümmungs- 
kreis hyperoskuliert wird (Par. ©. R. 80 (1875), p. 642). Die sämt- 
lichen derartigen zu einem Flächenpunkt gehörenden Kreise liegen nach 
Darboux auf einer Fläche zehnter Ordnung (Bull. math. astr. (2) 4 (1880), 
p-376). Von dem Umstand ausgehend, dass die Differentialgleichung 
der „D“-Linien vom zweiten Grade ist, entwickelte E. Cosserat durch 
Betrachtung homogener Integrale eine ähnliche Integrationstheorie 
dieser Gleichung, wie eine solche für die Gleichung der geodätischen 
Linien gilt (Toulouse Mem. (9) 7 (1895), p.366; Paris C. R. 121 (1895), 
p- 43). 


40. Äquidistante Kurvenscharen. Mit diesem Namen belegte 
Voss?) diejenigen Kurvenscharen, die zu Parameterlinien genommen 


die Form: 
du? + dv? + 2dudv cosp 


des Quadrats des Linienelements hervorbringen. Die Parameter u, v 
haben also die Bedeutung der Bogenlängen der Parameterlinien. Die 
Koordinaten der Fläche sind die Integrale des Systems: 
ou ov 2% 700 ur euov 
0y02 Oyoz 0202 0202 Hdaxdy dxody’ 


Oudv Ovou Ouov Dvdu duov Hvdu 


woraus unmittelbar folgt, dass auf einer Translationsfläche (III D 5, 
Nr. 6), d. h. auf einer Fläche, deren Koordinaten durch die Gleichungen 


=fhW)+HL, y-hW)+PRL, z=hlu) +9) 

dargestellt sind, die Parameterlinien stets äquidistant ausfallen. Voss 
leitet für die Totalkrümmung eines Vierecks auf der Fläche, das von 
zwei Kurven der einen und zwei Kurven der anderen Schar eines 
äquidistanten Systems begrenzt wird, den Ausdruck her: 22— A— B— 
C— D, wo A, B, 0, D die Winkel des Vierecks sind. Die Aufsuchung 
der äquidistanten Systeme fällt zusammen mit der T7'schebyscheff’schen 
Aufgabe der Bekleidung einer Fläche?'®). Wir sahen früher (Nr. 25), 
dass für ein äquidistantes System die Gleichungen bestehen: 

cos sın cos sın i 

K © K er K, 7 K nr 
Dies bedeutet geometrisch, dass die Tangenten der Kurven v — const. 
(u = const.) senkrecht sind zu den Verbindungslinien der geodätischen 
Krümmungsmittelpunkte der Kurven u = const. (v — const.) und 











209) Math. Ann. 19 (1881), p. 1. Katalog math.-phys. Modelle, Apparate 
und Instrumente, hrsg. v. W.v. Dyck, München 1892, p. 16. 
210) „Darboux“ 3, p. 133, 206. Vgl. IID6a, Nr. 12. 
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ihrer orthogonalen Trajektorien?'!) — und kinematisch, dass die Tan- 
gente einer Kurve » — const. (u = const.) in ihre längs der Kurve 
u = const. (v — const.) benachbarte Lage durch eine Drehung um die 
Tangente der Kurve u = const. (v — const.) und Fortschreitung längs 
dieser Tangente übergeht. 


41. Meridian- und Parallelkurven. Bewegt sich ein Punkt (P) 
einer Fläche so, dass sein sphärisches Bild einen Meridian beschreibt, 
so heisst seine Bahn eine Meridiankurve der Fläche, beschreibt sein 
sphärisches Bild einen Parallelkreis, so heisst seine Bahn eine Pa- 
rallelkurve der Fläche. Orientiert man die Einheitskugel so, dass sich 
die Meridiane in der z-Axe schneiden und nennt, wie üblich (III A 6), die 
zur 2-Axe senkrechten Schnitte der Fläche Niveaulinien (die orthogo- 
nalen Trajektorien derselben heissen Linien grössten Falls), so be- 
stehen nach Bonnet die Sätze®"?): Ist eine geodätische Linie zugleich 
Meridiankurve, so schneidet sie die Niveaulinien unter gleichen Winkeln. 
Schneidet eine geodätische Linie die Niveaulinien unter gleichen 
Winkeln, so ist sie eine Meridiankurve. Schneidet eine Meridiankurve 
die Niveaulinien unter gleichen Winkeln, so ist sie eine geodätische 
Linie. 

> 

42. Isotherm-konjugierte Systeme. Isotherm-konjugiert wird 

nach Bianchi ein Kurvensystem genannt, wenn: 

L=N M=0. 

Derartige Systeme sind nur auf positiv gekrümmten Flächen vor- 
handen, und man kann für sie ähnliche Formeln aufstellen, wie die 
Leliewore'schen für Haupttangentenkurven®®), Auf die fraglichen 
Systeme machte zuerst Voss aufmerksam"), der auch zeigte, dass es 
auf einer negativ gekrümmten Fläche unzählig viele Kurvensysteme 
giebt, für dee L=— N, M—=0. Ebenso wies Voss die Bedeutung 
der fraglichen Systeme für eine projektive Umformung der Fläche nach. 


211) v. Lilienthal, Grundlagen einer Krümmungslehre der Kurvenscharen, 
Leipzig 1896, p. 40. 

212) J. de math. (2) 5 (1860), p.168. Vgl. A. Enneper, Götting. Abh. 1882, p.3. 

213) „Bianchi“ p. 135 ff. 

214) Math. Ann. 39 (1891), p. 197. Vgl. IID6a, Nr.10, Fussn. 96; Nr. 33, 
Fussn. 339. 


(Abgeschlossen im August 1902.) 
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1. Einleitung. Eine Kurve in der Ebene, deren Gleichung in 
rechtwinkligen Koordinaten &, y nicht auf eine algebraische Form ge- 
bracht werden kann, heisst branscendent. Die Gesamtheit aller der- 


*) Dem Entgegenkommen des Herrn Verfassers verdankten wir die Einsicht 
in dies Werk, mit dessen Reichhaltigkeit wir in Bezug auf die ebenen Kurven 
absolut nicht in Wettbewerb treten können, schon während seines Druckes. Be- 
züglich der älteren Geschichte der ebenen transcendenten Kurven verweisen wir 
grundsätzlich auf dies Buch, neben dem man M. Cantor, Vorlesungen über Ge- 
schichte der Mathematik 1, Leipzig 2. Aufl. 1894; 2, 2. Aufl. 1900; 3, 2. Aufl. 
1901, zu Rate ziehen möge. 
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jenigen Punkttransformationen der Ebene, die jede algebraische Kurve 
wieder in eine algebraische Kurve verwandeln, ist die Gruppe aller 
algebraischen Transformationen der Ebene [IT A 6, Nr. 1,19]. Daher 
gilt die Definition der transcendenten Kurven nicht nur für rechtwinklige 
Koordinaten x, y, sondern überhaupt für solche Punktkoordinaten r, 4, 
die durch zwei in x, y, x, algebraische Gleichungen definiert werden, 
und ebenso für solche homogene Punktkoordinaten &,, %,, 2,, deren 
Verhältnisse zusammen mit &, y zwei algebraischen Gleichungen ge- 
nügen, wie z. B. für allgemeine projektive Koordinaten [III B 2], während 
dagegen z. B. bei Benutzung von Polarkoordinaten der analytische 
Unterschied zwischen algebraischen und transeendenten Kurven ver- 
schwindet. Wendet man die Gruppe aller algebraischen Transforma- 
tionen der Ebene auf die Gesamtheit aller ebenen Kurven an, so bilden 
die algebraischen Kurven für sich eine invariante Mannigfaltigkeit, 
ebenso die transcendenten. 

Leibniz wennte insbesondere diejenigen Kurven interscendent, deren 
Gleichungen durch Nullsetzen von Polynomen in &,y mit irrationalen 
Exponenten hervorgehen'). Für die Raumkurven gilt Entsprechendes. 

Während für die algebraischen Kurven natürliche Einteilungen 
(nach Ordnung, Klasse u. s. w.) vorhanden sind, fehlen sie bei den 
transcendenten Kurven. Dabei verdanken manche dieser Kurven ihr 
Bekanntsein dem Zufall. Die Benennung der transcendenten Kurven 
ist daher misslich, ebenso die Aufgabe, aus der grossen Zahl der 
transcendenten Kurven eine Auswahl zu treffen. Wollten wir alle 
einigermassen bekannten transcendenten Kurven erwähnen, so könnten 
wir bei dem knappen Raume nicht viel mehr als eine Sammlung von 
Definitionen geben. Da aber @. Loria in dem oben erwähnten Buche 
eine gründliche Zusammenstellung der bisherigen Arbeiten über ebene 
transcendente Kurven bietet, erscheint es uns richtig, nur gewisse 
Klassen solcher Kurven ausführlicher zu besprechen?), nämlich erstens 
Rollkurven (darunter die Cykloiden, Kreisevolventen und archimedischen 
Spiralen), zweitens die W-Kurven (darunter die logarithmischen Kurven 
und logarithmischen Spiralen, zu denen im Raume die gemeinen 
Schraubenlinien treten), drittens die Sinusspiralen und ihre Verallgemeine- 
rungen (darunter die Kettenlinien und Traktricen). Unter diese drei 
Rubriken nämlich lassen sich wohl ziemlich alle wichtigeren ebenen 
transcendenten Kurven einreihen. Der vierte Abschnitt ist transcen- 


1) Vgl. L. Euler, Introductio in analysin infinitorum 2, Lausannae 1748, 
p-. 285, wo das Beispiel y = a? besprochen wird. 
2) Zum Teil ausführlicher als @. Loria, zum grösseren Teil aber weniger 
ausführlich als dieser. 
13* 


188 III D4. @. Scheffers. Besondere transcendente Kurven. 


denten Raumkurven gewidmet (Bertrand’sche Kurven, allgemeine 
Schraubenlinien, Loxodromen, Minimalkurven, tetraedrale Kurven), 
während wir im fünften Abschnitt mehrere nicht behandelte Kurven 
ceitieren und über Versuche zur Einteilung der transcendenten ebenen 
Kurven berichten. 

Solche Familien transcendenter ebener Kurven, deren Gleichungen 
noch willkürliche Funktionen enthalten, berücksichtigen wir nicht, 
ebenso wenig Kurven, die nur zur Darstellung transcendenter Funk- 
tionen dienen sollen. Von den transcendenten Raumkurven betrachten 
wir nur solche, die unabhängig von Flächen definiert werden können. 

Zeichnungen von ebenen transcendenten Kurven bietet das Loria’sche 
Buch in grösserer Anzahl. 


I. Rollkurven. 


2. Allgemeines. Die Bahnkurven der Punkte einer ebenen Figur, 
die sich stetig in ihrer Ebene bewegt, heissen Rollkurven (Rouletten), 
weil die Bewegung nach IIID 1,2, Nr. 1% und IV 3, Nr. 8 durch Rollen 
einer mit der Figur starr verbundenen Polkurve auf einer in der 
Ebene festen Polbahn erzeugt werden kann. An den angegebenen 
Stellen ist schon bemerkt, dass die Tangenten der Rollkurven in 
jedem Momente der Bewegung senkrecht zu den Geraden sind, die 
die beschreibenden Punkte mit dem momentanen Drehpol, d. h. dem 
Berührungspunkt von Polbahn und Polkurve, verbinden; ferner, dass 
die Aufgabe, die Krümmungsmittelpunkte der Rollkurven zu finden, 
auf die Aufgabe zurückkommt, sie für den Fall zu finden, dass Kreis 
auf Kreis rollt. 

G. Ph. de la Hire?) zeigte zuerst, dass jede ebene Kurve als Roll- 
kurve erzeugt werden kann. Wir beschränken uns auf solche Probleme 
der Bewegung, durch die man zu besonders wichtigen transcendenten 
Kurven geführt wurde. 


3, Trochoiden, ihre Scheitel und Wendepunkte. ‚Die Polbahn 
und die Polkurve seien Kreise. Dann heissen die Rollkurven Tro- 
choiden*) und zwar Epi- oder Hypotrochoiden, je nachdem der rollende 
Kreis ausserhalb oder innerhalb des festen liegt?) ®). Algebraisch ist 


3) Trait6 des roulettes, Paris M&m. 1706 [1707]. E. Catalan, Nouv. Ann. 
Math. (1) 15 (1856), p. 102—108, bewies überdies, dass man dabei die Polbahn 
beliebig in der Ebene der Kurve annehmen darf. 

4) Trochoide (Rad- oder Scheibenlinie) nannte P. de Roberval die gemeine 
Cykloide (s. Nr. 6); vgl. @. Loria, Spezielle Kurven, p. 461. 

5) Geschichtliches bei @. Loria, Spezielle Kurven, p. 479—481, Häton de la 
Goupilliere, L’Intermediaire des math. 5 (1898), p. 234,235, E. Wölffing, ebenda, 
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eine Trochoide nur dann, wenn das Verhältnis der Radien beider 
Kreise rational ist (ausserdem in dem trivialen Fall, dass der be- 
schreibende Punkt die Mitte des rollenden Kreises ist). 

Es sei: © Mitte, R Radius des festen Kreises, M Mitte, r Radius 
des rollenden Kreises. Dabei sei R stets >0, dagegen r>0, je nach- 
dem M und C auf derselben oder auf verschiedenen Seiten des 
momentanen Drehpols O, des Berührungspunktes beider Kreise, liegen. 
Der beschreibende Punkt P habe von M den Abstand «>20, je 
nachdem r >20 ist. Der Krümmungsmittelpunkt X von P liegt auf 
OP und ist nach II D1,2, Nr. 17, zu konstruieren. Liegt P insbeson- 
dere auf dem Umfang des rollenden Kreises, so liegt K auf der 
Polaren von P hinsichtlich des festen Kreises”). P beschreikt 
momentan einen Wendepunkt, wenn er auf demjenigen Kreis ( Wende- 
kreis) liegt, der in O den festen Kreis berührt und dessen Radius 
gleich Rr:2(R— r) ist®), wobei das Vorzeichen anzeigt, ob die 
Mitte des Wendekreises auf derselben oder auf der andern Seite von 
O liegt wie ©. Ferner beschreibt P momentan einen Scheitel (vgl. 
UID1,2,p.30), wenn P entweder auf der Centralen CM liegt (Haupt- 
scheitel) oder auf dem Kreis (Scheitelkreis”)) liegt, der in O den festen 
Kreis berührt und den Radius 3Rr: (4R — 2r) hat, wobei das Vor- 
zeichen dieselbe Bedeutung wie vorhin hat (Nebenscheitel). Jede 
Trochoide hat Hauptscheitel, jede transcendente unendlich viele. Sie 
liegen auf zwei koncentrischen Kreisen um C, zwischen denen die 
Trochoide periodisch verläuft. Nur im Fall, wo P auf dem Umfang 
des Kreises (r) liegt, arten die auf dem einen dieser beiden koncen- 
trischen Kreise liegenden Scheitel in Rückkehrpunkte aus, die auf dem 


p. 235—238; ebenda 6 (1899), p. 11—12; Bibliotheca math. (3) 2 (1901), p. 235 
—259. Die Epiceykloiden (siehe Nr. 5), die gewiss im Altertum schon bekannt 
waren (vgl. die Epicykeln des Ptolemäischen Weltsystems), kommen in einem 
speziellen Fall bei A. Dürer 1525 vor, dann bei Desargues, De la Hire, wo sie 
auch so genannt werden, Euler u. s. w. 

6) Rotiert ein Punkt P gleichförmig um einen Punkt U, der seinerseits 
gleichförmig um einen festen Punkt C rotiert, so beschreibt er eine Trochoide. 
Siehe @. J. Verdam, Arch. Math. Phys. (1) 11 (1848), p. 18—20. Vgl. Nr.4. 

7) W. Zehme, Elementare und analytische Behandlung der verschiedenen 
Cykloiden, Iserlohn und Elberfeld 1854, insbes. p. 16. 

3) Siehe IV 3, p. 211, Fussnote 88, ausserdem: Ch. Bresse, J. &c. pol. cah. 35 
(1853), p. 89—115, insbes. p. 99. 

9) Der Scheitelkreis und die Centrale CM bilden zusammen eine durch die 
imaginären Kreispunkte gehende Kurve dritter Ordnung. Diese Kurve für den 
Fall beliebiger Polkurven bei L. Burmester, Civiling. 23 (1877), p. 227”—250, insbes. 
p. 241. Vgl. auch IV 3, Nr. 8. 
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Umfang des festen Kreises liegen und deren Tangenten Radien des 
festen Kreises sind. Die von © nach den Hauptscheiteln gehenden 
Geraden sind Symmetriegeraden der Trochoide (s. Fig. 1)'%). Nicht 








‚Fig. T: 


alle Trochoiden haben Nebenscheitel. Insbesondere giebt es Trochoiden, 
bei denen zwei Nebenscheitel in einen Hauptscheitel zusammenfallen, 
sodass der Krümmungskreis dort sechspunktig berührt. 


10) Hierin sind die Wendepunkte mit W, die Hauptscheitel mit $, die 
Nebenscheitel mit 8’ bezeichnet. Zugleich ist angegeben, wie man zu einem 
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Die Bewegung werde von der Anfangslage (M,, P,, 0,) aus vor- 
genommen, bei der P, auf der Centralen OM, liegt und zwar in der- 
jenigen der beiden möglichen Stellen, die näher bei O, ist, sodass 


M,P, und M,O, denselben Sinn haben. Beim Abrollen sei @ bezw. 
ıv der zum abgerollten Bogen des Kreises (R) bezw. (r) gehörige 














Fig. 2. Fig. 3. 


Centriwinkel, gemessen mit Vorzeichen unter Rücksicht auf den posi- 
tiven Drehsinn der Ebene. Stets ist (vgl. Fig. 2 für r>0, wobei 
%»<0, und Fig.3 für r<0O, wobei 9 >0 ist): 


Rpo=—rv oder v-— op. 


Ist die Ebene die komplexe Zahlenebene'!), © der Nullpunkt, 00, 
die positive reelle Axe, so gehört zur Mitte M die Zahl (R — r) «'®. 
Die Richtung von MP geht im Fall r >0O durch die Drehung + %, 
im Falle r <O durch die Drehung g + Y — x aus der Richtung CO, 
hervor, sodass, da «20 mit r 20 ist, in jedem Falle zu P die Zahl 


z+iy=(R—r)eP? +acW+Y) 
oder 
‚r—R 
a, 


(1) z+iy=(R—r)es+ae ? 


beliebigen Punkt (P,) den Krümmungsmittelpunkt (K,) findet und wie sich diese 
Konstruktion modifiziert, wenn der Kurvenpunkt (P,) auf der zugehörigen Cen- 
tralen (CM,) gelegen ist (s. IID1,2, Nr. 17). Dabei ist nur noch zu sagen, dass 
in O,, M,, P, Lote zur Centralen OP, gezogen werden, während die andere Ge- 
rade durch O, beliebig ist. 

11) Die komplexe Zahlenebene (vgl. IA4,p.155) benutzt E. Frrangoise, Atti 
Istituto Venet. (4) 1 (1872), p. 430—436, F‘ Morley, Amer. J. of math. 16 (1894), 
p. 188—204, und F' Schilling, Zeitschr. Math. Phys. 44 (1899), p. 214—227. 
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gehört. Also sind: 


z—=(R—r)cosp+ acos  —H g, 


(2) ;  r— R 
y=(R— r)sinp + asin —— 


die Gleichungen der Trochoide, ausgedrückt mittels des Parameters g. 


4. Verschiedene Arten der Erzeugung von Trochoiden. Aus (1) 
folgt die eigentlich schon von @. J. Verdam 1848, vgl. Anm. 6, be- 
merkte, alsdann ausdrücklich von @. Bellermann '?) angegebene Art 
der Erzeugung: 

Bewegt sich ein Gelenkparallelogramm so, dass eine Ecke © fest 
bleibt, während sich die beiden anliegenden Seiten CU und CV mit 
konstanten Winkelgeschwindigkeiten « und 8 um Ü drehen, so be- 
schreibt die vierte Ecke P eine allgemeine Trochoide [IV 3, Nr.23, 
24]. Ist nämlich OU=u CV=v und liegen u und v zu Anfang 
über einander auf der positiven reellen Axe, so liegt P zur Zeit £ 
an der Stelle, die die Zahl 


(3) x + iy = uett + veiß! 
darstellt. Setzt man # proportional p, so lässt sich diese Gleichung 
mit (1) leicht identifizieren '?). 

Aber dies ist auf zwei Arten möglich: Entweder giebt man R, 
y, a die aus 





R—n=u, W=v, — 
folgenden Werte R,, »,, a, oder die aus 


12) Epieykloiden und Hypocykloiden, Jenenser Diss., Berlin 1867. @. Beller- 
mann betrachtet auch die durch Addition von analogen Gliedern zu den Gliedern 
in (1) hervorgehenden Cykloiden höherer Ordnung, die dann von 0. Eichler, 
Hamburg math. Ges. Mitt. 2, 2 (Festschrift 1890), p. 92%—105, durch gegliederte 
Polygone erzeugt worden sind, wobei die komplexe Zahlenebene benutzt wird. 
Vgl. auch L. Raabe, J. f. Math. 1 (1826), p. 289—301, wo die Hypothese des 
Ptolemäischen Weltsystems (Epieykeln) untersucht wird. 

13) E. Eckardt, Zeitschr. Math. Phys. 15 (1870), p. 129—134, erzeugt die 
Epi- und Hypocykloiden (s. Nr. 5), indem er zwei Punkte auf einem Kreis mit 
verschiedenen konstanten Geschwindigkeiten rotieren lässt. Die Verbindende 
beider Punkte umhüllt, wie analytisch gezeigt wird, die Kurve, der Berührungs- 
punkt teilt die Verbindende im Verhältnis der Geschwindigkeiten. Dieselbe Er- 
zeugung dann synthetisch bei L. Kiepert, Zeitschr. Math. Phys. 17 (1872), p. 129 
—146; für Trochoiden verallgemeinert bei E. Eckardt, a. a. O., ferner ebenda 
18 (1873), p. 319—323. Siehe auch J. Wolstenholme, Lond. Math. Soc. Proc. 4 
(April 1873), p. 321—327, der daraus die nachher zu besprechende doppelte Er- 
zeugung der Epi- und Hypocykloiden durch Rollen ableitet. 
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r,—R [04 
R—n=v, %,=U, Dr: er} 
folgenden Werte R,, v3, a. Jede Trochoide kann also auf zwei Arten 


durch Abrollen eines Kreises auf einem festen Kreise erzeugt werden +). 








Fig. 4. 


Kennt man die eine Art der Erzeugung, also etwa R,, r,, a,, so 
liefern diese Formeln die Bestimmungsstücke der andern, nämlich: 


(4) R=;-R, „= (Rn)=-R— a, %=R—r. 


Diese Formeln geben sofort auch die Konstruktion der zweiten Er- 
zeugung (s. Fig. 4 und 5). Bei beiden Erzeugungen haben die festen 
Kreise dieselbe Mitte ©. Man kann zeigen, dass es sonst keine Er- 
zeugung der Trochoide durch Rollen eines Kreises auf einem festen 
Kreise giebt®). 


14) Die doppelte Erzeugung der Epi- und Hypocykloiden (also, vgl. Nr. 5, für 
4, =1,, da —=1,) bemerkten schon De la Hire und Euler; vgl. G. Loria, Spezielle 
Kurven, p.483. Der Satz über die doppelte Erzeugung der Trochoiden überhaupt bei 
8. H. Gildemeister, De lineis curvis epieyeloidibus et hypocycloidibus, Diss. Marburg 
1866; @. Bellermann, a. a. O. 1867; Fouret, Nouv. Ann. (2) 8 (1869), p. 162— 
168; T. Rittershaus, Verhandl. des Ver. zur Beförder. d. Gewerbfl. in Preussen 53 
(1874), p. 269—300, insbes. Anm. auf p. 272, 273; Proctor, A treatise on the 
eyceloid and all forms of cycloidal curves, London 1878, p. 154—157; A. Vietor, 
Zeitschr. Math. Phys. 25 (1880), p. 263—271; Chr. Wiener, ebenda 26 (1881), 
p- 257—263; F. Morley und F. Schilling, vgl. Anm. 11. Morley stellt deshalb 
die Erzeugung der Trochoiden durch Gelenkparallelogramme an die Spitze, weil 
sie eindeutig ist, während die beiden Erzeugungen der Trochoiden als Roll- 
kurven mit einander gleichberechtigt sind. Vgl. IV 3, Nr. 28. 

15) Modelle der Trochoiden, die die doppelte Erzeugung zeigen, hat 
L. Burmester, Katalog math. Modelle, München 1892, p. 335, und F. Schilling 
(Verlag von M. Schilling, Halle a. $., vgl. auch die in Anm, 11 angegebene 
Arbeit) hergestellt. 
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5. Einteilung der Trochoiden, Epi- und Hypocykloiden. Liegt 
P bei der Erzeugung (R,,r,,a,) im Innern des rollenden Kreises (r,), 
sodass a,:r, <1 ist, so liegt P bei der andern Erzeugung (R,, r,, q,) 
ausserhalb des rollenden Kreises (r,), da dann a,:r,>1 ist. Diese 
verschiedenen Lagen von P darf man daher zur Einteilung der Tro- 
choiden nicht benutzen. Durchläuft P bei der einen Erzeugung eine 
Epitrochoide, d. h. ist r, <O und also auch a,<O oder v, > R, und 
also auch a, >0, so ist r, > R, bezw. r, <D, d.h. auch bei der zweiten 
Erzeugungsart ist die Kurve Epitrochoide zu nennen (vgl. Fig. 5). Die 
Einteilung in Epi- und Hypotrochoiden bleibt daher bei der zweiten Er- 
zeugung erhalten. Ist im Fall der Epitrochoide r, <, d. h. liegt der 
feste Kreis (R,) nicht im Innern des rollenden Kreises (r,), so ist 
r, > R,, d.h. der feste Kreis (R,) liegt innerhalb des rollenden Kreises 
(r,), %) was Fig. 5 bestätigt. 

Liegen bei der einen Erzeugung der beschreibende Punkt P und 
die Mitte © des festen Kreises (R,) beide innerhalb oder beide ausser- 
halb des rollenden Kreises, so gilt dasselbe von der zweiten Art der 
Erzeugung, und die Kurven heissen dann ihrer Gestalt wegen ver- 
schlungene Trochoiden. Im andern Fall heissen sie geschweifte Tro- 
choiden "'). 

Liegt P bei der ersten Erzeugung auf dem Umfang des rollen- 
den Kreises (r,), d. h. ist a =r,, so ist auch ,=r,, d.h. P liegt 
auch auf dem Umfang des zweiten rollenden Kreises. Dann heisst die 
Bahn von P eine Cykloide. In diesem Falle ist der feste Kreis bei 
beiden Erzeugungen derselbe nd„ + =R=KR,, also: Teilt 
man den Durchmesser AB eines festen Kreises durch einen Punkt P, 
konstruiert dann über jeden Teil PA und PB als Durchmesser einen 
Kreis und denkt sich P mit dem einen oder andern Kreis fest ver- 
bunden, so beschreibt P beim Abrollen des betreffenden Kreises auf 
dem festen Kreise beide Male dieselbe Oykloide. Die Cykloiden heissen 
wieder Epi- oder Hypocykloiden, je nachdem der rollende Kreis ausser- 


ft 


16) Es ist deshalb unlogisch, in dem Falle, wo der rollende Kreis den 
festen Kreis einschliesst, die Bahnkurven der Punkte des Umfanges des rollenden 
Kreises Pericykloiden zu nennen, wie es z.B. H. Weissenborn in der Monographie: 
Die cyklischen Kurven methodisch und mit besonderer Rücksicht auf Konstruk- 
tionen u. s. w., Eisenach 1856, p. 2,3, thut. Doch beachte man seine Rechtfertigung 
in seiner Fussnote zu p. 3. Andere Autoren geben ebenfalls den Kurven mannig- 
fache Beinamen, die häufig durch die zweite Erzeugung in ihr Gegenteil ver- 
wandelt werden. 

17) So bei Chr. Wiener a.a.0., p. 263. F. Schilling a. a. O., p. 222, sagt ge- 
streckt statt geschweift. 
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halb oder innerhalb des festen liegt. Ist also P äusserer oder innerer 
Teilpunkt von AB, so ist die Rollkurve von P eine Epi- bezw. Hypo- 
cykloide (s. Fig. 6 und 7) '°). 





Fig. 6. Fig. 7. 


6. Gemeine Cykloiden, Kreisevolventen und archimedische 
Spiralen. KRollt ein Kreis (r) auf einer Geraden (R= oo) ab, so 
haben die Rollkurven keine zweite Er- 
zeugung durch Rollen von Kreis oder 
Gerade auf Kreis oder Gerade. Die 
Rollkurven der Punkte, die auf dem 
Umfange des rollenden Kreises liegen, 
heissen dann gemeine Oykloiden'”), die 
übrigen Rollkurven verschlungene oder 
geschweifte Oykloiden ?°), je nachdem der 
beschreibende Punkt ausserhalb oder 
innerhalb des rollenden Kreises liegt. 
Da jetzt R= 00 zu setzen ist, gelten 
die Formeln (2) nicht mehr. Ist die H 
x-Axe die feste Polbahn, » der Radius Be 
des rollenden Kreises, « der Abstand des beschreibenden Punktes P 
von der Mitte M von (r), wo jetzt r und a beide positiv sein sollen, so 
werde die Anfangslage (M,, P,, O,) so gewählt, dass der Drehpol O, 
der Anfangspunkt des Axenkreuzes ist, M, auf der positiven y-Axe 
liegt und P, die Ordinate r —a hat. Ist der zum Centriwinkel % 
gehörige Bogen des Kreises (r) abgerollt, so sei d positiv gerechnet, 








18) Die Trochoiden heissen bei manchen Autoren auch verallgemeinerte 
Cykloiden oder cyklische Kurven u. dgl., ja auch schlechtweg Cykloiden. 

19) Bezüglich der älteren Geschichte der gemeinen Cykloiden siehe @. Loria, 
Spezielle Kurven, p. 460—462. Ihr Name rührt von @. Galilei her, 

20) Auch verlängerte und verkürzte Cykloiden, 
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wenn das Abrollen auf der positiven &-Axe stattfindet. Dann hat P 
die Koordinaten (s. Fig. 8)?'): 

(5) =rb —asındy, y=r—acosy. 

Dies sind die mittels des Parameters % ausgedrückten Gleichungen 
der verschlungenen Cykloide für a > r, der gemeinen für a=r, der 
geschweiften für a<r. Für die gemeine Cykloide giebt y = 2ark 
(k eine ganze Zahl) die Rückkehrpunkte, für die sonstigen Kurven giebt 
y—=ark die Hauptscheitel, die auf zwei Parallelen zur x-Axe liegen. 
Der Punkt P ist ein Wendepunkt seiner Bahn, wenn er auf den 


1 

Sr, 
der innerhalb des rollenden Kreises liegt und ihn im momentanen 
Drehpol O berührt. Er wird dagegen ein Nebenscheitel, wenn er auf 


Wendekreis zu liegen kommt, d. h. auf den Kreis vom Radius 


den ebenso liegenden Kreis vom Radius Ir rückt??). 


Rollt eine Gerade (r = 00) auf einem festen Kreise (R) ab, so be- 
schreiben ihre Punkte eigentliche Evolventen [II D1,2, Nr. 16] des festen 
Kreises, die sonstigen mit ihr fest verbundenen Punkte verschlungene oder 
geschweifte Kreisevolventen, je nachdem sie auf derselben Seite der Geraden 
liegen wie die Mitte O des festen Kreises oder nicht. Auf die analytische 
Darstellung, die dann auch nicht mehr die Form (2) hat, gehen wir 











Fig. 9. 


nicht ein. Insbesondere beschreiben diejenigen Punkte, die mit der 
Geraden fest verbunden sind, auf derselben Seite von ihr wie C liegen 
und den Abstand R von ihr haben, archimedische Spiralen®). Jeder 


21) In dieser Figur ist zugleich die Konstruktion des Krümmungsmittel- 
punktes K, bezw. K für die Punkte P, bezw. P angegeben. 

22) Scheitel- und Wendekreisradius gehen aus den in Nr. 3 angegebenen 
Radien für R = 00 hervor. Der Scheitelkreis ist z. B. bei Chr. Wiener, Lehr- 
buch der darstellenden Geometrie 2, Leipzig 1887, p. 357 erwähnt. 

23) Al. Ol. Clairaut, Paris M&m. 1740 [1742]. 
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solche Punkt rückt nämlich im Laufe der Bewegung einmal in die 
Mitte ©. Nehmen wir diese Lage zur Anfangslage und benutzen die 
Polarkoordinaten r,6 mit dem Pol O, sodass die Anfangslage der 


Geraden die Tangente des festen Kreises im Punkte (— R, 0 — Sm) 


ist, so beschreibt der zu Anfang in C liegende Punkt P die Kurve 
ee. Fig: .929): 
= RO (R = const.), 


und dies ist die Definitionsgleichung der archimedischen Spiralen 2). 


7. Rektifikation der Epi- und Hypocykloiden. Während die 
Rektifikation [III D 1,2, Nr. 10] der Trochoiden im allgemeinen auf 
elliptische Integrale führt, ist sie im Fall der Cykloiden (a — r) 
elementar. Nach (2), Nr. 3, sind: 


24) Hierin ist wieder die Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes K 
für P angegeben. P, hat seinen Krimmungsmittelpunkt X, in der Mitte von 0: 
— Hier sei noch angemerkt, dass die Spirale von Sturm oder Norwich, deren 
Krümmungsradius gleich ihrem Radiusvektor ist, eine Evolvente einer Kreis- 
evolvente ist, vgl. @. Loria, Spezielle Kurven, p. 532, 533. Diese Spirale hat 
übrigens eine charakteristische Eigenschaft, die bei Loria nicht erwähnt zu sein 
scheint: Ihre Bogenlänge stimmt mit der Bogenlänge ihrer Fusspunktkurve 
überein, wenn der Anfangspunkt der Pol der Fusspunkttransformation ist. 
J. Sylvester nennt die höheren eigentlichen Kreisevolventen Cykloden (Lond. 
math. Soc. Proc. 2 (1869), p. 137—160). 

25) Geschichtliches über die archimedischen Spiralen bei @. Loria, Spezielle 
Kurven, p. 426—433. Ihre Entdeckung wird Archimedes zugeschrieben. Alle 
archimedischen Spiralen sind einander ähnlich. (Dasselbe gilt von allen eigent- 
lichen Kreisevolventen.) Jede archimedische Spirale hat zwei von C ausgehende 
symmetrische Zweige, siehe L. Euler, Introductio in analysin infinitorum I, 
Lausannae 1748, tab. 27, fig. 109, und 2, p. 301—302. Archimedes selbst hat die 
Tangente bestimmt und die Quadratur ausgeführt. Ihre Rektifikation wurde von 
Cavalieri, St. Vincentius, Roberval, Pascal und Fermat geleistet, nämlich auf die 
der Parabel y® = 2 Rx zurückgeführt. Mit der archimedischen Spirale ist die 
Neoide identisch (vgl. F. Stegmann, Archiv Math. Phys. (1) 8 (1846), p. 53, 54), 
denn die Gleichung der Neoide: v=«a9-+-b kann durch andere Wahl des An- 
fangsstrahls auf die Form r= 49 gebracht werden. Wenn man also alle Radien- 
vektoren der archimedischen Spirale um dasselbe Stück verlängert, so ergiebt 
sich eine kongruente, aber gedrehte archimedische Spirale. Der Krümmungs- 
mittelpunkt wurde mittels der projektiven Geometrie von W. Rulf, ebenda (2) 11 
(1892), p. 197—199, abgeleitet. Eine Minimaleigenschaft der Kurve bei E. Janisch, 
ebenda (2) 9 (1890), p. 445—448. Wählt man nämlich in der Ebene drei feste 
Punkte IT,, II,, V und zwei feste Geraden w, und =, durch II, bezw. II,, so geht die 
Fusspunktkurve C einer Kurve T', die IZ, und Il, zu Punkten und x, und =, da- 
selbst zu Tangenten hat, durch die Fusspunkte P, und P, der Lote von V auf 
z, und z,, wenn V der Pol der Fusspunkttransformation ist. Für eine Kurve T’ 
der bezeichneten Art ist nun die von (, T, z, und m, begrenzte Fläche ein 
Minimum, wenn C eine archimedische Spirale ist, die V zum Pol hat. 
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x=(R—r) cosp +reos!—Xg, 
(6) r— R 


y=(R—r)snp+ rsin ——p 
die Gleichungen der Cykloide. Hieraus folgt für das Bogenelement ds: 


ie 
ds= + 2(R—r)sinz, 9 dp, 





also, wenn die Bogenlänge s von = 0 an gerechnet wird: 
s—+ a (1 _ cos,“ 9) . 
Wird Rp—=-+rz gesetzt, so ergiebt sich die Länge eines halben 
Cykloidenbogens, nämlich vom Rückkehrpunkt (g—0) bis zum näch- 
sten Hauptscheitel. Daher ist die Länge eines Bogens zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden Rückkehrpunkten *) 
+ (Rn). 
Rollt ein Kreis vom absolut gemessenen Radius r einmal auf der 
einen, das andere Mal auf der andern Seite des festen Kreises (R) 
ab, indem von solchen Lagen ausgegangen wird, in denen beide 
rollende Kreise einander berühren und alsdann dieser Berührungs- 
punkt als beschreibender Punkt gewählt wird, so ergeben sich zwei 
Cykloiden, die gemeinsame Rückkehrpunkte haben. Dabei ist die 
Summe der Bogen beider zwischen zwei aufeinanderfolgenden Rück- 
kehrpunkten gleich 16r, also von R unabhängig”). 


8. Natürliche Gleichung der Cykloiden, cykloidale Kurven. 
Das Quadrat des Krümmungsradius g der Cykloide (6), ausgedrückt 
durch die von einem Hauptscheitel an gerechnete Bogenlänge s, hat 
den Wert: 

16r?(R— r)* 


R’ 
9 Sem (2r — R)? = a] 
Die Cykloiden haben also eine natürliche Gleichung (vgl. IID1,2, 
Nr.15) von der Form ®): e 


(8) atamt 


26) De la Hire, Paris M&m. 9 (1694), p. 234 u. 239. Näheres über die 
Rektifikation und Quadratur der Trochoiden überhaupt bei ©. Eichler, vgl. 
Anm. 12, und @. Loria, Spezielle Kurven, p. 466, 467, 469—471, 475—477, 489, 
490. Ebenso dort näheres über diejenigen algebraischen Cykloiden, die beson- 
deres Interesse haben. 

27) R. Hennig, J. f. Math. 65 (1866), p. 52—61, bemerkt, dass diese Unab- 
hängigkeit von der Polbahn auch dann statthat, wenn die Polbahn eine be- 
liebige Kurve ist. 

28) L. Aoust, Analyse infinitesimale des courbes planes, Paris 1873, p. 9. 
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wo: 

16r?(R— r)? 16r?(R— r)? 
0) tn, Er 
ist. Umgekehrt: Die natürliche Gleichung (8) stellt eine Epi- oder 
Hypocykloide dar, bei der die Radien der Kreise sind: 

mn? mn 
(10) er = ie 7 
wobei m mit demjenigen Vorzeichen zu wählen ist, für ds R>0 
wird, und wobei wieder die doppelte Erzeugung hervortritt, da » 
durch — n ersetzt werden kann. 
Die Kurven dagegen, deren natürliche Gleichung ist: 

(11) T 2: F =], 
wo die Konstanten A und B nicht beide positiv sind, lassen sich 
nicht durch Abrollen eines reellen Kreises auf einem reellen Kreis 
erzeugen. E. Cesaro ””) nennt sie cykloidale Kurven, insbesondere Pseudo- 
cykloiden?®), wenn A+ B=0 ist. Unter ihnen sind reelle Kurven 
vorhanden, die also als Cykloiden aufgefasst werden können, bei denen 
der eine oder beide Kreise imaginär sind. Von E. Wölffing ist die 
Frage nach allen derartigen Kurven methodisch behandelt worden”). 


Auf zwei spezielle, die Paracykloide und Hypercykloide von R. de 
Saussure, kommen wir in Nr. 12 zurück. 


9. Mit den Cykloiden zusammenhängende Kurven, insbes. 
Rhodoneen. Beschreibt P eine Cykloide, d. h. liegt P auf dem Um- 
fang des Kreises (r), der auf dem festen Kreise (R) rollt, so liegt 


29) E. Cesaro, Natürliche Geometrie, p. 58, wo er die Gleichung (11), in- 
dem er den Anfangspunkt der Bogenlänge beliebig wählt, so schreibt: 


0 —=as?+2ßs-+ y. 
Ist insbesondere ß? — «y, so ist die Zurückführung auf die Form (11) nicht mehr 
möglich. Dann gehen die logarithmischen Spiralen (s. Nr.16) hervor. Ist «= 0, 
so ist die Kurve eine eigentliche Kreisevolvente (Nr. 6). 

30) Ebenda p. 10, 11. 

31) Wenn bei einer stetigen ebenen Bewegung zwei Punkte reelle Bahnen 
beschreiben, so beschreiben alle mit ihnen starr verbundenen reellen Punkte 
reelle Bahnen, auch ist dann der Drehpol stets reell, daher auch Polbahn und 
Polkurve. Sind diese beiden nicht reell, so kann der Fall eintreten, dass gerade 
und nur ein Punkt eine reelle Bahn beschreibt. Bei E. Wölffing, Zeitschr. Math. 
Phys. 44 (1899), p. 139—166, findet man auch Geschichtliches über das frühere 
Auftreten solcher Kurven, deren Charakter als Trochoiden man nicht erkannte, 
bei Euler u. A. Siehe auch @. Loria, Spezielle Kurven, p. 504—-508, wo noch 
eine der Mechanik entstammende spezielle eykloidale Curve, die Ephelix von 
F. Roth (Repertorium d. Phys. 23 (1887)), p. 1, 457, 553, erwähnt wird. 
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der Krümmungsmittelpunkt X von P auf einem Kreise, der den festen 
Kreis ebenfalls im momentanen Drehpol O berührt und den Radıus 


N Rr 
EYE > 


hat, wobei das Vorzeichen dieselbe Bedeutung wie oben (in Nr. 3) 


hat. Konstruieren wir den zum festen Kreis (R) konzentrischen 
Kreis (R’), der den Kreis (r’) ebenfalls berührt, dessen Radius also ist: 
Ban 
so ist, abgesehen vom Vorzeichen: 
r:R=r:R. 

Rollt der Kreis (r) auf dem Kreis (R) ab, so rollt zugleich der Kreis 
(r) ohne Gleiten auf dem Kreis (R’) ab, woraus der Satz von 
Jac. Bernoulli und De la Hüre®?) folgt, dass die Evolute einer Epi- oder 
Hypocykloide eine ihr ähmliche Kurve ist, wobei jedoch entsprechende 
Punkte nicht homolog sind. Für allgemeine Trochoiden gilt aber kein 
analoger Satz’). Die Evolute einer gemeinen Oykloide insbesondere 
ist eine mit der Cykloide kongruente Kurve. In diesem Falle wird 
der Krümmungsradius og vom momentanen Drehpol O halbiert ®*). 

Die Fusspunktkurven [III D 1,2, Nr.7] der Oykloiden®°) in Bezug 
auf die Mitte © des festen Kreises haben in Polarkoordinaten r, 6 Glei- 


chungen von der Form: 
r=acosb®; 


solehe Kurven heissen Rhodoneen”). Auch unter den Trochoiden 


32) Jac. I Bernoulli, Acta Erud. 1692, p. 291f.; De la Hire, Paris M&m. 9 
(1694), p. 221—294, insb. p. 265. 

33) Ihre Evoluten wurden von $. H. Grldemeister, a. a. O., @. Bellermann, 
a. a. O. (siehe Fussnote 14), und Chr. Wiener, Zeitschr. Math. Phys. 27 (1882), 
p. 129—139, untersucht. 

34) Jede ebene Kurve, deren Krümmungsradius von einer festen Geraden 
halbiert wird, ist eine gemeine Cykloide. Man sehe z. B. E. Cesäro, Natürl. 
Geometrie, p. 26. . 

35) Siehe @. Bellavitis, Ann. fis. mat. 3 (1852), p- 508—516; E. Eckardt, 
Zeitschr. Math. Phys. 15 (1870), p. 129—134, insbes. p. 132, und L. Kiepert, 
ebenda 17 (1872), p. 129—146, insbes. p. 143, Hier wird ihre Rektifikation und 
Quadratur ausgeführt. Fusspunktkurven mit allgemeiner gewähltem Pol bei 
W.M. Hicks, Mess. of Math. (2) 6 (1876), p. 94—96. 

36) Die Rhodoneen (Rosenkurven, Rosaces) rühren von G. Grandi her, es 
wurden hauptsächlich nur algebraische betrachtet. Vgl. @. Loria, Spezielle 
Kurven, p. 297—306. Die Bahn eines Punktes, der längs einer Geraden um 
einen ihrer Punkte schwingt, während die Gerade um letzteren Punkt gleich- 
mässig rotiert, ist eine Rhodonee. Siehe E. Auth, Marburger Diss. 1866. Aus 
den Rhodoneen gehen vermöge Transformation durch reziproke Radien die Ähren- 
kurven oder Cotes’schen Spiralen hervor, siehe @. Loria, Spezielle Kurven, p. 305. 
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selbst sind Rhodoneen vorhanden, nämlich diejenigen Trochoiden, bei 
denn a=+(R— r) ist, die also durch die Mitte des festen 
Kreises gehen. In der That?”), im Fala— R— r hat die Kurve (2), 
Nr. 3, in Polarkoordinaten r, # die Gleichung: 

= 2(R— nr), 0, 2 
im Falle a=r — R die Gleichung: 


t=2(R—n) sin (+ 2) -®) 


10. Rollkurven mit geradliniger Polbahn. Rollt eine Kurve 
auf einer Geraden ab, so gestalten sich die Formeln nach einer Be- 
merkung von R. de Saussure’”) besonders bequem, wenn man für die 
rollende Polkurve die natürlichen Koordinaten ‚ d. h. Bogenlänge s 
und Krümmungsradius o, für die Rollkurven dagegen rechtwinklige 
Koordinaten &,y benutzt, wobei die geradlinige Polbahn die x-Axe 
und zu Anfang der Bewegung (für s — 0) der Drehpol der Anfangs- 
punkt sei. Ist nämlich das Bogenstück s der Polkurve: 


= 9p(s) 
auf der x-Axe abgerollt, und wird das Abrollen um das Element ds 
weiter fortgesetzt, sodass weiterhin um den Kontingenzwinkel ds: o 
der Polkurve gedreht wird, so ändern sich die Koordinaten x, y eines 
mit der Polkurve fest verbundenen Punktes um Elemente dx, dy, 
für die sich aus einer Figur sofort ergiebt: 


ER a 
Ya -2 09 


Ist die Polkurve g = p(s) gegeben, so folgt hieraus: 


d } — i ; R 
ETF tN)Hit, 


37) Dass jede Rhodonee eine Trochoide ist, bewies L. KRidolfi, Di aleuni 
usi delle epicicloidi e di uno strumento per la loro descrizione e specialmente 
per quella dell’ ellisse, Florenz 1844, p. 11. Vgl. @. Loria, Spezielle Kurven, 
p- 495. Spätere Arbeiten über Rhodoneen: AH. Durege, Zeitschr. Math. Phys. 9 
(1864), p. 209—217; A. Himstedt, Progr. Progymnasium Löbau (W.-Pr.) 1888; 
A. Aubry, J. de math. spee. (4) 2 (1893), p. 172—1738. 

38) Auf die sonstigen Kurven, die mit den Trochoiden zusammenhängen, 
wie z. B. ihre Polarkurven hinsichtlich des festen Kreises, gehen wir nicht ein, 
ebenso wenig auf die Bedeutung der Trochoiden, insbesondere Cykloiden, für 
die Mechanik und als Brennkurven. Man vgl. hierüber Z. Wölffing, Bibliotheca 
math. (3) 2 (1901), p. 235—259. 

39) Amer. J. of math. 17 (1895), p. 269—272. Eine andere Behandlung des 
Problems bei A. Demoulin, Bruxelles M&m, cour. 45, 7 mars 1891. 
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d. h. die Rollkurven ergeben sich durch Integration einer linearen 
Differentialgleichung 1. Ordnung, also durch Quadraturen (vgl. ITA4b, 
Nr. 22). Ist dagegen eine Rollkurve y = f(x) gegeben, so liefert (12): 


P d d 
(13) s-a+yo. 0-45; 


die erste Formel giebt s, darauf die zweite og als Funktion von «. 
Es geht also die natürliche Gleichung der Polkurve durch Elimination 
hervor. Wir betrachten in Nr. 11 und 12 einige besondere Fälle. 


1l. Kurven von Delaunay und Sturm. Rollt eine Ellipse oder 
Hyperbel auf einer Geraden, so beschreiben ihre Brennpunkte Kurven, 
die Delaunay’sche Kurven heissen“). Oh. Delaunay*') hat nämlich be- 
wiesen [III D 5, Nr. 36]: Um die Meridiankurve einer Rotationsfläche 
konstanter mittlerer Krümmung 1:2a zu finden, lasse man eine Ellipse 
oder Hyperbel, deren Hauptaxe gleich 2a ist, auf der Geraden rollen. 
Jeder ihrer Brennpunkte beschreibt die gesuchte Kurve. Durch Um- 
drehen der Kurve um die Gerade geht die gewünschte Rotationsfläche 
hervor. Wegen des bekannten Satzes über die Hauptkrümmungsradien 
einer Rotationsfläche [III D 5, Nr. 4] bedeutet dies, dass bei einer De- 
launay'schen Kurve die Summe der reziproken Werte des Krümmungs- 
radius und der bis zur Axe gemessenen Normalen konstant (gleich 1:a) 
ist. O. Bonnet‘?) fügte hinzu: Rollt eine Parabel auf der Geraden ab, so 
beschreibt ihr Brennpunkt die Kettenlinie (s. Nr. 2%); die zugehörige 
Fläche ist das Katenoid. In der That ist bei der Kettenlinie der Krüm- 
mungsradius entgegengesetzt gleich der Normalen, gemessen bis zur 
Axe. Ch. Stwrm*?) untersuchte die Rollkurve der Mitte eines Kegel- 
schnittes beim Abrollen auf der Geraden und bemerkte, dass sie im 
Fall der gleichseitigen Hyperbel eine spezielle elastische Linie (s. Nr. 3%) 
ist*+). 8. Spitzer *?) zeigte, dass die Bogenlänge der Delaunay'schen Kurve 
bei einmaligem Abrollen einer Ellipse gleich dem Umfang des Kreises 
ist, der die grosse Axe der Ellipse zum Durchmesser hat. Die Roll- 
kurven beliebiger mit dem abrollenden Kegelschnitt fest verbundener 


40) Nach einem Vorschlag von P. Mansion, siehe E. Habich, Mathesis 6 
(1886), p. 103—106. Sie heissen auch elliptische bezw. hyperbolische Kettenlinien. 

41) J. de math. (1) 6 (1841), p. 309—315. Unter mittlerer Krümmung ver- 
steht dabei Delaunay die halbe Summe der beiden Hauptkrümmungen [IIID 1,2, 
Nr. 35.] 

42) Ebenda (1) 9 (1844), p. 97—112, insbes. p. 104. 

43) Ebenda (1) 6 (1841), p. 315—320, insbes. p. 318, 319. 

44) Siehe auch H. Brocard, Nouv. Ann. (2) 9 (1870), p. 432, und Moret- 
Blanc, ebenda (2) 12 (1873), p. 451—453. 

45) Archiv Math. Phys. (1) 48 (1868), p. 235—238. 
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Punkte wurden teils speziell, teils allgemein von mehreren unter- 
sucht *6) 7). 


12. Para- und Hypereykloiden. Es rolle eine Polkurve auf 
der Geraden (x-Axe) ab. Dabei beschreibe ein mit ihr fest ver- 
bundener Punkt eine Gerade: 


y=zar-a. 


Die natürliche Gleichung der Polkurve geht dann aus (13) in der 


Form: eg 


hervor, die zeigt, dass die Polkurve eine logarithmische Spirale (s. Nr. 16), 
insbesondere für «—= 0 ein Kreis, ist*’®), 

Soll dagegen ein Punkt beim Abrollen der Polkurve auf der 
Geraden (z-Axe) einen Kegelschnitt beschreiben‘), der die Gerade 
zur Axe hat, sodass 


46) Z. B. von H. Brocard, Nouv. Corresp. de math. 3 (1877), p. 6—13, 
33—40; A. V. Lane, Amer. J. of math. 8 (1886), p. 132—137; H. Ekama, Archiv 
Math. Phys. (2) 8 (1890), p. 388—441. 

47) Man kann auch die Kurve suchen, die eine mit der abrollenden 
Polbahn fest verbundene Kurve umhüllt, z. B. wenn ein Kreis auf einem Kreis 
abrollt, so umhüllt auch jeder Durchmesser eine Cykloide, nach M. Chasles, 
Apergu historique ete., Brüssel 1837, 2. Aufl. Paris 1875, p. 69. Ist die Pol- 
kurve eine Parabel, so umhüllt ihre Leitlinie eine Kettenlinie (Nr. 27), siehe 
z. B. E. Cesaro, Natürliche Geom., p. 94. — Ferner: Rollt eine Epi- oder Hypo- 
cykloide auf der Geraden ab, so beschreibt die mit ihr fest verbunden ge- 
dachte Mitte des ursprünglich festen Kreises eine Ellipse (das Abrollen ist 
hier eine Art von Hin- und Herpendeln auf beiden Seiten einer Strecke); die 
Ellipse wird im Fall der Kreisevolvente (Nr. 6) zur Parabel. Vgl. O. Böklen, 
Archiv Math. Phys. (1) 37 (1861), p. 118—123, insbes. p.121; E. Cesäro, Natürl. 
Geom., p. 84, 85. Die Bahnkurve des Pols einer auf einer Geraden rollenden 
Sinusspirale (s. Nr. 21) wurde von O. Bonnet, J. de math. (1) 9 (1844), p. 97—112, 
insbes. p. 103, untersucht. Sie ist eine Ribaucour’'sche Kurve (s. Nr. 26). Vgl. 
auch A. Mannheim, Paris Soc. math. Bull. 4 (1876), p. 158, 159; A. Ribaucour, 
Etude des &lassoides ou surfaces A courbure moyenne nulle, Bruxelles M&m. cour. 
in 4°, 1881, insbes. p.158; J. McMahon, Educ. Times 50 (1889), p. 169, 170; A. De- 
moulin, Bruxelles M&m. cour. in 8°, 44 (7 mars 1891); E.Cesäro, Natürl. Geom., p. 85, 
E. Wölffing, Biblioth. math. (3) 2 (1901), p. 235—259. Rollt eine Ribaucour’sche 
Kurve auf einer Geraden ab, so umhüllt ihre Direktrix wieder eine Ribaueour- 
sche Kurve, vgl. E. Cesäro, Natürl. Geom., p. 84. — Die Kurve, auf der eine Hy- 
perbel abrollen muss, damit ihre Mitte eine Gerade beschreibe, ist die Sprung- 
seilkurve (courbe ä sauter), nämlich die Kurve eines schweren homogenen 
unausdehnbaren, aber biegsamen Fadens, der um eine horizontale Axe mit fest- 
gehaltenen Enden rotiert. Siehe P. Appell et E. Lacour, Principes de la theorie 
des fonctions elliptiques, Paris 1897, p. 188, u. @. Loria, Spezielle Kurven, p. 513. 
ö 47°) Siehe z. B. E. Catalan, Anm. 3. 

42) R. de Saussure, Anm. 39. 

14* 
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oe Yy? 

+ se 1 
die Gleichung der Rollkurve ist, so folgt aus (13) für die Polkurve 
die natürliche Gleichung: 


EL _ (eh 

& + ß -( & I 

die zeigt, dass die Polkurve eine cykloidale Kurve (s. Nr. 8) ist, 
indem hier («— p% _ B@—ß* 





mi m 
& & 


die Grössen (9) sind, sodass nach (10): 


eu ea 
vo’ "7 3VaWa- Ve) 

die Radien der erzeugenden Kreise sind. Nur wenn «>0, ß>0, 

die Rollkurve also eine Ellipse ist, ist die Polkurve eine Cykloide, 

die durch Rollen eines reellen Kreises auf einem reellen Kreis 

entsteht. 

Ist «&>0, ß<0, d. h. die Rollkurve eine Hyperbel und die Pol- 
bahn ihre grosse Axe, so ist r imaginär. Die somit auf imaginärem 
Wege als Cykloide erzeugbare reelle Polkurve heisst nach R. de Saussure 
eine Paracykloide. Im Falle« <0, ß>0 dagegen nennt er die Polkurve 
Hypercykloide; in diesem Fall ist die Rollkurve eine Hyperbel und 
die Polbahn ihre Nebenaxe und R und r werden imaginär. 

Ist die Rollkurve eine Parabel und die Polbahn ihre Axe, so ist 
die Polkurve eine Kreisevolwente®®). Vgl. Anm. 29. 


R= 





II. W-Kurven. 


13. Definition der W-Kurven. F. Klein und $. Lie haben 
1870/71 in gemeinsamen Arbeiten) eine Familie von im allgemeinen 


49) Wir nennen noch einige Arbeiten über das Abrollen transcendenter 
Kurven: Abrollen von Cykloiden auf Cykloiden bei @. Bellermann, Berlin König- 
städt. Realschule Jubil.-Schrift 1882, p. 215—240; A. Mannheim, Paris Soc. 
math. Bull. 4 (1876), p. 158, 159; Abrollen von Sinusspiralen oder Ribaucour- 
schen Kurven auf Sinusspiralen bei Häton de la Goupilliere, Nouv. Ann. (2) 15 
(1876), p. 97—108, insbes. p. 103; A. Mannheim, a. a. O.; E. Cesäro, Natürl. 
Geom., p. 95. Ferner über Abrollen von Kegelschnitten auf Kegelschnitten bei 
A. Miguel, J. de math. (1) 3 (1838), p. 202—208; E. Hartmann, Progr. Kassel 1876; 
H. Ekama, Archiv Math. Phys. (2) 8 (1890), p. 388—441. Endlich sei noch er- 
wähnt: E. Habich a. a. O.; E. Cesäro a. a. O. p. 86, 91. 

50) Surune certaine famille de courbes et de surfaces, Paris, C.R.70 (1870),p.1222 
— 1226, 1275—1279; Über diejenigen ebenen Kurven, welche durch ein geschlossenes * 
System von einfach unendlich vielen vertauschbaren linearen Transformationen 
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transcendenten Kurven untersucht, die zwar gelegentlich schon früher 

vorkamen°!), bei denen aber der innere@rund für ihre merkwürdigen Eigen- 

schaften erst durch die Genannten aufgedeckt wurde. Zur Definition 
gehen wir von einer infinitesimalen projektiven Transformation der 

Ebene aus [II A 6, Nr.4]. Sie erzeugt, unendlich oft ausgeführt, eine 

in Lie’s Sinne kontinuierliche eingliedrige projektive Gruppe 6, [HA 6, 

Nr. 2]. Übt man alle Transformationen der Gruppe auf irgend einen 

Punkt aus, so beschreibt er eine Bahnkurve der Gruppe &,. Diese 

Bahnkurven sind die W-Kurven der Ebene. Die Definition der W- 

Kurven ım Raum ist analog. Auf diese Kurven kommen wir in Nr. 20 

kurz zurück. Jeder Punkt einer W-Kurve hat dieselbe Kurve zur 

Bahnkurve, sodass zur Gruppe ©, in der Ebene oo! W-Kurven gehören. 

Jede dieser W-Kurven bleibt invariant bei allen Transformationen der 

Gruppe &, [HA 6, Nr. 12]. 

Sind &,, %, %& homogene Punktkoordinaten und erteilt die infi- 
nitesimale Transformation der Gruppe ©, ihnen die Inkremente: 
(14) 9, — (0,2% 4 490, + a,520,) ÖL G=1,2,3), 
wobei dt etwa das Zeitelement vorstellt, in dem die Transformation 
vor sich geht, so ist längs jeder W-Kurve der Gruppe ®;: 

( n 5) dx, * dx, Ks dx, 
GC Fu FM FM + A A + Ayg%g + Ayyitz 
Jede Integralkurve dieses Systems ist eine W-Kurve der Gruppe 

&,. Führt man nicht-homogene Koordinaten: 








(16) it, y-i 
ein, so kommt statt (15): 
dx Ra dy 

Gt a )EH YA — MY Ay +0, C+ (Ay, — a) YA Yy— any? 
Dies ist die allgemeine Form einer Jacobischen gewöhnlichen Differen- 
tialgleichung 1. Ordnung’). Die W-Kurven sind also die Integral- 
kurven derartiger Differentialgleichungen. 

Führt man auf die Ebene eine beliebige projektive Transformation 


aus, d. h. bildet man sie perspektiv auf eine Ebene ab [III A 5, 6], 








in sich übergehen, Math. Ann. 4 (1871), p. 50—84. Eine elementare Behand- 
lung der ebenen W-Kurven bei $. Lie, Vorlesungen über kontinuierliche 
Gruppen u. s. w., bearb. von @. Scheffers, Leipzig 1893, p. 68—82. Sie heissen 
dort selbstprojektive Kurven, doch hat sich diese Bezeichnung nicht eingebürgert. 
Über den Namen W-Kurven siehe Anm. 58. 

51) So bei ©. @. J. Jacobi, J. f. Math. 24 (1842), p. 1-4 — Werke 4, p. 257 
—262; A. Olebsch und P. Gordan, Math. Ann. 1 (1869), p. 359—400, insbes. p. 389. 
Nach @. Loria auch bei @. Battaglini, Napoli Atti 2 (1865). 

52) Siehe Jacobi a. a. 0. Vgl. auch ITA 4b, p. 240. 
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so gehen die W-Kurven einer Gruppe ®, in die W-Kurven derjenigen 
Gruppe über, die aus ©, durch Ausübung jener Transformation her- 
vorgeht. Will man also typische Formen für die W-Kurven finden, 
so darf man dabei beliebig von projektiven Koordinatenänderungen 
Gebrauch machen. 


14. Zwei Arten von transcendenten ebenen W-Kurven. Jede in- 
finitesimale projektive Transformation der Ebene sowie die von ihr er- 
zeugte Gruppe ©, lässt gewisse Punkte und Geraden in Ruhe. Es giebt 
fünf Möglichkeiten’). Bei zweien bleiben unendlich viele Geraden 
einzeln in Ruhe, die daher dann die W-Kurven sind. Bei einer er- 
zeugt die infinitesimale Transformation eine eingliedrige Gruppe ®,, 
deren Bahnkurven Kegelschnitte sind®*). Transcendente W-Kurven können 
sich daher nur in den beiden übrigen Fällen ergeben. Diese sind: 

Erster Fall: Bei ©, bleiben die Ecken und Seiten eines (nicht 
ausgearteten) Dreiecks A und sonst keine Punkte und Geraden in Ruhe. 

Zweiter Fall: Bei ©, bleiben nur zwei Punkte und nur zwei Ge- 
raden in Ruhe, die Verbindende der beiden Punkte ist die eine Ge- 
rade, der Schnittpunkt der beiden Geraden ist der eine Punkt. 

Dementsprechend giebt es zwei Arten von transcendenten ebenen 
W-Kurven. Die der zweiten Art lassen sich durch einen Grenzübergang 
aus denen der ersten Art ableiten. 

Wird im ersten Fall das invariante Dreieck A als Koordinaten- 
dreieck angenommen, so hat die Transformation (14) die Form: 


(17) dx, = am0dt, O0, — Agrybt, 00, = AayRzdt 


+9, +09, 0), 
sodass statt (15) kommt: 











a,%, G, Kg G, Kg 


Setzen wir alle drei Brüche gleich dt, so giebt Integration die Glei- 
chungen der W-Kurven der ersten Art, ausgedrückt mittels eines 
Parameters E: 


(18) x, — const.e®', ©, = const.e®', 2, = const. e®*! 

oder nicht-homogen nach (16): 

(19) Kan ya—a — const. 

Alle W-Kurven einer Gruppe ®, der ersten Art können daher durch 
53) Siehe z. B. Lie-Scheffers, a. a. O. p. 61—67. Vgl. H. B. Newson, Kansas 


Quart. 6 (1897), p. 63; 7 (1898), p. 125; 8 (1899), p. 43; 9 (1900), p. 65. 
54) Ebenda p. 70. 
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eine geeignete projektive Transformation der Ebene in die oo! ınter- 
scendenten höheren Parabeln’°): 
(19) y= const. x” 
übergeführt werden. Hierin ist die Konstante m für die Gruppe ©, 
charakteristisch, dagegen der konstante Faktor willkürlich. 

Im zweiten Fall seien (0,1,0) und (1,0, 0) die invarianten Punkte 
und &,=0 und x, = 0 die invarianten Geraden. Alsdann lässt sich 
die infinitesimale projektive Transformation (14) auf die Form bringen: 


(20) oa, =, + m)0, In 200, 60, = alt, 
sodass statt (15) kommt: 


de __ dm, day 


+ % 22, Kg 








Integration giebt die W-Kurven der zweiten Art, ausgedrückt mittels 
eines Parameters Et: 


21) = +39 B—ie, ie! (1, Ca, 6, = const.), 
oder nicht-homogen, nach (16): 
(22) y— const. e*. 


Alle W-Kurven einer Gruppe ©, der zweiten Art lassen sich also 
durch eine geeignete projektive Transformation der Ebene in die &' 
logarithmischen Kurven (22) oder: 

(22’) x=log y + const. 

überführen ®). 

Hierbei und bei den W-Kurven der ersten Art ist aber anzu- 
merken, dass man dabei eventuell imaginärer projektiver Transfor- 
mationen bedarf. 

Die allgemeinste Darstellung beider Arten von W-Kurven in nicht- 
homogenen Koordinaten x, y ergiebt sich aus (19) und (22°), wenn 
man statt x und y linear gebrochene Funktionen von x und y mit 
gleichen Nennern einführt: 


19) (+ y+r9)® lat y + 93) lc +Hßsy+ Y)% »—const,, 


55) Nach der Leibniz’schen Terminologie, siehe Nr. 1. 
56) Die allgemeine logarithmische Kurve oder Logistica: 


x 
= blos 
Y blog —; 


wo der Logarithmus eine beliebige Basis haben kann, geht durch Affinität aus 
y = log nat. x hervor und ist daher eine W-Kurve. Leibniz u.a. haben sie auch 
Esxponentialkurve genannt. Siehe Geschichtliches bei @. Loria, Spezielle Kurven, 
p. 542. Daselbst auch Eigenschaften der Kurve. Auch die ebenda p. 516—518 
als Debeaune’sche Kurven bezeichneten Kurven gehören zu den obigen W-Kurven. 
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wo also die Summe der Exponenten gleich Null ist, und: 
Z ve+hyHtr %% 
ES ) 3%+ßYy+ 9 rain a Er = const, 

Übrigens sind unter den Kurven (19) auch algebraische enthalten, 
so auch die oben erwähnten Geraden und Kegelschnitte. Die Glei- 
chungen (19), (22”) stellen daher überhaupt alle algebraischen und 
transcendenten W-Kurven der Ebene dar. 

Der Übergang zu homogenen Koordinaten liegt auf der Hand. 


15. Sätze über allgemeine W-Kurven der ersten Art. Wie 
man durch Anwendung gruppentheoretischer Begriffe Eigenschaften 
den W-Kurven ableiten kann, sei nach 
F. Klein und 8. Lie für die W-Kurven erster 
Art kurz erläutert. Dabei vgl. Fig. 10. 

Zu den oo! W-Kurven einer Gruppe 
®&, der ersten Art gehört ein invariantes 
Dreieck ABC oder A. Es giebt aber oo? 
projektive Transformationen, die die Eeken 
und Seiten von A invariant lassen. Sie 
bilden eine zweigliedrige Gruppe &, von 
vertauschbaren [IL A 6, Nr.6] Transforma- 
tionen, in der ©, als Untergruppe enthalten 
ist. In &, giebt es eine Transformation, die einen beliebigen Punkt in 
einen beliebigen anderen Punkt überführt, vorausgesetzt, dass die 
Punkte nicht auf den Seiten von A liegen. Das dazu Dualistische 
gilt von den Geraden. Hieraus fliessen die folgenden Sätze, die des 
späteren wegen nummeriert seien: 

[1] Eine W-Kurve der ersten Art kann nur in den Eckpunkten 
von A singuläre Punkte haben, und nur die Seiten von A können singu- 
läre Tangenten sein?®®). [2] Führt man eine projektive Transformation, 
die die Ecken und Seiten von A in Ruhe lässt, auf die W-Kurven 
einer zu A gehörigen Gruppe ©, aus, so werden diese Kurven nur 
unter einander vertauscht. [3] Für alle W-Kurven einer Gruppe ©, 
ist das Doppelverhältnis aus einem Kurvenpunkt und den Schnitt- 
punkten seiner Tangente mit den Seiten von A dasselbe; dies Doppel- 
verhältnis ist gleich dem der Tangente mit den Strahlen, die den 














56a) DieKlassifikation der singulären Stellen der durch Differentialgleichungen 
definierten Kurven bei H. Poincare, J. de math. (3) 7 (1881), p. 375—422 [IIA 4a, 
Nr. 29], ist der Theorie der W-Kurven entnommen. 

57) Sind &,, &, &, homogene Punktkoordinaten und %,, %,, u, zugehörige 
homogene Linienkoordinaten, sodass PN x, = 0 aussagt, dass der Punkt 
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struiert man in jedem Punkt P einer W-Kurve von ©, die Gerade, 
die mit den Strahlen, die P mit den Ecken von A verbinden, ein 
konstantes Doppelverhältnis bilden, so umhüllen die oo! Geraden eine 
W-Kurve derselben Gruppe ®,. [5] Konstruiert man auf jeder Tan- 
gente einer W-Kurve von ®, den Punkt, der mit den Schnittpunkten 
der Tangente mit A ein konstantes Doppelverhältnis bildet, so ist 
der Ort dieser Punkte eine W-Kurve derselben Gruppe &,. [6] Zieht 
man von irgend einem Punkt Tangenten an alle W-Kurven von &,, 
so ist der Ort der Berührungspunkte ein Kegelschnitt, der durch den 
Punkt und die Ecken A, B, C von A geht?). [7] Schneidet man 
alle W-Kurven durch eine Gerade und konstruiert in jedem Schnitt- 
punkt die Tangente, so umhüllen die Tangenten einen Kegelschnitt, 
der die Gerade und die Seiten von A berührt. [8] Kennt man das 
Dreieck A und zwei Punkte einer W-Kurve, so kann man unendlich 
viele Punkte derselben Kurve durch lineare Konstruktion finden, ebenso 
aus zwei bekannten Tangenten unendlich viele. [9] Ist das Dreieck 
A reell, so gehen die reellen W-Kurven einer zugehörigen Gruppe 
6, durch zwei Eeken von A, in denen sie die Seiten berühren, die 
in der dritten Ecke zusammenlaufen. Sie meiden dagegen die dritte 
Ecke und die gegenüberliegende Seite. (Vgl. Fig. 10.) 

F. Klein und $. Lie haben noch viele weitergehende Methoden 
zur Behandlung der W-Kurven angegeben. Um dies anzudeuten, 
wählen wir A als das Dreieck der «-, y-Axe und unendlich fernen 
Geraden. Alsdann werden die Transformationen 


"=art, Yy=by 


(2 :%,:%,) auf der Geraden (uw, :u, :u,) liegt, so werden durch die Gruppe ©, 
auch %,, %,, ü, linear homogen transformiert. Diese zweigliedrige Gruppe hat 
in &,, %,, &, und in %,, %,, u, eine von nullter Ordnung homogene Invariante, 
das obige Doppelverhältnis. 

58) Wegen der Invarianz dieses Doppelverhältnisses oder Wurfes (nach 
v. Staudt's Terminologie) heissen die Kurven W-Kurven (französisch courbes V). 
@. Halphen hat sie in seiner Etude sur les points singuliers des courbes alge6- 
briques, Anhang zu Salmon, Traitd de g6om. anal., traduit p. Chemin, Paris 1884, 
anharmonische Kurven, G. Fouret in den Par. C. R. 78 (1874), p. 1693—97, 
spirales equiharmoniques genannt. Letzterer findet solche Eigenschaften der 
W-Kurven, die schon Klein und Lie gefunden haben, von neuem. 

59) Hieraus hat V. Jamet, Ann. 6e. norm. (3) 4, suppl&m. (1887), p. 3—78, 
insbes. p. 21, 22, einen Satz abgeleitet: Der Kegelschnitt, der eine W-Kurve 
erster Art berührt und durch die Ecken des Dreiecks A geht, hat im Berüh- 
rungspunkte doppelt so grosse Krümmung wie die W-Kurve. @. Fouret be- 
hauptet in den Par. C. R. 110 (1890), p. 778—781, insbes. p. 781, diesen Satz 
schon 1875 im Paris Soc. math. Bull. bewiesen zu haben. 
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in W-Kurven derselben Gruppe überführen ®). Führt man ferner auf 
eine beliebige Kurve, die keine W-Kurve ist, und gleichzeitig auf 
einen beliebigen Punkt alle oo? Transformationen der Gruppe ©, aus, 
so erhält man eine Zuordnung zwischen allen ©? Punkten und ge- 
wissen 00? Kurven der Ebene, d. h. eine Berührungstransformation. 
Sie vertauscht alle W-Kurven einer Gruppe ®, untereinander, u. s. w.!). 

Bei passender Wahl des Dreiecks A geben die W-Kurven der 
ersten Art verschiedene wichtige Familien von transcendenten Kurven, 
die wir in Nr. 16, 1% besprechen. 


16. Logarithmische Spiralen. Zwei Ecken von A seien die 
imaginären Kreispunkte, die dritte der reelle Punkt 0. Dann folgt 
aus Satz [3]: Alle W-Kurven einer Gruppe ©, durchsetzen die von 


O ausgehenden Strahlen unter demselben Winkel «. Wird O als 
Pol von Polarkoordinaten r, 0 gewählt, so ist also für die Kurven: 


o.h. 


logr — ctga@- 0 + const. oder r=const. e**®, 


Diese Kurven heissen logarithmische 
Sipiralen‘?) mit dem Pol O und dem 
Steigwinkel «. Der Pol O ist ihr 
einziger reeller singulärer, nämlich 
asymptotischer Punkt im Endlichen 
(s. Fig. 11). Die Transformationen 
der Gruppe ©, sind jetzt alle 
Ähnlichkeitstransformationen [1A 4, 
Nr.6; IT A5], die O fest lassen. 
Da &, in ©, enthalten ist, so folgt: 
Jede logarithmische Spirale ist sich 





60) In der Annalenarbeit p. 70 u. f. Sind zwei der invarianten Punkte 
die imaginären Kreispunkte, so sind diese Abbildungen konform. Insbesondere 
ist darin die Transformation durch reziproke Radien [III A 7] enthalten. 

61) Wählt man als die Kurve eine Gerade, so erhält man dualistische 
Transformationen, die das Dreieck A invariant lassen. Es folgt dann: Die 
reziproke Polare [III C 1, Nr.19] einer W-Kurve hinsichtlich eines Kegelschnittes, 
die A zum Polardreieck hat, ist eine W-Kurve derselben Gruppe (Annalen- 
arbeit p. 77), insbes. (vgl. Nr. 16): Die logarithmische Spirale ist ihre eigene 
reziproke Polare hinsichtlich jeder gleichseitigen Hyperbel, deren Mitte ihr Pol 
ist und die sie irgendwo berührt. 

62) Bezüglich der Geschichte der logarithmischen Spiralen siehe @. Loria, 
Spezielle Kurven, p. 448—454. Descartes, Torricelli, Varignon (von dem der 
Name herrührt) und Jacob I Bernoulli sind besonders zu nennen. 
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selbst ähnlich, indem man zwei beliebige ihrer Punkte als homolog setzen 
kann. Nach [2] folgt ferner: Alle logarithmischen Spiralen mit dem- 
selben Pol O und demselben Steigwinkel « sind einander ähnlich, d.h. 
nach dem vorigen kongruent. Aus Satz [4] folgt, wenn man das Doppel- 
verhältnis harmonisch wählt: Die Evolute einer logarithmischen Spirale ist 
eine logarithmische Spirale mit demselben Pol und demselben Steig- 
winkel®®). Allgemeiner: Die Geraden », die von den Punkten einer loga- 
rithmischen Spirale ausgehen und mit den jeweiligen Tangenten einen kon- 
stanten Winkel bilden, umhüllen eine logarithmische Spirale mit demselben 
Pol und demselben Steigwinkel. Aus Satz [5] folgt: Die Fusspunkt- 
kurve einer logarithmischen Spirale ist, wenn der Pol der Kurve auch 
der Pol der Fusspunkttransformation ist, eine logarithmische Spirale 
mit demselben Pol und demselben Steigwinkel. Dasselbe gilt, wenn 
man statt der Lote Geraden unter konstanter Neigung von O nach 
den Tangenten zieht. Aus Satz [6] folgt: Zieht man von einem Punkte 
P die Tangenten an alle Windungen eine logarithmischen Spirale (und 
an alle logarithmische Spiralen mit demselben Pol und demselben 
Steigwinkel), so ist der Ort der Berührungspunkte ein Kreis, der 
durch P und den Pol geht. Aus Satz [7] folgt: Konstruiert man in 
allen Schnittpunkten einer Geraden g mit einer logarithmischen Spi- 
rale-(und mit allen logarithmischen Spiralen mit demselben Pol und 
demselben Steigwinkel) die Tangenten, so umhüllen die Tangenten eine 
Parabel, die g berührt und den Pol zum Brennpunkt hat. Aus Satz [8] 
folgt eine Konstruktion von beliebig vielen Punkten einer logarith- 
mischen Spirale, sobald man deren zwei und den Pol kennt. Die Kon- 
struktion geht auch sofort daraus hervor, dass jede logarithmische 
Spirale sich selbst auf unendlich viele Arten ähnlich ist. Analoges 
gilt, wenn man ausser dem Pol zwei Tangenten kennt, von der Kon- 
struktion weiterer Tangenten. 

Aus dem oben aus [6] abgeleiteten Satz folgt, wenn man von 
einem Punkte P der logarithmischen Spirale die Tangente an die 
Evolute (als logarithmische Spirale mit demselben Pol und demselben 
Steigwinkel) zieht, dass der Krümmungsmittelpunkt X von P im 
Schnittpunkt der Normalen mit der Geraden liegt, die in O auf OP 
senkrecht steht. Hieraus folgt sofort die Rektifikation der Evolute, 


63) Dass die Evolute wieder eine logarithmische Spirale ist, ebenso die 
Antevolute, die man erhält, wenn man jeden Krümmungsmittelpunkt an dem 
zugehörigen Kurvenpunkt spiegelt, dass ferner die Brennkurve einer logarith- 
mischen Spirale bei Beleuchtung vom Pol aus und zwar bei Reflexion oder 
Refraktion wieder eine logarithmische Spirale ist, fand Jacob I Bernoulli, Acta 
Erud. 1792. Er nannte die Kurve daher eine spira mirabilis. 
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d. h. einer beliebigen logarithmischen Spirale: Der Bogen der loga- 
rithmischen Spirale vom Pol O bis zu einem Punkte P ist gleich 
der Strecke, die das in O auf OP errichtete Lot auf der Tangente 
abschneidet, sodass og = s etg« oder, bei beliebiger Wahl der Anfangs- 
stelle (s = 0): 

Aoe+Dbs+C=0 


die natürliche Gleichung der logarithmischen Spiralen ist. 

Aus den in Nr. 15 zum Schluss gegebenen Andeutungen folgt 
auch der Satz, dass die Transformation durch reziproke Radien mit O 
als Pol jede logarithmische Spirale, die O zum Pol hat, in eine von 
derselben Steigung und mit demselben Pol, aber von entgegengesetzter 
Windung, verwandelt. Doch ist dies auch direkt sofort zu sehen®%). 


17. Orthogonale Trajektorien konzentrischer ähnlicher und 
ähnlich gelegener Ellipsen oder Hyperbeln. Das Dreieck A sei das 
der Koordinatenaxen und der unendlich fernen Geraden. Nach Satz [3], 
Nr. 15, steht dann die Tangente des Winkels, den die Tangente der 
W-Kurve in einem Punkte P mit der «-Axe bildet, zu der Tangente 
des Winkels, den der Radiusvektor OP mit der x-Axe bildet, in 
einem konstanten Verhältnis. Die orthogonalen Trajektorien [IIID 1,2, 
Nr.23] der W-Kurven einer Gruppe ©, haben daher dann die Ejgen- 
schaft: 


64) Bezüglich des Anteils, den F. Klein und $. Lie einzeln an ihren ge- 
meinsamen Arbeiten über W-Kurven haben, sei bemerkt, dass, als Zie sich mit 
den 00° projektiven Transformationen beschäftigte, die ein Tetraeder invariant 
lassen, Klein ihn darauf aufmerksam machte, dass es Kurven giebt, die bei 
jenen Transformationen nur 00° Lagen annehmen, indem er ihm dies auch ana- 
lytisch durch Integrieren der betreffenden Differentialgleichungen zeigte. Dies war 
Lie damals ganz neu, hatte er diese Kurven doch auch in seiner Arbeit über die 
Reziprozitätsverhältnisse des Reye’schen Komplexes, Göttinger: Nachr. 1870, 
p. 53—66, übersehen. Er erkannte aber sofort, welche ausgezeichneten Eigen- 
schaften diese Kurven haben müssten. Von ihm rührt die allgemeine Auf- 
stellung der in den Abhandlungen entwickelten Methoden und geometrischen 
Verwandtschaften her. Klein dagegen gebührt die genaue Diskussion der ein- 
zelnen Fälle, ferner die Aufdeckung der Beziehung zur Invariantentheorie der 
binären Formen [IB 2] („jede im Sinne der neueren Geometrie kovariante Kurve 
einer Kurve W ist eine Kurve W desselben Systems“, Annalenarbeit p. 63), sowie 
der Zusammenhang mit der Metrik, namentlich die Entdeckung, dass die vielen 
merkwürdigen Eigenschaften der logarithmischen Spiralen nur ein Ausfluss aus 
der allgemeinen Theorie sind. Das Operieren mit projektiven Transformationen 
und Gruppen war Klein und Lie gleichmässig vertraut. Vgl. auch M. Noether, 
Math. Ann. 53 (1900), p. 1—41, insbes. p. 8. 
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wo die Konstante ce für die Gruppe ©, charakteristisch ist. Sie sind 
also die Kurven: 
y — x? + const. 
Die W-Kurven einer Gruppe ®, sind somit jetzt die orthogonalen 
Trajektorien einer Schar von 00! konzentrischen, ähnlichen und ähn- 
lich gelegenen Ellipsen oder Hyperbeln ®). Die Gleichungen der 
Kurven haben die in (1%), Nr. 14, angegebene Form. Die inter- 
scendenten höheren Parabeln: 
y== const. x” 


sind mithin die orthogonalen Trajektorien von oo! konzentrischen, 
ähnlichen und ähnlich gelegenen Ellipsen oder Hyperbeln. 


18. Dreieckspotentialkurven und adiabatische Kurven. Sind 
1,1, 1, die Seitenlängen eines Dreiecks A und z,,=,, %; die barycen- 
trischen Koordinaten eines Punktes P in«Bezug auf das Dreieck ‚so 
nennt G. de Longchamps‘) die Kurven, für die z,,%,, x, derselben 
Potenz der Seiten 1,,,,l, proportional sind, Dreieckspotentialkurven. 
Ihre Gleichungen sind, ausgedrückt mittels eines Parameters t: 

i „eo, Buch, Bol. 
Wird 
I l l 
log 7: =«a, log zn =, log %, = 6, 


gesetzt, so giebt die Elimination von @ und £: 


a BR SR 7 BE 
u —=l1, 


4 tr, +, —=0 
ist. Diese Kurven sind also nach (19”), Nr. 14, unter den W- 
Kurven der ersten Art enthalten. Sie gehen durch mehrere merk- 
würdige Punkte des Dreiecks A. 
Auch die adiabatischen Kurven der Thermodynamik pr” — const. 
ordnen sich der Form (19) unter”). 


19. Sätze über W-Kurven der zweiten Art. Analog den in 
Nr. 15 angegebenen Betrachtungen lassen sich solche für W-Kurven 
der zweiten Art anstellen (s. Fig. 12). Es giebt zwar oo? projektive 
Transformationen, die dieselben beiden Punkte und beiden Ge- 


wobei 


65) @. Scheffers in Lie-Scheffers, a. a. O. p. 78. 

66) Mathesis 6 (1886), p. 246—248. Siehe auch @. Loria, Spezielle Kurven, 
p- 556. 

67) Ihr Name soll herrühren von M. Rankine, A manual of the steam 
engine and other prime movers, London u. Glasgow, 1859. Vgl. @. Zeuner, 
Grundzüge der mechanischen Wärmetheorie, 2. Aufl., Leipzig 1877, p. 80 u. 130. 
Sie heissen auch polytropische Kurven. 
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raden (vgl. Nr. 14) wie die Gruppe 6, einer Schar von W-Kurven 
der zweiten Art invariant lassen, aber unter ihnen giebt es wieder 
lin, 00%, die unter einander vertauschbar sind 
$ N | 9 und eine zweigliedrige Gruppe ©, bilden, 
—Sy TI die ©, als Untergruppe enthält. Die 
7, Ai® _ —  Transformationen der Gruppe &, vertauschen 
5 TG NN alle 00! W-Kurven einer Gruppe ©, unter 
INS einander. Doch gehen wir hierauf nicht 
— — näher ein und bemerken nur folgendes: 
ZG, N I\\ IN Analog dem Satze [3], Nr. 15, gilt hier 
/} INN 5 ein Satz, nur tritt an die Stelle des Doppel- 
aus verhältnisses ein anderer nicht so einfacher 
a Ausdruck ®). In dem besonderen Fall, dass 
die x-Axe die eine, die unendlich ferne Gerade die andere invariante 
Gerade und die unendlich fernen Punkte beider Axen die invarianten 
Punkte sind, d. h. für die logarithmischen Kurven (22) in Nr. 14: 


y == const. e® 









ist jener Ausdruck die Subtangente. Die Konstanz der Subtangente ®) 
dieser logarithmischen Kurven ist also nur ein spezieller Fall eines all- 
gemeinen Satzes. Analog dem in Nr. 17 angegebenen Satze gilt noch 
der Satz: Die orthogonalen Trajektorien von oo! kongruenten Parabeln 
mit derselben Axe sind W-Kurven der zweiten Art?9). 


20. W-Kurven im Raume, gemeine Schraubenlinien. Auch im 
Raume sind die W-Kurven die Bahnkurven einer eingliedrigen pro- 
jektiven Gruppe &,. Hier ist die Anzahl der verschiedenen Möglich- 
keiten dreizehn (s. Anm. 53). Beschränken wir uns auf den Fall, 
dass die Gruppe ®, die Ecken und Ebenen eines nicht ausgearteten 
Tetraeders in Ruhe lässt, so lauten die Gleichungen der oo? W-Kurven 
einer Gruppe ®,, wenn das Tetraeder als Koordinatentetraeder gewählt 


wird, analog (18), Nr. 14, so”): 


ft 


t t t t 
% = const.e”, 2%, —= const. €”, x, = const. e*', x, = eonst. e*'. 


68) Wie früher, vgl. die Anm, 57, hat die Gruppe ®,, ausgedehnt auch auf 
die Linienkoordinaten, eine in x,, @,, &, und %, 4, 4, von nullter Ordnung 
homogene Invariante, die eben den fraglichen Ausdruck darstellt. 

69) Nach @. Loria hat Torricelli diesen Satz zuerst ausgesprochen und 
G. Grandi ihn bewiesen. Siehe @. Loria, Spezielle Kurven, p. 543. 

70) Nach @. Scheffers in Lie-Scheffers, a. a. O. p. 80. S 

71) Siehe z. B. 8. Lie, Geometrie d. Berührungstransformationen 1, bearb. v. 
Scheffers, Leipzig 1896, p. 334. Gestattet eine Kurve der Ebene oder des Raumes 
mehr wie eine infinitesimale projektive Transformation, d. h. ist sie in doppelter 
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Das Doppelverhältnis der vier Punkte, in denen die Tangente einer 
W-Kurve die Ebenen des Tetraeders trifft, ist offenbar konstant. Da- 
her werden uns diese Kurven in Nr. 35 abermals begegnen. 
Erwähnt sei hier nur noch der wichtigste spezielle Fall: Ist die 
infinitesimale Transformation der Gruppe ®, eine unendlich kleine 
Schraubung [IV 2, Nr.11; IV 3, Nır. 18,19], etwa um die z-Axe: 
da=— yo, Iy=adt, de—göt (9 — const.), 
so sind die zugehörigen oo? W-Kurven die gemeinen Schraubenlinien: 
—=21,c08t— ysint, y—=a,sint-y,cost, 2 =4t, 
die sämtlich die z-Axe zur Axe und die gleiche Höhe 2zg eines Schrauben- 
umganges haben. Für die gemeinen Schraubenlinien kann man daher 
Sätze analog denen von Nr. 15 aufstellen, Sätze, die der projektiven 
Geometrie angehören, obgleich die Kurven transcendent sind’?), 
Nach V. Puiseux”®) lassen sich die gemeinen Schraubenlinien als 
diejenigen Kurven definieren, bei denen Krümmung und Torsion kon- 
stant ist [II D1, 2, Nrr.29, 30, 32]. Aber J. Lyon %) hat gezeigt, dass 
es ausserdem gewisse imaginäre Kurven dritter Ordnung giebt, die die- 
selbe Eigenschaft haben. Die gemeinen Schraubenlinien können auch 
als die geodätischen Kurven der Rotationscylinder [III D3, Nr. 14] oder 
als die Loxodromen der Rotationseylinder (Nr. 34) definiert werden. 
Letztere Definition versagt jedoch auf Cylindern von Minimalgeraden ?). 
Noch einige andere Kurven, die wir später besprechen, sind räum- 


liche W-Kurven, nämlich die sphärischen Loxodromen und die eylindro- 
konischen Schraubenlinien (Nr. 34). 


Weise als W-Kurve aufzufassen, so ist sie algebraisch, nämlich eine Gerade, 
ein Kegelschnitt oder eine Raumkurve 3. Ordnung. Siehe z. B. 8. Lie, Theorie 
der Transformationsgruppen, 3. Abschnitt, bearb. v. Engel, Leipzig 1893, p. 187. 

72) Die Tangenten einer gemeinen Schraubenlinie gehören einem linearen 
Komplexe [IIIC 9] an, dessen Axe die des zugehörigen Cylinders ist. Die Schmie- 
gungsebene eines Punktes der Kurve ist die dem Punkte vermöge des Komplexes 
zugeordnete Ebene. Nach J. Plücker, Neue Geometrie des Raumes, hgg. von F. Klein, 
1. Abt., Leipzig 1868, p. 59—61, folgen hieraus viele Eigenschaften der gemeinen 
Schraubenlinie ohne weiteres, so die von TA. Reye, Zeitschr. Math. Phys. 15 
(1870), p. 64—66, angegebene. Vol. auch die zweite Note von F\ Klein und 
8. Lie in den C. R. 70 (1870), p- 1275—1279, bezüglich der Eigenschaften der 
räumlichen W-Kurven. 

73) J. de math. (1) 7 (1842), p. 65—69. Synthetischer Beweis desselben 
Satzes bei J. Bertrand, ebenda 13 (1848), p. 423—424. 

74) Grenoble Ann. de l’Enseignement sup. 2 (1890). Auch als Thöse, Paris. 
(Vom Verf. nicht eingesehen.) 

75) Vgl. @. Scheffers, Einführung in die Theorie der Kurven, Leipzig 1901, 
p. 283 u. £. 
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IH. Sinusspiralen und ihre Verallgemeinerungen. 


21. Sinusspiralen. Die Kurven, die in Polarkoordinaten 2:0 
Gleichungen von der Form 


(23) rt” = a" sın nO 


haben, heissen Sinusspiralen ®). Sie sind ausserordentlich oft ) der 


76) Diese Bezeichung, franz. spirales sinusoides, hat Häton de la Goupilliere 
eingeführt. Vgl. J. &e. polyt. 38 (1861), p. 15—112, insbes. p. 90. Wahrschein- 
lich schon in seiner Thöse, Paris 1857. 

77) Einen Begriff hiervon giebt die folgende noch keineswegs vollständige 
Aufzählung von Arbeiten, in denen die Sinusspiralen vorkommen: C. Maclaurin, 
Treatise on fluxions 1, Edinburg 1740, Kap. 11, prop. 34, in der Ausgabe 
London 1801 p. 328—332, auch schon (nach H. de la Goupilliere) in den Phil. 
Trans. 1718, Nr.356; @.C. di Fagnano, Produzioni matematiche 2, Pesaro 1750, p.375 
—412; ferner bei Euler, L’Hospital und Riccati. In neuerer Zeit: @. Lame, J. de 
math. (1) 1 (1836), p. 77—87; A. Serret, J. de math. (1) 7 (1842), p. 114—119, 
ebenda 8 (1843), p. 495—501; O. Bonnet, ebenda 9 (1844), p. 97—112; W. Roberts, 
ebenda 10 (1845), p. 177—193; ebenda 12 (1847), p. 445—448; ebenda 13 (1848), 
pP. 209—220; J. Liowville, ebenda p. 220; W. Roberts, ebenda 15 (1850), p. 209 
— 214; A. Winckler, J. f. Math. 50 (1855), p. 34 (vgl. hierzu @. Loria, Spezielle 
Kurven, p. 401); Häton de la Goupilliere, These, Paris 1857; J. ec. polyt. 38 
(1861), p. 15—112; E. Beltrami, Ann. di mat. (1) 4 (1861), p. 102—108; B. Torto- 
lini, Zeitschr. Math. Phys. 6 (1861), p. 209-213; Allegret, Nouv. Ann. (2) 9 
(1870), p. 30—32; F. Unferdinger, Archiv Math. Phys. (1) 51 (1870), p. 72—93; 
J. F. Moulton, Educ. Times 15 (1871), p. 81; Allegret, Nouv. Ann. (2) 11 (1872), 
p. 162—167; Ann. &c. norm. (2) 2 (1873), p. 149—200; L. Aoust, Anal. infin, des 
courbes planes, Paris 1873, p. 141; @. Darboux, Sur une classe remarquable de 
courbes etc., Paris 1873 (Auszug in den Par. C. R. 68 (1869), p. 1311); Haäton 
de la Goupilliere, Nouv. Ann. (2) 15 (1876), p. 97—108; A. Mannheim, Paris 
Soc. math. Bull. 4 (1876), p. 158, 159 (eitiert hierbei Archer Hirst); @. Holzmüller, 
J. f. Math. 83 (1877), p. 38—42; B. Niewenglowski, Par. C. R. 84 (1877), p. 765 
— 768; H. Resal, J. de math. (3) 6 (1880), p. 115—128; A. Ribaucour, Etude 
des &lassoides ou surfaces ä courbure moyenne nulle, Bruxelles M&m. cour. 
44, 1881; @. Holzmüller, Zeitschr. Math. Phys. 26 (1881), p. 231—256, Einfüh- 
rung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften und der konformen Abbil- 
dungen, Leipzig 1882, 9. Kap.; E. M. Laquiere, Nouv. Ann. (3) 2 (1883), p. 118 
—129; A. Bassani, Giorn. di mat. 24 (1886), p. 23—43; Du Chatenet, Nouv. Ann. 
(3) 5 (1886), p. 233— 237; H. Brocard, ebenda p. 397—398; V.Jamet, Ann. de l’ee. 
norm. (3) 4 (1887), suppl. p. 3—78; E. Cesäro, Nouv. Ann. (3) 7 (1888), p. 171 
—190; V. Jamet, Paris Soc. math. Bull. 16 (1888), p. 132—135; A. de Saint- 
Germain, Recueil d’exercices sur la mecanique rationnelle, 2. &d. Paris 1889, 
p- 155—156; Lord M’Laren, Edinb. Proc. Roy. Soc. 17 (1889), p. 281—297; 
J. MeMahon, Educ. Times 50 (1889), p. 169—170; A. Demoulin, Sur une trans- 
formation g&eometrique, Bruxelles M&m. 44, 7 mars 1891; @. Fouret, Paris Soc. 
math. Bull. 20 (1892), p. 60—64; R. Godefroy, J. &c. polyt. 62 (1892), p. 37—46; 
Paris Soc. math. Bull. 21 (1893), p. 20—25; J. M. Iversen, Nyt Tidsskrift for 


Ew 


21. Sinusspiralen. 22. Abbildung d. Geraden d. Ebene als Sinusspiralen. 217 


Gegenstand von Einzeluntersuchungen gewesen, namentlich die alge- 
braischen, d. h. diejenigen, bei denen der Index n rational ist. Viele 
dieser Untersuchungen gelten jedoch ohne weiteres auch für irratio- 
nales ». Der Pol O der Polarkoordinaten ist im Endlichen der einzige 
singuläre Punkt der Kurve mit unbestimmter Tangente [IT D 1,2, 
Nr-19]. Durch Drehung der Kurve um ihren Pol O nimmt ihre Glei- 
chung die Form an: 
r— a" sinn (0 — «). 

Durch ähnliche Vergrösserung oder Verkleinerung von O aus ändert 
sich nur a. Es giebt also 00? Sinusspiralen mit demselben Pol und 
demselben Index. Sie sind alle einander ähnlich, und der Pol ist bei 
allen ein homologer Punkt [IIT A 6]. Allerdings machen wir hierbei 
zwischen reellen und imaginären Ähnlichkeitstransformationen keinen 
Unterschied ”®). 


22. Abbildung der Geraden der Ebene als Sinusspiralen. Der 
innere Grund für viele merkwürdige Eigenschaften der Sinusspiralen 
liegt in einem Satze von (©. Maclaurin, der bei W. Roberts‘) wieder- 
kehrt. Sind r,,0, und rt, 0 Polarkoordinaten in zwei zusammenliegen- 
den Ebenen, so stellen die Gleichungen: 


(24) t=%", 09=mb, 


bei gegebenem rationalen oder irrationalen m eine Punkttransforma- 
tion dar, die konform ist [II B 1, Nrr. 5,18]. Denn in rechtwinkligen 
Koordinaten &,,y, bezw. 2, y kann (24) so geschrieben werden ®): 


(25) + y— (+ iy)". 
Bei irrationalem m dürfte (24) wohl die einfachste transcendente kon- 
forme Abbildung der Ebene vorstellen. Sie führt nun nach Maclaurin 


Math. 4 (1893), p. 59—67; H. Ekama, Archiv Math. Phys. (2) 12 (1894), p. 23 
—836; E. Barisien, Nouv. Ann. (3) 14 (1895), p. 233—244; @. Scheffers, Leipz. 
Ber. 1898, p. 261—294; R.C. Archibald, Diss. Strassburg 1900; E. Cesäro, Natür- 
liche Geometrie 1901, p. 54 u. f.; @. Loria, Bibl. math. (3) 2 (1901), p. 392—440, 
insb. p. 396; Spezielle Kurven, 1902, p. 367, 391—403, 614, 675, 732. 

Viele von diesen Arbeiten behandeln allerdings nur algebraische Sinus- 
spiralen. Ausserdem giebt es noch viele Untersuchungen über einzelne Sinus- 
spiralen, die wir nicht eitiert haben. 

78) Unter den algebraischen Sinusspiralen sind viele besonders bemerkens- 
werte Kurven enthalten, so der Kreis n—=1), die Lemniskate (n— 2), die Kar- 
dioide m =), die Parabel m— — 4), die Gerade m— — 1), die gleichseitige 
Hyperbel n—= — 2) u.s.w. Siehe Haton de la Goupilliere, a.a.0. 1876, p. 97, 98. 

79) Fussn. 77, 1740 bez. 1848. 

80) J. Liowille, Fussn. 77, 1848; vgl. auch @. Holzmüller, Isog. Verwandt- 
schaften, Leipzig 1882, p. 166—171. 
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die Geraden der Ebene (t,, 0,) in Sinusspiralen der Ebene A 6) über. 
In Polarkoordinaten r,, 6, ist nämlich 

t, c08 (I, — e) = pP 
die Gleichung einer allgemein gewählten Geraden, bei der p den Ab- 
stand vom Anfangspunkt ‘und « seinen Winkel mit dem Anfangs- 
strahl bedeutet. Führen wir auf die Gerade die Transformation (24) 


aus, so geht sie in die Kurve: 

2 

x” cos (- — )- =p, 
d. h, wenn — 1:m—=n gesetzt wird, in die Sinusspirale: 

"—sin(nd+«— 5) 

über. Hieraus folgt: Alle oo? Geraden der Ebene gehen vermöge der 
konformen Abbildung (24) in alle ©? Sinusspiralen mit demselben 
Pol O und demselben Index n=—1:m über. Nach den 8. Lie- 
schen Theorien kann man hieraus methodisch die Eigenschaften der 
Sinusspiralen ableiten: Da die Schar aller oo? Geraden der Ebene 
00° Punkttransformationen, nämlich die allgemeine projektive Gruppe 
[II A 6, Nr. 20], gestattet, so gehen alle oo? Sinusspiralen mit demselben 
Pol und demselben Index vermöge einer achtgliedrigen Gruppe von Punkt- 
transformationen in einander über. Jede einzelne bleibt bei einer sechs- 
gliedrigen Gruppe invariant. Doch ist der hierdurch angedeutete 
Weg bisher nicht eingeschlagen worden. 

Giebt man in (24) dem Exponenten m beliebige konstante Werte, 
so liegt in (24) eine eingliedrige Gruppe von konformen Punkttrans- 
formationen vor, die unter anderen die Transformation durch reziproke 
Radien enthält. Die Aufeinanderfolge der zu den Exponenten m und u 
gehörigen Transformationen (24) ist der Transformation (24) mit dem 
Exponenten mu äquivalent. Daraus folgt, wenn n= — l:m, 
also — l:mu=n:u gesetzt wird: Die Sinusspiralen mit gemein- 
samem Pol O und vom Index n gehen vermöge der konformen Ab- 
bildung 

i=n, 9=ub 


in die Sinusspiralen mit gemeinsamem Pol O und vom Index n: u 
über®'). Insbesondere geht jede Sinusspirale vom Index n vermöge 
einer Transformation durch reziproke Radien, deren Pol der Pol der 
Kurve ist, in eine Sinusspirale vom Index — n über. 

Führt man die Gesamtheit aller oo! konformen Transformationen 


81) E. Cesäro, Fussn. 77, 1888, p. 188; 1901, p. 65. 
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(24), angefangen von der identischen t — ı,, 0 — ,, auf eine Gerade 
aus, so geht diese Gerade stetig in die Gestalten aller Sinusspiralen 
von beliebigen Indices über. 

Betrachtet man eine Schar von parallelen Geraden und dreht sie 
um 0, so bilden die neuen Geraden mit den alten einen konstanten 
Winkel. Daraus folgt, wenn die konforme Abbildung (24) ausgeübt 
wird: Dreht man alle oo! Sinusspiralen 


1” —= const. sin nO 


um den gleichen Winkel um den Pol, so schneiden die neuen Sinusspiralen 
die alten unter einem konstanten Winkel. Überhaupt alle ©? Sinus- 
spiralen mit demselben Pol O und demselben Index » können de- 
finiert werden als diejenigen Kurven, die die soeben angegebenen &! 
Sinusspiralen unter konstanten Winkeln durchsetzen. In jedem Punkte 
P der Ebene bilden die Krümmungskreise der hindurchgehenden 
oo! Sinusspiralen ein Büschel, nach einem allgemeineren Satze von 
E. Cesäro®?). Daraus kann man schliessen®): Die 00°? Sinusspiralen 
mit dem Pol O und dem Index » und die 00° Sinusspiralen mit dem- 
selben Pol O und dem Index — n liegen so, dass alle Krümmungs- 
kreise der durch einen Punkt P gehenden Sinusspiralen der ersten 
Schar einen zweiten Punkt @ gemein haben und hier. zugleich die 
Krümmungskreise aller durch Q gehenden Sinusspiralen der zweiten 
Schar sind. Dabei liegen P und Q auf einem Strahl durch O und 
zwar ist: 
0OP:0Q=(n—1V):m-+1). 

23. Einige Eigenschaften der Sinusspiralen. Aus der konformen 
Abbildung folgt, was auch durch Rechnung sofort zu bestätigen ist, 
dass bei der Sinusspirale (23) vom Index » der Winkel r des Radius- 
vektors und der Tangente den Wert = n6 hat, sodass 


ist, d. h. beim Fortschreiten auf der Sinusspirale ist das Verhältnis 
aus der Winkelgeschwindigkeit der Drehung der Tangente und der 
Winkelgeschwindigkeit der Drehung des Radiusvektors konstant, näm- 
lich gleich (n-+ 1):1. Umgekehrt: Eine Kurve, bei der dies Ver- 
hältnis den konstanten Wert (rn -+1):1 hat, ist eine Sinusspirale 
vom Index n, die den Anfangspunkt der Radienvektoren zum Pol 
hat®). Aus der bekannten Konstruktion der Tangente der Fuss- 


82) Natürliche Geometrie, p. 148, vgl. auch IIID1,2, Nr. 23. 

83) G. Scheffers, Fussn. 77, 1898, p. 292. 

84) Deshalb nennt Zaquwiere, Fussn. 77, 1883, p. 121 die Sinusspiralen courbes 
157 


. 
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punktkurve [HI D 1,2, Nr. 7] folgt hieraus: Die Fusspunktkurve einer 
Sinusspirale ist, wenn ihr Pol als Pol der Fusspunktransformation ge- 
nommen wird, eine Sinusspirale mit demselben Pol und dem Index 
n:(n+ 1). Allgemein: Die k* Fusspunktkurve ist eine Sinusspirale vom 
Index n: (kn + 1). Dies gilt auch für negatives k, ja auch für ge- 
brochenes oder irrationales k, wenn man die stetige Gruppe von Fusspunkt- 
transformationen mit dem Pole O benutzt, die $. Lie eingeführt hat”), 

Ist ds das zum Zuwachs d® der Amplitude gehörige Bogen- 
element der Sinusspirale (23), so ist: 


Le 2 Ekae a” 
d6 sinnd ai 





Der zugehörige Kontingenzwinkel ist gleich (n + 1)d9, also der 
Krümmungsradius: 
Er ds 5a t 0 
PT mF+Ta MLynne nr 


Die Projektion von ge auf den Radiusvektor hat daher die Länge: 





osinnd = “er 
Die Projektion des Krümmungsradius auf den Radiusvektor verhält sich 
also zum Radiusvektor wie 1: (n + 1).%) Der Ort der Projektionen 
der Krümmungsmittelpunkte auf die zugehörigen Radienvektoren ist 
daher eine der ursprünglichen Sinusspirale ähnliche Sinusspirale. 

Umgekehrt: Steht bei einer ebenen Kurve die Projektion des 
Krümmungsradius auf den Radiusvektor zu diesem in einem kon- 
stanten Verhältnis 1:(»n +1), so ist die Kurve eine Sinusspirale vom 
Index n, die den Anfangspunkt der Radienvektoren zum Pol hat. 
Oder: Dann und nur dann, wenn die Kurve eine Sinusspirale vom 
Index » ist, schneidet der Krümmungskreis eines Kurvenpunktes auf 
dem zugehörigen Radiusvektor eine Strecke ab, die zum Radiusvektor 
in dem konstanten Verhältnis 2: (n + 1) steht. ® 

Anscheinend liegt für » = O0 eine Ausnahme vor, denn die Kurve, 
bei der die Projektion des Krümmungsmittelpunktes auf dem Radius- 
vektor im Pole O liegt, ist nach Nr. 16 eine logarithmische Spirale. 


spirales & inflexion proportionelle. A. Ribaucour, Fussn. 77, 1881, nennt sie da- 
gegen Lame’sche Kurven (vgl. @. Lame, a. a. O. 1836). Allegret, a. a. O. 1873, 
p. 167, nennt sie orthogenides. G@. Holzmüller, J. f. M. 83 (1887), p. 40, nennt 
sie Hyperbeln höherer Ordnung. E. Cesäro, Natürl. Geom. p. 63, findet den 
Namen Sinusspiralen doppelt unzutreffend. 

85) Siehe Lie-Scheffers, Geometrie der Berührungstransformationen 1, Leipzig 
1896, p. 65. 

86) A. Serret, Fussn. 77, 1842, p. 118. 
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Aber die logarithmischen Spiralen sind thatsächlich als Sinusspiralen 
vom Index 0 aufzufassen. Da nämlich die Sinusspirale (23) nach 
Drehung und ähnlicher Vergrösserung wieder eine wird, so liegt in: 
£)- sin (nd-+ e) 
a sın & 
eine Sinusspirale vor; doch giebt diese Gleichung für n—=0 eine 
Identität. Aber es ist: 
r\" sinnd-+ «) 
lm (2) BIETE 
n=0 


d.h. für n= 0 geht die logarithmische Spirale hervor®”): 





— log — ctga: 6, 


log — = ctga-9. 


Der obige Satz über die Sinusspiralen kann auch so ausge- 
sprochen werden: Es ist für die Sinusspiralen charakteristisch, dass 
der Krümmungsradius g zu demjenigen Abschnitt » der Normalen, 
der vom Kurvenpunkt P und dem Lote p zu OP in O begrenzt wird, 
ein konstantes Verhältnis 1:(n + 1) hat°®). 


24. Rektifikation der Sinusspiralen. Aus (26) und (23) ergiebt 
sich für die Bogenlänge s der Sinusspirale: 


1i—n 
s- a (sinno) » a0 
A. Serret hat den Bogen innerhalb gewisser Grenzen durch Kuler’sche 


Integrale zweiter Gattung [II A 3, Nr. 12a] ausgedrückt®). Er be- 
nutzt die Gleichung der Sinusspirale in der Form: 


(26) = a"cosn6, 


die aus (23) durch Drehung um > hervorgeht. Hier kommt: 


ion 
s= a | (eos n0) * d®. 


Wird &=n6 als Veränderliche eingeführt, so kommt: 


zt 
a 
R Ion 
= 2 (06) " d® 
N 


87) Allegret, Fussn. 77, 1872, p. 163. 

88) Bei reellen Kurven giebt das positive oder negative Vorzeichen des 
Verhältnisses 1:(n-+ 1) an, ob e und » auf derselben Seite oder auf verschie- 
denen Seiten des Kurvenpunktes P liegen. 

89) Serret, Fussn. 77, 1842, p. 118. Es ist dies einer der Hauptgründe, 
weshalb sich so viele Mathematiker mit den Sinusspiralen beschäftigt haben. 
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als Länge des Bogens von 6 =0 bis — am Dies aber lässt sich 
so schreiben: 





Haton de la Goupilliere”) hat die zwischen d9=0 und 9 = 3 ge- 
legene Fläche durch I-Funktionen ausgedrückt. 


25. Triangulär- und tetraedral-symmetrische Kurven. Die 
Sinusspiralen sind ein Grenzfall einer allgemeineren von J. de la Gour- 
nerie 1865/66 untersuchten Klasse von Kurven®'). Betrachtet man 
z.B. die Sinusspirale in der Form: 

r"cosnd = k, 
so lässt sich dafür schreiben: 
ak n- (Kor )* — 9L 
oder in rechtwinkligen Koordinaten ”): 
(«+ iy)" + (a — iy)" — 2%. 

Diese Gleichung ordnet sich aber der allgemeinen Gleichung 
unter: 

z ge, \n 6, \ N 2, \” 

em) Doom 

in der &,, &%, x, homogene Punktkoordinaten sind. Man braucht näm- 
lich nur zwei Ecken des Koordinatendreiecks in die imaginären Kreis- 
punkte zu verlegen. Die Kurven (27) heissen nach J. de la Gournerie 
triangulär-symmetrische Kurven. Sie sind ein Grenzfall von Raum- 
kurven, die er tetraedral-symmetrische Kurven nennt und — im Falle 
homogener Punktkoordinaten &,, &g, 2,, &, im Raume — als Schnitt- 
kurven zweier Zetraedral-symmetrischen Flächen: 


x, \” Lg \7 %g\” a ET 
Oo, 
%,\” %,\? %,\? RN 
ln nen 

90) Fussn. 77, 1876, p. 105; später auch @. Loria, siehe Spezielle Kurven, 
p- 39. 

91) Recherches sur les surfaces regldes tetraddrales, Paris 1867. Hierin 
sind die drei Abhandlungen vereinigt, die 1865 und 1866 in dem Recueil des 
Savants ötrangers veröffentlicht worden waren. 

92) In dieser Form traten die Sinusspiralen bei E. Beltrami, Fussn. 77, 1861, 
auf, als er die Scharen von oo! ebenen Kurven suchte, die, um einen festen 
Punkt der Ebene gedreht, stets die ursprünglichen Kurven unter einem für alle 


Kurven konstanten Winkel schneiden sollten. Vgl. Nr.22. Siehe auch V. Jamet, 
a. a. O. 1888, p. 133; @. Fouret, a. a. O. 1892, p. 62. 
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definiert. (Für b, = b,—= b, = 00 geht hieraus «,—= 0 und also (27) 
als Grenzfall hervor.) Doch sind diese Kurven im wesentlichen nur 
für den Fall, dass » eine rationale Zahl ist, also wenn sie algebraisch 
sind, betrachtet worden. Wir erwähnen deshalb nur einen Satz von 
V. Jamet””), der auch für die transcendenten Kurven gilt, und zwar 
beschränken wir uns dabei auf die triangulär-symmetrischen Kurven: 
Konstruiert man den Kegelschnitt, der die Kurve (27) in einem ihrer 
Punkte berührt und durch die Ecken des Koordinatendreiecks geht, so 
steht der Krümmungsradius des Kegelschnitts zu dem der Kurve an 
der gemeinsamen Stelle im Verhältnis (1 —n):2. Im Raume giebt 
es einen analogen Satz, in dem eine Kurve dritter Ordnung an die 
Stelle des Kegelschnittes tritt’*). 

Die triangulär-symmetrischen Kurven (27) gehen aus den Ge- 
raden der Ebene: 

44% + gt + 050, — 0 
mittels der Transformationen von der Form: 
I. om, lg", My — Oz" 

26. Cesäro’sche, insbesondere Ribaucour’sche Kurven. Die Sinus- 
spiralen gehören fernerhin einer anderen grösseren Kurvenfamilie an, 
die besonders von E. Cesaro”) untersucht und deshalb nach ihm be- 
nannt worden ist”). Es sind dies diejenigen ebenen Kurven, die in 
Bezug auf einen festen Kreis % (die Direktrix) die Eigenschaft haben, 
dass ihr Krümmungsradius og demjenigen 
Abschnitt » = PN der Normalen pro- 
portional ist, der vom Kurvenpunkte P 
einerseits und von der Polaren p, die P 
hinsichtlich des Kreises % hat, anderer- 
seits begrenzt wird. (Fig. 13.) Das kon- 
stante Verhältnis sei mit 1:(» + 1) be- 
zeichnet, und zwar soll bei reellen Kurven 
das Vorzeichen des Verhältnisses angeben, 
ob oe und v auf derselben oder auf ver- 
schiedenen Seiten von P liegen. Die 
Mitte O des Kreises % heisst der Pol der 





93) Fussn. 77, 1887, p. 19. 

94) Fussn. 77, 1887, p. 32. 

95) Nouv. Ann. (3) 7 (1888), p. 171—190; ebenda 9 (1890), p. 143—157; 
ebenda 13 (1894), p. 102—106; Natürliche Geometrie, p. 54—66. 

96) Nach Vorschlag von E. Wölffing, Biblioth. math. (3) 1 (1900), p. 142 
—159, insbes. p. 146 Anm. 
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Kurve, die Zahl n ihr Index. Ist der Kreis insbesondere der Punkt O 
selbst, so ist die Polare p das in O auf OP zu errichtende Lot, die 
Kurve also in der That nach Nr. 23, Schluss, eine Sinusspirale vom 
Index n. 

E. Cesaro zeigte, dass der von O ausgehende Radiusvektor OP 
der Cesäro’schen Kurve den Krümmungsradius der Evolute in dem 
konstanten Verhältnis — (n + 1):2n teilt und dass diese Eigenschaft 
als Definition der Kurve benutzt werden kann®”). Die Kreise ferner, deren 
Durchmesser die Strecken » sind, d.h. also die Kreise, die die Ce- 
säro’sche Kurve berühren und den Direktrixkreis % senkrecht schneiden, 
umhüllen ausser der Cesäro’schen Kurve eine zweite Kurve, deren 
Punkte P’ die Stellen sind, in denen die Polaren p der Punkte P 
die Radienvektoren OP treffen. Da dann OP: OP’= R? ist, wenn 
R der Radius der Direktrix ist, so ist die Kurve (P”) zur Cesäro’schen 
Kurve (P) hinsichtlich des Kreises k invers. 

Die natürliche Gleichung der Cesaro’schen Kurven vom Index n hat 
nach E. Cesaro®®) die Form: 


n+1 de 
(28) aan I, „+ i 
R? ee 
+9) +) 1 


e? 














wo s die Bogenlänge, c eine er Konstante bedeutet. 

Unter den Cesäro’schen Kurven sind viele bekannte Kurven ent- 
halten. So gehören zum Index 1 die Kreise, zum Index — 2 alle 
Kegelschnitte, zum Index 0 diejenigen Kurven, bei denen der Krüm- 
mungsmittelpunkt eines Kurvenpunktes P der Schnittpunkt seiner 
Normalen mit der Polaren p von P hinsichtlich des Kreises % ist. 
In diesem Fall »n = 0 nimmt die natürliche Gleichung die Form an°”): 


= as’ + 2ßs+ 9, 


die die ceykloidalen Kurven, insbesondere die Cykloiden, die Kreis- 
evolventen und die logarithmischen Spiralen definiert (siehe Nr. 8 und 
Anm. 29, vgl. auch Nr. 3 und Anm. 7). 


Im Falle R= 0 geht aus (28) die natürliche Gleichung der Sinus- 
spiralen vom Index n hervor’): 


97) Fussn. 77, 1894, p. 104; Natürl. Geometrie, p. 54. 

98) Natürliche Geometrie, p. 56. 

99) Ebenda p. 58. Siehe auch a. a. O0. 1888, p. 175—178, wobei Mennesson, 
Mathesis, question 461 (1885), für eine Eigenschaft dieser Kurven citiert wird. 
Auch E. Cesäro, Mathesis 7 (1887), p. 25—38. 

100) E. Cesäro, Natürl. Geometrie, p. 61. 


RE. 
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1 d 
Ve (2) 1 


Ein anderer Grenzfall ist der, dass die Konstante c in (28) nach 
Null oder Unendlich konvergiert, indem zugleich der Radius R des 


Direktrixkreises nach Unendlich strebt. Denn es bleibt die natür- 
2n 


liche Gleichung (28) nach E. Cesaro endlich, wenn man e*—-! und R 
unbegrenzt wachsen lässt und dabei festsetzt: 


ni 
e\n —1 
R—el) > 


wo a eine endliche Konstante sei. Alsdann geht aus (28) die natür- 
liche Gleichung hervor: 


(30) e 














die also für diejenigen Cesäro’ eu Kurven gilt, bei denen der 
Direktrixkreis in eine Gerade g ausgeartet ist. Alsdann ist die Polare 
p von P diejenige Parallele zu g, die auf der andern Seite von g 
wie P, aber in demselben Abstand liegt. Mithin sind diese Kurven 
durch die Eigenschaft charakterisiert, dass das Verhältnis aus dem 


Krümmungsradius og zu. demjenigen Abschnitt s der Normalen, der 


einerseits vom Kurvenpunkte P und andererseits von der festen Ge- 
raden 9 begrenzt wird, den konstanten Wert 2:(n + 1) hat. Diese 
Kurven hat man Ribaucour’sche Kurven genannt, obgleich sie schon 
vor A. Ribaucour betrachtet worden sind !!) 102), 


101) Mit Recht heben E. Wölffing, Biblioth. math. (8) 1 (1900), p. 142— 
159, insbes. p. 146, Anm., und @. Loria, Spezielle Kurven, p. 522, hervor, dass 
der Name: Ribaucour’sche Kurven nicht der richtige ist. Einige Litteratur über 
diese Kurven, zum Teil den genannten Schriften entnommen, sei hier zusammen- 
gestellt: P. Varignon, Paris M&m. 1710, p. 161; Joh. I Bernoulli, Brief an 
Leibniz 1716 (Leibniz ed. Gerhardt 3, p. 958), auch Opera 2, p. 290—291, 
L. Euler, Petropol. Comment. 10 (1747), p. 164—180; A. Farcy, Nouv. Ann. (1) 
3 (1844), p. 528—533 (doch nur für einen speziellen Fall); Parve, De curvis funi- 
eularibus, Diss. Groningen 1847, p. 88—89; A. Müller, Bestimmung der Kurven 
u. s. w., Diss, Jena 1867; Weerth, Über eine Klasse von Kurven u. s. w., Progr. 
Celle 1874; E. Dubois, Nouv. Corresp. math. 6 (1880); H. Resal, J. de math. (3) 
6 (1880), p. 115—128; J. Hammond und @. Heppel, Educat. Times 34 (1881), 
p. 72,73; 4. EEE RERS Etude des elassoides ou surfaces A courbure moyenne 
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Wählt man insbesondere der Index » der Ribaucour’schen Kurven 
gleich Null, so gehen die Kurven hervor, bei denen der Krümmungs- 
radius von der bis zu einer festen Geraden g gehenden Normalen 
halbiert wird. Es sind dies die gemeinen Cykloiden (vgl. Nr. 9). Ist 
n= 1, so ergeben sich die Kreise, deren Mitten auf der festen Ge- 
raden liegen, ist »n = — 2, so gehen die Parabeln hervor, die die feste 
Gerade zur Leitlinie haben. Für n—= — 3 ergeben sich diejenigen 
Kurven, bei denen der Krümmungsradius entgegengesetzt gleich dem 
Normalenabschnitt, gerechnet bis zu einer festen Geraden y, ist. 
Von diesen Kurven, den Kettenlinien, werden wir sogleich sprechen. 


Vorher sei noch bemerkt, dass A. Ribaucour die Ribaucour'schen 
Kurven, bei denen das Verhältnis o: 5 —=2:(n-+1) eine ganze Zahl 
ist, in vier Familien eingeteilt hat, deren Typen die vier soeben ge- 
nannten Kurven sind, und die er daher Kurven von eykloidischer, 


eirkularer, parabolischer und katenoidischer Art nennt!) 10%), 


27. Kettenlinien und Traktrieen. Die Ribaucour'schen Kurven 
vom Index n—= — 3, d. h. diejenigen Kurven, bei denen der Krüm- 
mungsradius entgegengesetzt gleich demjenigen Abschnitt der Nor- 
malen ist, der von dem Kurvenpunkte und einer festen Geraden be- 
grenzt wird, sind die Gleichgewichtskurven, deren Gestalt ein unend- 
lich dünner, durchaus biegsamer homogener Faden unter dem Einfluss 


nulle, Bruxelles M&m. cour. in 4°, 44 (1881), insbes. Kap. XIV; E. Cesaro, Nouv. 
Ann. (3) 7 (1888), p. 171—190, insbes. p.178—181; Natürliche Geometrie, p. 54 u. f.; 
@. Loria, Spezielle Kurven, p. 521—530. 

102) E. Cesaro hat die Kurven mit der natürlichen Gleichung: 


die die Gleichungen (29) und (30) als spezielle Fälle umfasst, in mehreren 
Arbeiten studiert: Nouv. Ann. (3) 9 (1890), p. 143—157; El:progreso matemä- 
tico 2 (1892), p. 212—214 (vgl. Fortschr. d. Math. 24, p. 708); Nouv. Ann. (3) 
13 (1894), p. 102—106; ebenda 19 (1900), p. 489—494; Natürliche Geometrie, 
p 106.77 

103) A. Ribaucour, a. a. O. p. 161—164. Näheres über die Ribaucour’schen 
Kurven findet man bei @. Loria, Spezielle Kurven, p. 521—530. 

104) Nach E. Cesäro, Nouv. Ann. (3) 13 (1894), p. 102—106, insbes. p. 104, 
haben nur die Evoluten der Ribaucour'schen Kurven die Eigenschaft, dass ihre 
Bogenlänge als Potenz der Abscisse, multipliziert mit einer Konstanten, 
(s= ax“) ausdrückbar ist. Die Kurven, die durch diese letztere Eigenschaft 
charakterisiert sind, wurden früher von (©. Nies, Progr. Realgym. Darmstadt 1886, 
und Rich. Müller, Progr. Kgl. Realsch. Berlin 1889, untersucht, aber ohne dass 
die Identität mit den Evoluten der Ribaucour’schen Kurven bemerkt wurde. 


nn nn nz. 
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der Schwere allein annimmt, und heissen daher Kettenlinien'®). Ist 
die feste Gerade (Leitlinie oder Direktrix) die «-Axe, so hat der 
Krümmungsmittelpunkt eine y-Koordinate, die doppelt so gross als die 
y-Koordinate des Kurvenpunktes sein muss, so dass sich, wenn der 
Strich die Differentiation nach der Bogenlänge s ausdrückt, ergiebt: 








‚2 
vH zF=23 
oder @?=yy‘. Da x@?+y?=1 ist, folgt hieraus: 
ayy _ 
re 


also 

P—=s+2bs + a’. 
Bei passender Wahl der Anfangsstelle der Bogenlänge darf einfacher 
y= Vs? + a? gesetzt werden. Dann ist # — Y1 — y? leicht zu be- 
rechnen, sodass = alog(s+ Y®? + a?) + const. kommt. Wird die 
y-Axe durch denjenigen Punkt der Kurve gelegt, in dem die Tangente 
der Leitlinie parallel ist, so kommt: 


(31) = alg tete, y=yY?+a, 
daraus durch Elimination von s: 
(32) —S u, 


Alle Kettenlinien sind einander ähnlich und von parabelartiger 
Gestalt (s. Fig. 14). Ist die y-Axe die Vertikale und zwar positiv 
nach oben, so stellt (32) 
die Gleichgewichtsfigur des 
hängenden Fadens dar. Da- 
bei ist die Bogenlänge s vom 
tiefsten Punkte der Kurve aus 
gerechnet. Da die Ketten- 
linie eine Ribaucour'sche 
Kurve vom Index n—= — 3 
ist, so ist aus (30) in Nr. 26 
ihre natürliche Gleichung so- 
fort abzuleiten. Noch beque- 
mer geht sie hervor, wenn 
man bedenkt, dass der Krüm- 











105) Jacob I Bernoulli, Acta Eruditorum, Mai 1690, auch Opera 1, p. 246, 
stellte die Frage nach der Gleichgewichtsform des Fadens, die Galilei für eine 
Parabel gehalten hatte. Huygens, Leibniz und Joh. Bernoulli gaben die Antwort. 
Geschichtliches siehe bei @. Loria, Spezielle Kurven, p. 574,575, und IVC, Abschn. III. 
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mungsradius der bis zur &-Axe gemessenen Normalen v entgegengesetzt 
gleich ist. Es ist: 


also folgt als natürliche Gleichung: 


s? 2 
oO u — 


Die Fläche, die zwischen der Kettenlinie, der Leitlinie, der Ordinate 
des tiefsten Punktes und der zum Bogen s gehörigen Ordinate liegt, 
ist gleich as.!%) Trägt man auf der Tangente eines Kurvenpunktes 
(s) und zwar in der Richtung nach dem tiefsten Punkte hin die Bogen- 
länge s auf, so ist diese Strecke eine Kathete eines rechtwinkligen 
Dreiecks, dessen Hypotenuse y ist und dessen andere Kathete nach 
(31) die konstante Länge a hat. Demnach ist diejenige Evolvente 
[HI D1,2, Nr.16] der Kettenlinie, die im tiefsten Punkte der Kurve 
beginnt, eine Kurve, deren Tangente, gemessen bis zur x- Axe, eine kon- 
stante Länge a hat, eine sogenannte Traktri«'!). 


106) Sonstige Eigenschaften der Kettenlinie (Seilkurve, Segelkurve, Velaria) 
siehe bei @. Loria, Spezielle Kurven, p. 576—578. Unter Kettenlinie gleichen 
Widerstandes (auch Longitudinale genannt) versteht man die Gleichgewichtslage 
eines Fadens unter Einwirkung der Schwere, wenn die Spannung überall der 
Dicke des Fadens proportional ist. Sie wurde von @. Coriolis, J. de math. (1) 
1 (1836), p. 75, 76, bestimmt. Ihre Gleichung ist: 


Ihre natürliche Gleichung ist: 


a. +e a 


siehe E. Cesäro, Natürliche Geometrie, p. 5; auch T. Cifarelli, Giorn. di mat. 36 
(1898), p. 183, 184. Indem man die Ordinaten der Kettenlinie nach konstantem 
Verhältnis vergrössert oder verkleinert, kommt man zu den @ewölbelinien, vgl. 
O. Schlömilch, Übungsbuch z. Stud. der höh. Analysis, 1., 3. Aufl., Leipzig 1878, 
p. 101; da sie symmetrisch zur y-Axe unter Umständen zwei reelle Stellen mit 
Maximalkrümmung (Scheitel) haben, so werden sie dann auch Kettenlinien mit 
zwei Nasen genannt. @. Loria, Spezielle Kurven, p. 579, citiert hierfür 7. Ale- 
xander und A.W. Thomson, Dublin Trans. 29, part. 3, 1888. Die noch allgemei- 


neren Kurven: 
x x 


y=ae°+be ° 
heissen nach F. Heinzerling, Zeitschr. f. Bauwesen, 19, 1869, p. 90—110, insb. 
p- 97, Klinoiden. Eine Verallgemeinerung der natürlichen Gleichung der Kelian- 
linien führte zu den Pseudokatenarien, siehe E. Cesäro, Natürliche Geometrie, p.17. 
Sie sind Evolventen von Pseudotraktricen genannten Kurven, ebenda p. 18, 36. 
107) Geschichtliches über die Traktrix (Zuglinie) siehe bei @. Loria, Spezielle 
Kurven, p. 562—573. Sie wurde zuerst von Leibniz als die Kurve bestimmt, 
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Die Traktrix hat also zur Evolute die Kettenlinie. Der zum 
Punkte (x, y) der Kettenlinie (31) gehörige Punkt der Traktrix hat 
die rechtwinkligen Koordinaten: 


t=x2—asint, Y=acost, 


wenn 7 der Winkel der Tangente der Kettenlinie mit der Leitlinie, 
also tgr—s:a ist. Aus (31) folgt demnach als Gleichung der 


"Traktrix: EN, 
t=alog a Aue. Ve Be Ve— y. 


Die Traktrix hat die Leitlinie der Kettenlinie (die x-Axe), die auch 
die Leitlinie der Traktrix heisst, zur Asymptote [III D1,2, Nr.8]. Die 
Ableitung der Traktrix aus der Kettenlinie zeigt, dass in dem zum Punkte 
(s) der Kettenlinie gehörigen Punkte (rt, y) der Traktrix der Krümmungs- 
radius der Traktrix gleich s ist, während das Stück der Normalen 
der Traktrix, das vom Punkte (x, y) und der Leitlinie begrenzt wird, 
auf der andern Seite liegt und absolut gemessen die Länge a?: s hat. 
Demnach ist bei der Traktrix das Produkt aus dem Krümmungs- 
radius og und der Normalen v, wenn diese bis zur Leitlinie gemessen 
wird, gleich — a?, wenn wie früher das negative Vorzeichen andeutet, 
dass og und » auf verschiedenen Seiten des Kurvenpunktes liegen. 


Diese Eigenschaft: 
Ev — const. 


kommt einer ausgedehnteren Familie von Kurven zu, deren Umdrehung 
um die Leitlinie die Rotationsflächen konstanter positiver oder nega- 
tiver Krümmung liefert, je nachdem die Konstante positiv oder negativ 
isb!0%). Diese Kurven entsprechen einander paarweis: Ist bei einer 


die ein materieller Punkt in der Ebene beschreibt, wenn er durch einen un- 
ausdehnbaren Faden von einem Punkte fortgezogen wird, der eine Gerade (die 
Leitlinie) beschreibt [IV, 11b]. Ersetzt man die Gerade durch eine andere Kurve, 
so erhält man eine sogenannte Traktorie. Der Ort der Punkte, durch die man 
die Tangenten a der Traktrix nach konstantem Verhältnis teilen kann, heisst Syn- 
traktrix nach einem Vorschlag von J. Sylvester, vgl. Salmon-F'iedler, Anal. Geom. 
d. höh. ebenen Kurven, 2. Aufl., Leipzig 1882, p. 378; M. d’Ocagne, Nouv. Annales 
(8) 10 (1891), p. 82—90, insbes. p. 84, 85. Sonstige Verallgemeinerungen der 
Traktrix, namentlich die Traktrix complicata, sind bei @. Loria, Spezielle Kurven, 
p. 566574, besprochen. — Rollt eine hyperbolische Spirale (Nr. 37) auf einer 
Geraden ab, so beschreibt ihr asymptotischer Punkt eine Traktrix, siehe A. De- 
moulin, Bruxelles M&m. in 8°, 44, 7 mars 1891. 

108) Sie wurden von F. Minding, J. f. Math. 19 (1839), p. 370—387, insbes. 
p- 379, 380, für negative Werte der Konstante, allgemein von J. Liowville in der 
Note 4 zur 5. Auflage von Monge’s Application de /’Analyse ü la G&ometrie, 
Paris 1850, p. 583—600, bestimmt. Über ihre flächentheoretische Anwendung 
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Kurve ov — a?, so giebt es eine Kurve, bei der 09v—= — a? ist und 
die jene beständig unter rechtem Winkel schneidet, wie man sie auch 
längs der Leitlinie verschieben mag!”). Insbesondere ist die Traktrix 
mit der konstanten Tangentenlänge a die orthogonale Trajektorie der- 
jenigen Kreise vom Radius a, die ihre Mitten auf der Leitlinie haben '!°). 


IV. Transcendente Raumkurven '"), 


28. Charakteristische Eigenschaft der Bertrand’schen Kurven. 
B. de Saint-Venant‘'?) warf 1844 die Frage auf, ob es auf der Fläche, 
die von den Hauptnormalen einer Kurve gebildet wird, eine zweite 
Linie geben kann, deren Hauptnormalen dieselben Geraden sind, sowie 
damit zusammenhängende Fragen [II D1,2, Nr.32; IIID5, Nr. 2]. 
Die erste Antwort gab J. Bertrand 1850"); nach ihm kann man die 
geradlinigen Flächen in vier Klassen teilen, je nachdem auf einer solchen 
Fläche keine, eine, zwei oder unendlich viele Kurven liegen, deren 
Hauptnormalen die Erzeugenden der Fläche sind. Die letzte Klasse 
besteht aus den gemeinen Schraubenflächen; und hier sind die be- 
treffenden Kurven als orthogonale Trajektorien der Erzeugenden sämt- 
lich gemeine Schraubenlinien (Nr. 20, vgl. auch Nr. 31). Von Interesse 
ist somit nur noch die dritte Flächenklasse, zu der die Kurvenpare 
mit gemeinsamen Hauptnormalen gehören. Diese Paare heissen .Ber- 
trand’sche Kurven. 

Es seien x, y, 2 die rechtwinkligen Punktkoordinaten eines Punktes 
einer Kurve, s die zugehörige Bogenlänge, 1:_ die Krümmung, 1:7 
die Torsion. Ferner seien «,, ß,, 7, bezw. &, Ba, Ya bezw. &,, ß5, Y, die 


siehe E. Bour, J. &c. pol. 39 (1862), p. 1—148, dazu Zeichnungen auf Tafel III. 
Diskussion der Kurven mit Zeichnungen z. B. bei @. Scheffers, Einführung in die 
Theorie der Kurven, Leipzig 1901, p. 96—105. Siehe auch E. Cesäro, Natürliche 
Geometrie, p. 30—32, sowie IIID 5, Nr. 33; IIID6a, Nr.28. Die in den Lehr- 
büchern der darstellenden Geometrie auftretende Kurve, als die sich ein Kreis 
eines schiefen Kreiscylinders beim Abwickeln auf die Ebene darstellt, gehört 
auch zu denjenigen Kurven, bei denen eg» — const. ist, obwohl dies unseres 
Wissens nirgends erwähnt wird. 

109) @. Scheffers, Leipz. Ber. 1900, p. 1—8, insbes. p. 3—5. 

110) J. Liowville, Fussn. 108, p. 599. 

111) Einige Raumkurven wurden schon im Anschluss an ebene Kurven in 
Nr. 20 (räumliche W-Kurven, insbesondere gemeine Schraubenlinien) und Nr. 25 
(tetraedral-symmetrische Kurven) besprochen, 

112) M&moire sur les lignes courbes non planes, pres. ä l’Ac. 1844, J. &ec. 
polyt. 30, (1845) p. 1—76, insbesondere p. 48 Anm. 

113) J. de math. (1) 15, p. 332—250. Ein kleiner Irrtum auf p. 340 wurde 
von J. Th. Graves berichtigt, vgl. A. H. Curtis, ebenda (2) 1 (1856), p. 229. 
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Richtungskosinus der Tangente bezw. Haupt- bezw. Binormale'"). Eine 
zweite Kurve, die auf der Fläche der Hauptnormalen der Kurve (z, 
y, 2) verläuft, ergiebt sich allgemein, wenn eine von der Bogenlänge s 
abhängige Länge m auf der Hauptnormalen der ersten Kurve abge- 
tragen wird, als Ort der Endpunkte mit den Koordinaten: 

(33) s-.+m J=y+ßm Z=24+ym. 

Die auf ‚die zweite Kurve bezüglichen Grössen seien wie die auf die 
erste Kurve bezüglichen Grössen, jedoch überstrichen, bezeichnet. 
Sollen beide Kurven dieselben Hauptnormalen haben und ist 0 der 
Winkel der Tangenten zusammengehöriger Punkte (x, y, z) und (z, 9, 2) 
beider Kurven, so kann man 

(34) =, c08s0+,85ind, = — 80, %=E (a, sind — a, cos 0) 
ansetzen, wo & einen der nachher noch auszuwählenden Werte + 1 
hat. Analog drücken sich die ß durch die ß und die 7 durch die y 


aus. Aus: 


cos 0 — 0,0 + Bıßı r Yıfı 


folgt durch Differentiation nach s, da die Bogenlänge 5 ebenso wie 
m eine Funktion von s sein wird, vermöge der Frenet’schen Formeln 


(II D 1,2, Nr. 31): 


. do 1 m 5 u a ei y: u 
— sind Bee (0% + Peßı + 9371) + = (0% + Pıße + 9172) 
oder nach (34) einfach: 


ds 
ds 

do 

ds 
d.h. der Winkel 6 der Tangenten entsprechender Punkte zweier Bertrand- 
scher Kurven ist konstant“). Es ist also auch der Winkel ent- 
sprechender Binormalen oder Schmiegungsebenen konstant!!%), Aus 
(33) folgt durch Differentiation nach s, wenn man wieder die Frenet- 
schen Formeln benutzt: 


77 & 0 
De Pe © -%)+45, 


114) Hier und später benutzen wir im wesentlichen die in IID 1,2; 
Nrr. 30, 31 angewandten Festsetzungen und Bezeichnungen. 

115) Satz von A. H. Curtis, Fussn. 113, p. 224. 

116) Die Relationen (34) und die Folgerung: 0 — const. gelten auch, wenn 
zwei Kurven so punktweise auf einander bezogen sind, dass sie in entsprechen- 
den Punkten parallele Hauptnormalen haben. Ferner ergiebt sich dann, dass 
das Verhältnis aus Krümmung und Torsion bei der einen Kurve eine linear ge- 
brochene Funktion des entsprechenden Verhältnisses bei der andern Kurve mit 
konstanten Koeffizienten ist; siehe L. Aoust, Analyse infinit6simale des courbes 
dans l’espace, Paris 1876, p. 368—375. 
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dazu zwei analoge Formeln. Multipliziert man sie der Reihe nach 
mit &,, fi, 9, bezw. &, Ps, 9% bezw. Q,, ß;, y, und addiert sie jedes- 


mal, so kommt im Hinblick auf (34): 


ds m dm : ds m 
(35) ar Fe er (=, mIz=7 


Die zweite Gleichung lehrt: Zwei zusammengehörige Bertrand’sche 
Kurven schneiden auf ihren gemeinsamen Hauptnormalen eine Strecke 
von konstanter Länge m ab"). Hiernach und wegen der Konstanz 
von 0 sind längs beider Kurven die aus Tangente, Haupt- und Bi- 
normale bestehenden begleitenden Dreikante je zweier entsprechender 
Punkte starr miteinander verbunden. Die erste und dritte Gleichung 
(35) geben durch einander dividiert: 


sin 0 cos O sin 0 
(36) Fl DE ee 








Dies giebt den Satz von J. Bertrand: Zwei Kurven haben dann und 
nur dann gemeinsame Hauptnormalen, wenn zwischen der Krümmung 
und Torsion der einen Kurve eine lineare Relation mit konstanten 
Koeffizienten besteht. Die Umkehrung ist nämlich leicht zu beweisen. 
Bertrand hat den Satz a. a. O. synthetisch bewiesen, J. A. Serret‘®) 
gab den ersten analytischen Beweis. Mit den Bertrand’schen Kurven 
hat sich seitdem eine Reihe von Mathematikern beschäftigt, die ver- 
schiedenartige Beweise des Satzes gebracht haben ''?). 


117) Trägt man auf den Hauptnormalen einer Kurve eine konstante Strecke 
ab und hat die Kurve der Endpunkte die Eigenschaft, dass ihre Schmiegungs- 
ebene mit der entsprechenden Schmiegungsebene der Urkurve einen konstanten 
Winkel bildet, so sind beide Kurven Bertrand’sche Kurven. Siehe B. Niewen- 
glowski, Paris C. R. 85 (1877), p. 394—396. 

118) J. de math. (1) 16 (1851), p. 499, 500. 

119) Wir können noch folgende Stellen ausser den schon erwähnten nennen: 
W. Schell, Allgemeine Theorie der Kurven doppelter Krümmung, Leipzig 1859, 
p. 74-80 (2. Aufl. 1898, p. 108—115); P. Serret, Theorie nöuv. geom. et mee. 
des lignes ä double courbure, Paris 1860, p. 109—117; E. Laguerre, Bull. sciences 
math. astr. 2 (1871), p. 279—282; A. Mannheim, J. de math. (2) 17 (1872), p. 406 
—417; L. Aoust, Fussn. 116, 1876, p. 378—8381; A. Mannheim, Paris C. R. 85 
(1877), p. 212—216; J. A. Serret, ebenda, p. 307, 308; A. Fais, Bologna Rend. 
1877/78, p. 25, 26; Bologna Mem. 8 (1878), p. 609—624; A. Mannheim, Paris 
C. R. 86 (1878), p. 1254—1256; Proc. Lond. math. Soc. 16 (1884/85), p. 273— 
276; G. Darboux, Legons sur la theorie gener. des surfaces, 1. partie, Paris 1887, 
p. 13—15, 44, 45; 3. partie, Paris 1894, p. 313, 314; A. Pellet, Paris C. R. 106 
(1888), p. 654; Ch. Bioche, ebenda, p. 829, 830; E. Picard, Trait6 d’anal. 1, 
Paris 1891, p. 368—371; V. Rouquet, Toulouse M&m. (9) 4 (1892), p. 241—264; 
E. Cesäro, Rivista di mat. 2 (1892), p. 153—159; Mathesis (2) 4 (1894), p. 265 
—268; H. Molins, Toulouse M&m. (9) 6 (1894), p. 394—420; A. Mannheim, Prin- 
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Da die Beziehung zwischen zwei zusammengehörigen Bertrand- 
schen Kurven durchaus umkehrbar ist, gibt jede richtige Formel eine 
neue, wenn man die nicht überstrichenen Buchstaben mit den über- 
strichenen vertauscht, aber, wie (33) und (34) zeigen, m durch em 
und 0 durch &® ersetzt. So gibt die dritte Formel (35): 


iR m 
(3 sin = 7 
sodass aus beiden folgt: 
} re sin?0 Re ER RN 
ee) TI m Te) 


Das Produkt der Torsionen entsprechender Punkte ist also konstant, wie 
W. Schell"?®) zuerst fand, während das Verhältnis der Torsionen um- 
gekehrt proportional dem Verhältnis der Quadrate der Bogenelemente 
ist. Beide Kurven haben an entsprechenden Stellen zugleich positive 
oder zugleich negative Torsionen. Aus der ersten Formel (35) ziehen 


wir ebenso: 


ds em 
cos 0 Frag en 


sodass folgt: 
Sl Bu 
(1 .) (1 q ) cos? 6. 
Sind P, P einander entsprechende Punkte beider Kurven, K und K 
ihre Krümmungsmittelpunkte, so folgt hieraus, dass das Doppelver- 
hältnis (PPKK) = 1: cos?0, also konstant ist, wie A. Mann- 
heim '*') fand. 
Aus (36) folgt durch Vertauschen beider Kurven noch: 


sin (7) in ® 
„sin a cos _ sind 
e T m 








cipes et developpements de geometrie eindmatique, Paris 1894, p. 364—379, 532 
—544; L. Bianchi, Vorlesungen über Differentialgeometrie, deutsch von Lukat, 
Leipzig 1899, p. 31—34, 231; W. de Tannenberg, Lecons nouvelles sur les appli- 
cations geom6triques du calcul differentiel, Paris 1899, p. 89, 90; E. Cesäro, Vor- 
lesungen über natürliche Geometrie, deutsch von Kowalewski, Leipzig 1901, p. 186 
—189. Die von mehreren Autoren zitierte Arbeit von Voizot, J. de math. (1) 
15 (1850), p. 481—486, handelt nur von Kurven konstanter Krümmung. 

120) Fussn. 119, 1859, p. 78 (1898, p. 110). Dagegen hat W. Schell in der 
1. Aufl. statt der 2. Formel (38) .eine falsche Formel. Vgl. noch Schell, Archiv 
Math. Phys. 5 (1903), p. 4. 

121) Siehe Fussn. 119, 1872, p.413. Bei W. Schell, a. a. O., 2. Aufl., p. 111, 
ein Rechenfehler. Auch bei Z. Aoust, a.a.0. p. 381, ein Irrtum. Jenes Doppel- 
verhältnis kann nie harmonisch sein, vielmehr liegen im Fall reeller Kurven 
entweder X und K zwischen P und P oder beide ausserhalb PP, wie Schell 
richtig bemerkt. 
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Aus den aufgestellten Relationen leitet man z. B. ab: 





1 (> =) 1 
m e— m)’ 


Leer, 1 z 
7 57 m20(, +.) 
woraus leicht eine von L. Aoust'??) angegebene Konstruktion folgt. Ent- 
fernt man 6 mit Hülfe von (36), so kommt: 





5 Ba em Trio m) j 
2 EM FT m): 
Da die Krümmung positiv sein muss (vgl. HI D 1,2, Nr. 29), so ist 
A 3 ka 
e= +1, je nachdem m 2 SIT 


ist. Weiterhin hat A. Mannheim'??) gezeigt, wie man die Schmiegungs- 
kugel der zweiten Bertrand’schen Kurve konstruieren kann, sobald 
man die der ersten kennt, auch hat er einen von A. Demoulin'*) nur 
für Kurven konstanter Torsion ausgesprochenen Satz auf die Bertrand- 
schen Kurven verallgemeinert!?). 


29. Endliche Gleichungen der Bertrand’schen Kurven. Zu 
ihrer Bestimmung geht man von der sphärischen Indikatrix der Bi- 
normalen der zugeordneten zweiten Bertrand’schen Kurve aus, d. h. 
(nach HI D 1,2, Nr. 30) von derjenigen Kurve, die sich auf der Ein- 
heitskugel um den Anfangspunkt ergiebt, wenn man durch den An- 
fangspunkt die Parallelen zu diesen Binormalen legt und sie mit der 
Kugel zum Schnitte bringt. Wählt man diese Indikatrix und ebenso 
die lineare Relation (36), d. h. die Konstanten m und 6, ganz beliebig, 
so gibt es stets zugehörige Bertrand’sche Kurven. 

Es seien nämlich «, v, w die Punktkoordinaten und 6 die Bogen- 
länge der Indikatrix, sodass also u, v, w solche sonst beliebige Funk- 
tionen von 6 bedeuten sollen, die den beiden Bedingungen 


(40) +rtwW=l, "++ W’=l1 


genügen, wobei der Strich die Differentiation nach ‘5 andeutet. Da 


122) Fussn. 119, p. 380. 

123) Fussn. 119, in den Proceed. 1884/85. 

124) Paris soc. math. Bull. 20 (1892), p. 43—46. 

125) In den zitierten Principes et dev., 1894, p. 374, nämlich: Bewegt sich 
ein aus drei rechtwinkligen Geraden bestehendes Dreikant so längs einer Ber- 
trand’schen Kurve, dass die Geraden beständig in die Tangente, Haupt- und 
Binormale fallen, so ist der Ort der Axen derjenigen unendlich kleinen Schrau- 
bungen, die das Dreikant aus einer Lage in die unendlich benachbarte Lage 
überführen (vgl. II D 1, 2, Nr. 31, Anm. 199), relativ zu diesem Dreikant ein 
Plücker’sches Konoid [IT C9]. — Eine andere Eigenschaft der Bertrand’schen 
Kurven bei E. Cesaro, a. a. OÖ. 1894, p. 265—268, und 1901, p. 188, 189. 


a ee >. 
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u, v, w zugleich die Richtungscosinus &,, ß,, 7, der Binormale der 
zweiten Bertrand’schen Kurve sein sollen, so gibt (34): 
(41) Don ß, sin6 — ß,cos0= ev, 

yı Sind — 9, 0080 = sw. 
Das Bogenelement do ist gleich dem Winkel ds: 7 unendlich benach- 
barter Binormalen, sodass (37) gibt: 


(42) do _ sin 0 


ds m 
Werden die Formeln (41) mit Rücksicht hierauf nach s unter Be- 
nutzung der Frenet’schen Formeln (ID 1,2, Nr. 31) differenziert, so 
kommt wegen (36) einfach: 


=, Bm, = ew. 
Aus + Ba + 9,9 = 0 folgt daher: 
wu+V/ß+wWyn=0, 
während (41) nach Multiplikation mit «,, ß,, 9, und Addition gibt: 
u, +vß, + wy, = esin®. 
++ 


ist, so zieht man aus den drei letzten Formeln: 


Da ausserdem: 


“,=esind.u- cos d- (vw — wv') 
und analoge Werte für ß, und y,. Aus (41) lassen sich alsdann auch 
&3, ßz, Y berechnen, während schon «= zw u. s. w. gefunden war. 
Da die Determinante 
yaßARnl=+1 


sein muss, folgt mit Rücksicht auf (40), dass in dem Wert von a, 
das obere Vorzeichen gilt. Wegen (42) ist ferner für den Punkt er 
y, 2) der gesuchten ersten Bertrand’schen Kurve: 


d dx do am ö A 
EEE eg — wrv). 
Analog gehen die Ableitungen von y und z nach 6 hervor, sodass folgt: 
x = em | udo + m ctg 0 [Kow — wv'‘) do, 

(43) | y= em [ vdo + m ctg 0 [ (ww — uw‘) de, @=-+t]1) 


i = sm [wdo+mctg of (uw — vw) do. 


Man kann umgekehrt zeigen: Sobald u, ®, w drei solche Funktionen 


von 6 sind, die den beiden Gleichungen (40) genügen, und m und 0 
16* 
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irgend zwei Konstante bedeuten, sind dies die endlichen Gleichungen 
einer Bertrand’schen Kurve, ausgedrückt mittels des Parameters o, 
und zwar besteht bei dieser Bertrand’schen Kurve die lineare Re- 
lation (36). 

Die Formeln (43) hat @. Darboux'?°) gegeben. Dagegen schliesst 
L. Bianchi'”') so: Kann man zwei Kurven punktweis so auf einander 
beziehen, dass ihre entsprechenden Bogenelemente einander gleich und 
ihre entsprechenden Hauptnormalen einander parallel sind!?), so ist die 
Krümmung der einen Kurve eine ganze lineare Funktion von Krüm- 
mung und Torsion der andern. Hat also die eine Kurve konstante 
Krümmung, so ist die andere eine Bertrand’sche Kurve. Hiernach 
lässt sich die Bestimmung der endlichen Gleichungen einer Bertrand- 
schen Kurve auf die der endlichen Gleichungen einer Kurve konstanter 
Krümmung |UID1,2, Nr. 32] zurückführen. Die direkte Bestimmung 
der letzteren ist einfach (vgl. Anm. 140 zu Nr. 31). 


30. Die Bertrand’schen Kurven in der Flächentheorie. FE. La- 
guerre =) stellte 1871 den Satz auf: Verbiegt man ein einschaliges 
Rotationshyperboloid so, dass die eine Schar von Geraden geradlinig 
bleibt [III D 6a, Nrr. 22,23], so geht der Kehlkreis in eine Ber- 
trand’sche Kurve über. Dass der Satz auch umgekehrt gilt, deutete 
Laguerre kurz an. Astor‘) bemerkte alsdann, dass man die geodä- 
tischen Linien gewisser geradliniger Flächen durch Quadraturen be- 
stimmen kann. A. Pellet"?') hob hervor, dass die Striktionslinie einer 
solchen Fläche eine Bertrand’sche Kurve ist. Ch. Bioche'””) endlich 
zeigte, dass die fraglichen Flächen gerade diejenigen sind, die in dem 
Laguerre’schen Satze auftreten, und gab der Umkehrung des Satzes 
von Laguerre diese präzise Form: Liegen zwei zusammengehörige 
Bertrand’sche Kurven vor und legt man durch jeden Punkt der einen 
diejenige Gerade, die zur Binormalen der andern in dem zugeordneten 
Punkte parallel ist, so bilden die konstruierten Geraden eine Fläche, 
die sich so zu einem einschaligen Hyperboloid verbiegen lässt, dass 
ihre Geraden geradlinig bleiben. Nach (43) sind daher: 


126) Lecons, 1. partie (1887), p. 45. 

127) Differentialgeometrie, p. 32—34. 

128) Dies ist eine Weiterführung von Betrachtungen, die von L. Aoust 
herrühren, vgl. Anm. 116. 

129) Fussn. 119, p. 281. 

130) Assoc. pour l’avanc. des sc. (Toulouse) 1887, p. 1. 

131) Fussn. 119, 1888. 

132) Fussn. 119, 1888. Siehe auch @. Darboux, Legons, 3. partie, p. 313, 
314; L. Bianchi, Differentialgeometrie, p. 231. 
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x —= em |udo + m eig 0 | vw — wv) do + ur, 


y— em [ vdo —m tg 0 [ (wu — uw) do + vr, 
= cm [ wdo + m ctg0 [ (uw — vn) do + wr 


die Gleichungen einer allgemeinen derartigen Fläche, ausgedrückt 
mittels zweier Parameter 6 und r, sobald die Funktionen u, v, w von 
6 allein den beiden Bedingungen (40) genügen, während m und 
Konstanten sind und e +1 ist. 

V. Rouquet‘”°) stellte sich das Problem, diejenige Minimalfläche 
zu finden, die eine gegebene Bertrand’sche Kurve zur Haupttangenten- 
kurve hat. Er erkannte, dass sie der Ort der Mitten derjenigen Mi- 
nimalkurve ist, die man erhält, wenn man durch die Punkte einer 
Bertrand’schen Kurve die Parallelen zu den Binormalen der zugehö- 
rigen Kurve in entsprechenden Punkten zieht — also wie bei Bioche — 
und auf ihnen die konstante Länge + mi: sin 0 abträgt, vorausgesetzt 
natürlich, dass die gegebene Bertrand’sche Kurve der linearen Relation 
(36) genügt. 


31. Kurven konstanter Krümmung, Kurven konstanter Torsion 
und allgemeine Schraubenlinien. Zu den linearen Relationen zwischen 
Krümmung 1:9 und Torsion 1: 7’ gehören insbesondere die Gleichungen 
1:0 = const. und 1:7’ = const. Demnach gehören die Kurven kon- 
stanter Krümmung und die Kurven konstanter Torsion zu den Bertrand- 
schen Kurven. 

Hat eine Kurve'”') die konstante Krümmung 1:0, so ist in der 
linearen Relation (36) 

cs=(0, o=m 
zu setzen. Letzteres sagt aus, dass die zugehörige zweite Bertrand- 
sche Kurve der Ort der Krümmungsmittelpunkte ist, ersteres, dass die 
Tangente und Binormale der zugehörigen Kurve bezw. der Binormale 
und Tangente der Kurve konstanter Krümmung in entsprechenden 
Punkten parallel ist!°). Aus (39) folgt o=&oe=em. Natürlich muss 
e=+-1 sein, dag >0 ist. Also ergiebt sich der schon G. Monge'**) 

133) Fussn. 119, 1892. 

134) E. Cesäro, Natürl. Geom. 1901, p. 182, nennt die Kurven konstanter 
Krümmung windschiefe Kreise. 

135) Uber Kurven mit solchen „reziproken“ begleitenden Dreikanten siehe 
L. Aoust, Analyse infinitesimale des courbes dans l’espace, Paris 1876, p. 376—378. 

136) Paris M&m. pour 1784, p. 536 u. f., während man sonst öfters Bou- 
quei (mit welcher Arbeit?) dafür eitiert findet. Die Art, wie Monge die end- 


lichen Gleichungen der Kurven konstanter Krümmung dort bestimmt, ist jedoch 
falsch. Vgl. @. Darboux, Legons, 1. partie, p. 17 Anm. 
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bekannte Satz: Der Ort der Krümmungsmittelpunkte einer Kurve 
konstanter Krümmung ist eine Kurve von derselben konstanten Krüm- 
mung, d. h. für sie ist der Ort der Krümmungsmittelpunkte wieder 
die ursprüngliche Kurve, denn dies erhellt sowohl aus der Umkehr- 
barkeit der Beziehung zwischen zwei Bertrand’schen Kurven als auch 
aus der zweiten Formel (34), dde—=+1 ist. Aus der in IID1,2, 
Nr. 31, angegebenen Formel für den Radius R der Schmiegungskugel 
folgt sofort: Der Ort der Krümmungsmittelpunkte einer Kurve fällt 
dann und nur dann mit dem Ort der Schmiegungskugelmittelpunkte, 
d. h. mit der Gratlinie der Polarfläche zusammen, wenn die Kurve 
selbst konstante Krümmung hat!?”). — Breitet man die Tangenten- 
fläche einer Kurve konstanter Krümmung ohne Dehnung auf die Ebene 
aus, so geht die Kurve in einen Kreis über, weil sich die Krümmung 
dabei nicht ändert. Um also eine Kurve konstanter Krümmung mecha- 
nisch zu erzeugen, legt man zwei völlig biegsame unausdehnbare ebene 
Blätter aufeinander, befestigt sie längs eines Kreises aneinander und 
entfernt das Innere des Kreises, auch zieht man einen Schnitt vom 
Aussenrand nach dem Innern. Biegt man nun die Blätter auseinander, 
so geht der Kreis in eine Kurve konstanter Krümmung über ''?#) 13°). — 
Die endlichen Gleichungen '*P) einer Kurve konstanter Krümmung 1:o 
sind, sobald die Krümmung nicht gleich Null ist, nach (43), da 
csd=0,m=ounde=-1 ist: 


z=olude, y=o |vde, 2— o [wde, 


wo u,v, w solche Funktionen von 6 bedeuten, die den beiden Be- 


137) In Anknüpfung hieran sei das Aoust’sche Problem erwähnt: Eine 
Kurve zu finden, bei der die Gratlinie der Polarfläche der Gratlinie der Polar- 
fläche wieder der Urkurve kongruent ist. Vgl. L. Aoust, Paris soc. math. Bull. 
7 (1878/79), p. 143—154; Referat R. Hoppe’s darüber in den ‚Fortschr. d. Math. 
11 (1881), p. 550--552, und Archiv Math. Phys. (1) 66 (1881), p. 386—396; (2) 2 
(1885), p. 129—137. 

138) Vgl. W. Schell, Fussn. 119, 1859, p. 18; 1898, p. 104, 105. 

139) Die Sätze über Bertrand’sche Kurven gelten mit entsprechender 
Spezialisierung (cos = 0, m = eg) auch für die Kurven konstanter Krümmung. 
So liefert die erste Formel (38) in Nr. 28 den speziellen Satz: TT = oe? für 
Kurven konstanter Krümmung. Dieser Spezialsatz kommt schon bei J. Bertrand, 
J. de math. (1) 15 (1850), p. 350 vor. WVoizot, ebenda, p. 481—486, reklamiert 
ihn für sich. 

140) Sie wurden direkt von ©. Bonmet, J. &c. polyt. 32 (1848), p. 1—146, 
insbesondere p. 123, aufgestellt. Siehe auch J. A. Serret in Liouville's Note I zu 
Monge, Application de l’analyse ä la geometrie, 5. Aufl., Paris 1850, p. 566, 567, 
und im J. de math. (1) 16 (1851), p. 193—207. 
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dingungen (40) genügen. Ist jedoch die Krümmung gleich Null, so 
ist die Kurve eine gerade Linie!#!). 

Die Kurven konstanter Torsion 1: T wurden zuerst von J. A. Serret"*?) 
betrachtet, der auch ihre endlichen Gleichungen aufstellte. Sie gehören 
als Grenzfall zu den Bertrand’schen Kurven, indem in der linearen 
Relation (36), Nr. 28, sowohl sin®—=0 als auch m=0 zu setzen ist, 
doch so, dass beim Grenzübergang die Relation einen Sinn behält, 
d. h. tg 9:m von Null verschieden bleibt und die konstante Torsion 
1:T darstellt. Die Formeln (43) liefern alsdann, sobald die Torsion 
nicht gleich Null ist, die endlichen Gleichungen: 


en 7 few — wuU)de, y—= 7 wu’ — uw) do, 
= T fun — vu) do, 


wo u, v, w solche Funktionen von 6 bedeuten, die den Gleichungen 
(40) genügen. Durch eine leichte Abänderung gehen hieraus die 
Formeln J. A. Serret’s hervor'*?), Da m —=0 ist, so fällt die zu einer 
Kurve konstanter Torsion zugehörige Bertrand’sche Kurve mit ihr 
selbst zusammen. Man kann die Tangentenfläche einer beliebigen 
Raumkurve so verbiegen, dass sie dabei in die Tangentenfläche einer 
Kurve konstanter Torsion übergeht!“). Die Kurven von der Torsion 
Null sind die ebenen Kurven. — Auf einer Fläche konstanter Krüm- 
mung haben die Haupttangentenkurven, wie aus einem noch all- 
gemeineren Satze von E. Beltrami'*) folgt, konstante Torsion, und 
zwar haben die beiden Scharen entgegengesetzt gleiche Torsion [III D 5, 
Nr. 35]. Ferner findet man nach G@. Darboux'*) diejenigen Flächen, 
die auf ein Rotationsparaboloid abwickelbar sind [III D 6a, Nr. 31], 


141) Noch seien zu den Kurven konstanter Krümmung erwähnt: P. Adam, 
Nouv. Ann. (3) 10 (1891), p. 142—152, und O. Venske, Behandlung einiger Auf- 
gaben der Variationsrechnung, welche sich auf Raumkurven konstanter erster 
Krümmung beziehen, Gött. Dissert. 1891. 

142) In der in Anm. 140 erwähnten Note p. 565, 566. 

143) Siehe @. Darboux, Lecons, 1. partie, p. 42, 43. 

144) Vgl. W. Schell, a. a. O., 1898, p. 38. 

145) E. Beltrami spricht den in Frage stehenden Satz im Giorn. di mat. 
4 (1866), p. 123—127, insbes. p. 127, in allem wesentlichen aus, sodass ihm die 
Priorität vor A. Enneper, Göttinger Nachr. 1870, p. 493—510, gebührt, den man 
sonst stets bei diesem Satze nennt. Vgl. hierzu @. Loria, Bibl. math. (3) 2 
(1901), p. 392—440, insbes. p. 401, 402. 

146) Lesons, 3. partie, 1894, p. 373. In der 1. partie, 1887, p. 42—46, 
werden die Kurven konstanter Torsion besprochen, insbesondere auch die, deren 
sphärische Indikatrix der Tangenten ein sphärischer Kegelschnitt ist. In der 
4. partie, 1896, ist die Note IV, p 423—432, wesentlich den Kurven konstanter 
Torsion gewidmet. Siehe auch 3. partie, p. 314. 
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durch Verwendung solcher Flächen, die durch Schiebung einer Kurve 
konstanter Torsion längs einer Kurve von der entgegengesetzt gleichen 
Torsion entstehen '*). 

Die Annahme m = © in der linearen Relation (36), Nr. 28, giebt 
einen anderen Grenzfall von Bertrand’schen Kurven, nämlich diejenigen 
Kurven, bei denen das Verhältnis aus Krümmung und Torsion konstant 
ist. Bei einer solchen Kurve ist die zugeordnete Bertrand’sche Kurve 
unendlich fern. Ist das konstante Verhältnis 


so geben die 1. und 3. Frenet’sche Formel [II D 1,2, Nr. 31], durch 


einander dividiert: 


& + ca; const:;, PB, + CB; = const., Y,—+ cy = const. 


Multipliziert man diese Gleichungen mit «,, ß,, y, und addiert sie, 
so kommt: 
const. «, + const. ß, + const. y,=1. 


Legt man durch jeden Kurvenpunkt eine Gerade parallel derjenigen 
Riehtung, deren Kosinus den hierin auftretenden Konstanten propor- 
tional sind, so folgt, dass die Kurve diese Geraden unter einem kon- 
stanten Winkel schneidet. Die Geraden aber bilden einen Cylinder. 
Demnach sind die Kurven, bei denen das Verhältnis aus Krümmung 
und Torsion konstant ist, Schraubenlinien, nämlich Kurven, die alle Er- 
zeugenden eines Oylinders unter konstantem Winkel durchsetzen. Die 
Umkehrung dieses Satzes, dass nämlich bei den Schraubenlinien das 
Verhältnis aus Krümmung und Torsion konstant ist, war schon von 
Laneret “*?) 1802 ausgesprochen worden, und man schreibt jenen Satz 
J. Bertrand”) zu, der ihn allerdings 1848, und zwar auf synthetischem 


147) Zur Litteratur über Kurven konstanter Torsion, von denen auch die 
Arbeiten über Bertrand’sche Kurven gelegentlich handeln, rennen wir ausser- 
dem: P. Serret, Theorie nouvelle geometrique et mecanique des lignes ä double 
courbure, Paris 1860, p. 38, 39; R. Hoppe, J. f. Math. 60 (1862), p. 182—187, 
insbesondere p. 185; A. Fais, Bol. Mem. (4) 1 (1880), p. 67—97; @G. Königs, 
Toul. Ann. 1 (1887), E p.1—8; J. Lyon, These, Paris 1890 (auch Grenoble Ann. 
2 (1890), p. 353); M. Fouche, Ann. €c. norm. (3) 7 (1890), p. 335—344; A. De- 
moulin, Par. soc. math. Bull. 20 (1892), p. 43—46 (vgl. Anm. 125); E. Fabry, 
Ann. @c. norm. (3) 9 (1892), p. 177—196; H. Molins, Toulouse M&m. (9) 5 (1893), 
p. 588—603; E. Cosserat, Paris C. R. 120 (1895), p. 1252—1254; E. Cesäro, Natürl. 
Geometrie, Leipzig 1901, p. 185. Ein grosser Teil dieser Arbeiten beschäftigt 
sich ausschliesslich mit algebraischen Kurven konstanter Torsion. 

148) M&m. sur les courbes & double courbure, Par. M&m. [&tr.]1, 1802 (1805). 

149) J. de math. (1) 13 (1848), p. 423, 424. 


en fer. ae = 
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Wege, bewies. Doch ist er schon von B. de Saint-Venant‘”) 1844 
ausgesprochen und analytisch bewiesen worden. 

Zahlreiche teils synthetische, teils analytische Beweise dieser Sätze 
finden sich bei späteren Autoren '?!). Natürlich können die Schrauben- 
linien auch als die Kurven konstanter Neigung gegen eine Ebene defi- 
niert werden. Wickelt man den Cylinder einer Schraubenlinie auf 
eine Ebene ab, so geht die Kurve in eine Gerade über. Daher können 
die Schraubenlinien auch als die geodätischen Linien der Oylinder 
[III D 3, Nr.14] definiert werden, ja diese Definition ist die umfassen- 
dere, da die andere auf Cylindern von Minimalgeraden versagt, obgleich 
bei den geodätischen Linien solcher Cylinder das Verhältnis aus Krüm- 
mung und Torsion den konstanten Wert + i hat???) [IT D 1,2, Nr. 32]. 

Eine besondere Klasse von Schraubenlinien bilden die Minimal- 
kurven (vgl. II D1,2,Nr. 12, sowie unten Nr. 35), denn bei ihnen ist 

dz ö 

Vazrtap 
Jede Minimalkurve ist also eine Schraubenlinie auf demjenigen Cy- 
linder, durch den sie auf die xy-Ebene projiziert wird. Da die Minimal- 
kurve bei Drehungen stets eine Minimalkurve bleibt, so folgt: Jede 
Minimalkurve ist Schraubenlinie auf allen Oylindern, auf denen die 


150) Auch Verf. hat dies in seiner Einf. in d. Th. d. Kurven, Leipzig 1901, 
p. 224 übersehen. Es sei daher bemerkt, dass De Saint-Venant in seinem M&m. 
sur les lignes courbes non planes, pres. ä l’Ac. 1844, J. de. polyt. 30 (1845), 
p- 1—76, den Winkel d.H konsekutiver rektifizierender Geraden einer Kurve auf 
p- 26 als Funktion des Verhältnisses von Krümmung und Torsion, multipliziert 
mit dem Differential dieses Verhältnisses, bestimmt. Auf p. 25 hat er den 
Winkel H der rektifizierenden Geraden und Tangente ebenfalls durch jenes 
Verhältnis ausgedrückt. Aus beiden Formeln ergiebt sich der Satz so selbst- 
verständlich, dass sich De Saint-Venant auf p. 26 damit begnügt, ihn mit 
wenigen Worten auszusprechen. — Übrigens gilt der Satz nur mit einer ge- 
wissen Einschränkung: Wenn nämlich der senkrechte Querschnitt des Cylinders 
einen Wendepunkt hat, so geht die Schraubenlinie beim Überschreiten der zu- 
gehörigen Mantellinie aus einer rechtsgewundenen in eine linksgewundene oder 
umgekehrt über, d. h. die Torsion wechselt ihr Vorzeichen, während doch ihre 
Krümmung wie immer positiv bleibt. Das konstante Verhältnis von Krümmung 
und Torsion wechselt also dann das Vorzeichen. An der Übergangsstelle selbst 
ist Krümmung und Torsion gleich Null. 

151) So in fast allen über Raumkurven handelnden Lehrbüchern. Ausserdem 
sei noch erwähnt: J. A. Serret in Liouville’s Note I zu Monge’s Application, 
1850, p. 562—564, und im J. de math. (1) 16 (1851), insbes. p. 197,198; V. Pui- 
seux, ebenda, p. 208—211; L. Natani, Math. Wörterbuch, 6, Berlin 1867, p. 417; 
H.G. Zeuthen, Tidsskrift f. Math. (3) 5 (1875), p. 182, 183. 

152) @. Scheffers, Einführ. in d. Theorie d. Kurven, Leipzig 1901, p. 224, 
284— 289. 
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Kurve liegt”). Ausserdem haben nur die Geraden diese Eigen- 
schaft. 

Eine andere besondere Klasse von Schraubenlinien bilden die 
gemeinen Schraubenlinien (siehe Nr. 20). Sie spielen auch als Bertrand- 
sche Kurven eine besondere Rolle: Da bei ihnen Krümmung und 
Torsion konstant ist, so giebt es unendlich viele lineare Relationen 
zwischen Krümmung und Torsion. Auf der Fläche der Hauptnormalen 
einer gemeinen Schraubenlinie, d. h. auf einer gemeinen Schraubenfläche 
[III D5, Nr. 5], liegen also unendlich viele Kurven mit denselben Haupt- 
normalen, nämlich diejenigen Schraubenlinien, in denen die Fläche 
durch Rotationseylinder um die Schraubenaxe geschnitten wird. Vgl. die 
in Nr. 28 eingangs erwähnte vierte Klasse von geradlinigen Flächen. 


32. Eigenschaften der allgemeinen Schraubenlinien'%), Um 
die Gleichungen einer Schraubenlinie aufzustellen, deren Cylinder nicht 
aus Minimalgeraden besteht '”), wählen wir die z-Axe parallel zur 
Cylinderrichtung. Der in der zy-Ebene liegende senkrechte Quer- 
schnitt des Cylinders, die Grundkurve, sei mittels ihrer Bogenlänge 6 
gegeben: 

2—=2(0), y=y(o), 
sodass 
(44) P+yp-1 
ist, wenn hier wie nachher der Strich die Differentiation nach 6 an- 
deutet. Ist 6 der konstante Winkel, den die Tangente der Schrauben- 
linie mit der positiven z-Axe bildet, und ist s die Bogenlänge der 
Schraubenlinie, so ist für den Punkt (x, y, z) der Kurve dz:ds= cos 0. 
Da da’ + dy? +d2?=ds? ist, so folgt nach (44), dass do:ds—=sin 0 
ist, wenn s und 6 in demselben Sinn positiv genommen werden. 
Also ist 


6 
sin 9? 


wenn beide Bogenlängen z.B. von derjenigen Stelle aus gemessen werden, 


I 


153) Vgl. $. Lie in Lie-Scheffers, Geom. d. Berührungstransformationen, 1, 
Leipzig 1896, p. 430, wo es allerdings nur implicite gesagt wird; ferner 
@G. Scheffers, a. a. O. p. 345. Auf diejenigen Minimalkurven, die auf Rotations- 
eylindern Schraubenlinien sind, kommen wir in Nr. 35 zurück. 

154) Sie werden in den meisten Lehrbüchern über Raumkurven und über 
darstellende Geometrie behandelt; wir nennen nur noch, weil darin einige be- 
sondere Fragen erörtert werden, die Stellen: P. Serret, Theorie nouv. g&om. et 
meec. des lignes, Paris 1860, p. 39, 40, 53, 100—108, 140—142; L. Aoust, Analyse 
inf. des courbes dans l’esp., Paris 1876, p. 220—278; E. Cesaro, Natürl. Geom., 
Leipzig 1901, p. 183. Ausserdem kommen die zu Nr. 31 citierten Arbeiten in 
Betracht. 

155) Dieser Ausnahmefall bei @. Scheffers, a. a. O. p. 286—289. 
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an der die Schraubenlinie die Grundkurve trifft. Ferner ist dz= ctg$ de, 
sodass 


(45) z=x(6), y=y(6), 2=ctg$-6o 
die endlichen Gleichungen der Schraubenlinie sind, wobei x und y nur 
an die Relation (44) gebunden sind. Wird angenommen, dass die 
Grundkurve in solchem Sinne positiv durchlaufen wird, dass ihre po- 
sitive Tangente und ihre nach dem Krümmungsmittelpunkt gerichtete 
(Haupt-)Normale wie die positive x- und y-Axe zueinander orientiert 
sind, sodass der Krümmungsradius 

= 1 

Br: 
der Grundkurve positiv gerechnet wird, so sind die Richtungskosinus 
der Tangente, Haupt- und Binormale der Schraubenlinie (45) diese: 


0%, =# sind, ß,=y sin 6, Yı= 008; 
=, BR—=eoy", ea 
%=—oy’c080, P,=0x" cos 0, Y, — sin 6, 
während 
er Se @ 
0 int Tin 90050 


ihr Krümmungs- bezw. Torsionsradius ist und also das konstante Ver- 
hältnis von Krümmung und Torsion gleich tg @ ist. 

Die Tangentenfläche der Schraubenlinie ist, ausgedrückt mittels 6 
und eines zweiten Parameters r: 


[=2+rsind-r, y=y-+ysind-.r, 3=2+4.c0080:7r; 
sie schneidet die xy-Ebene in der Evolvente (vgl. HI D 1, 2, Nr. 16): 
(46) 1=0— 70, y-y—yo, 30 
der Grundkurve. Die Tangentenfläche ist diejenige abwickelbare Fläche, 


die von dieser Evolvente unter dem konstanten Winkel > — 9 auf- 


steigt, d. h. eine Böschungsfläche. Umgekehrt: Die Gratlinie jeder 
Böschungsfläche ist eine Schraubenlinie, und zwar auf demjenigen Cy- 
linder, dessen Grundlinie die Evolute der ebenen Grundlinie der 
Böschungsfläche ist!?). Die Evolvente (46) hat, als Raumkurve auf- 


156) Da eine Minimalkurve nach Nr. 31 auf jeder Cylinderfläche, die man 
durch sie legen kann, eine Schraubenlinie ist, so folgt: Die Projektion einer 
Minimalkurve auf eine beliebige Ebene ist die Evolute derjenigen Kurve, in der 
die Tangenten der Minimalkurve die Ebene treffen. Die Schnittkurven der 
Tangentenfläche einer Minimalkurve mit einer beliebigen Schar von parallelen 
Ebenen projizieren sich auf eine dieser Ebenen als Parallelkurven. Vgl. S. Lie 
in Lie-Scheffers, a. a. O. p. 430, 431. 
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gefasst, unendlich viele Evoluten, für die sie Filarevolvente ist (nach 
III D1,2,Nr. 33). Zu ihnen gehört die betrachtete Schraubenlinie. Da 
aber (46) frei von ® ist, so folgt: Alle Filarevoluten einer ebenen Kurve 
sind Schraubenlinien auf demjenigen Cylinder, der über der eigent- 
lichen ebenen Evolute der Kurve senkrecht errichtet werden kann. 
Umgekehrt: Ist eine Filarevolvente einer Kurve eben, so ist die Kurve 
eine Schraubenlinie ?"). 

Die Hauptnormalen einer Schraubenlinie sind Normalen ihres 
Cylinders. Umgekehrt: Sind die Hauptnormalen einer Kurve einer 
festen Ebene parallel, so ist die Kurve eine Schraubenlinie®). Die 
Striktionslinie der Fläche der Hauptnormalen hat zur Projektion auf 
die Ebene der Grundkurve die Evolute der Grundkurve. 

Die Krümmung der Schraubenlinie steht in einem konstanten 
Verhältnis zur Krümmung der Grundkurve. Analoges gilt von den 
Bogenlängen. 

Die Binormalen der Schraubenlinie sind von konstanter Neigung 
gegen die xy-Ebene, woraus nach III D 1, 2, Nr. 29, 33 folgt: Die Grat- 
linie der Polarfläche einer Schraubenlinie ist wieder eine Schraubenlinie. 

Die rektifizierende Fläche der Schraubenlinie ist ihr Cylinder (vgl. 
II D 1,2, Nr. 29, Anm. 179). Der Rotationskegel, der seine Spitze in 
einem Punkte der Schraubenlinie hat und der die Tangentenfläche der 
Kurve längs der Tangente dieses Punktes oskuliert (siehe III D 1, 2, 
Nr. 30, Anm. 188), hat konstante Öffnung; dasselbe gilt von dem Ro- 
tationskegel, der seine Spitze in einem Punkte der Schraubenlinie hat 
und dort die Kurve in dritter Ordnung berührt. Umgekehrt: Hat 
einer dieser Kegel konstante Öffnung, so ist die Kurve eine 
Schraubenlinie. 

Ausser den sphärischen Schraubenlinien, die von P. Serret und 
E. Cesäro'°®) untersucht wurden, sind die auf Rotationseylindern ge- 


157) Die Kurven, die auf der Tangentenfläche einer Schraubenlinie ver- 
laufen und die Tangenten unter konstantem Winkel schneiden, sind Schrauben- 
linien, deren Schmiegungsebenen zur Tangentenfläche der Urkurve konstante 
Neigung haben. Siehe P. Serret, Theorie nouv. des lignes ä double courb., 
Paris 1860, p. 140—143; L. Aoust, Analyse inf. d. courbes dans l’esp., Paris 1876, 
p. 258, 259. 

158) J. Bertrand, J. de math. (1) 15 (1850), p. 343. @G. Pirondini, Giorn. 
di mat. 23 (1885), p. 222—229, und E. Cesäro, ebenda 24 (1886), p. 46—48, be- 
stimmen diejenigen Schraubenlinien, deren Hauptnormalen eine feste Gerade 
treffen. 

159) P. Serret, Theorie g&om. et m6c. des lignes ete., Paris 1860: Jede 
Schraubenlinie, die auf einer Kugel liegt, ist eine sphärische Evolvente eines 
Kreises der Kugel (p. 39). Rollt ein grösster Kreis der Kugel, ohne die Kugel zu 
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legenen gemeinen Schraubenlinien, die in Nr. 20 besprochen wurden, 
und die cylindro-konischen Schraubenlinien, auf die wir in Nr. 34 zu- 
rückkommen, besonders zu beachten. 


33. Verallgemeinerungen der Bertrand’schen Kurven. Die 
Bertrand’schen Kurven sind nach Nr. 28 durch eine lineare Relation 
zwischen Krümmung und Torsion charakterisiert; hieraus ergiebt sich 
eine naheliegende Verallgemeinerung, indem man irgend eine Relation 
zwischen Krümmung und Torsion festsetzt. Aber da bei jeder Kurve 
eine Relation zwischen beiden besteht, so würde dies keine beson- 
deren, sondern allgemeine Kurven liefern. Wohl aber ergiebt sich 
das Problem, die Kurven mit vorgeschriebener Relation !%) zu be- 
stimmen. 

Giebt man jener Relation spezielle Formen, so ergeben sich spe- 
zielle Arten von Kurven. Zu solchen, die als Verallgemeinerungen 
der Bertrand’schen Kurven aufgefasst werden können, gelangt A. De- 
moulin'‘') so: Er sucht, ausgehend von einer Eigenschaft!?), die den 
Bertrand’schen Kurven zukommt, diejenigen Kurven, bei denen sich 


verlassen, auf einem kleinen Kreis der Kugel ab, sodass seine Punkte sphärische 
Oykloiden beschreiben, so umhüllt er noch einen zweiten dem kleinen Kreis 
diametral gegenüberliegenden kongruenten Kreis der Kugel. Da der grosse Kreis 
beständig normal zu den Bewegungsrichtungen seiner Punkte ist, so folgt, dass 
der zweite kleine Kreis die sphärische Evolute jener Cykloiden ist. Daher sind 
jene Cykloiden sphärische Schraubenlinien (p. 53). Nach P. Serret kommen diese 
Cykloiden als rektifizierbar, aber ohne als Schraubenlinien erkannt worden zu 
sein, schon bei Jacob I Bernoulli und Clairaut (Paris M&m. 1732) vor. E. Cesäro, 
Nouv. Ann. (3) 5 (1886), p. 127—142, insbes. p. 130, 131, zeigt, dass die sphä- 
rischen Schraubenlinien bei Abwickelung ihrer Tangentenflächen auf die Ebene 
in Epi- oder Hypocykloiden übergehen. 

160) Ein analoges Problem ergiebt sich, wenn die Relation etwa noch die 
Bogenlänge oder den Radius der Schmiegungskugel oder drgl. enthält. Wegen 
dieser Probleme vergleiche: R. Hoppe, J. f. Math. 60 (1862), p. 182—187, und 
63 (1864), p. 122—140; H. Molins, J. de math. (2) 19 (1874), p. 425—451; L. Aoust, 
Analyse inf. des courbes dans l’esp., Paris 1876, an vielen Stellen; R. Hoppe, 
Lehrbuch d. anal. Geom., 1, Leipzig (1880), an vielen Stellen; Archiv Math. Phys. 
(1) 65 (1880), p. 287—305; S. Lie, Christiania Videnskabs-Selskabet Forhandlinger 
1882, Nr. 10; H. Molins, Toulouse M&m. 5 (1883), p. 175—199; R. Hoppe, Arch. 
Math. Phys. (2) 2 (1885), p. 269—273; E. Goursat, Toulouse Ann. 1 (1887) C, 
p. 1—26; @. Darboux, Legons, 1. partie, Paris 1887, livre 1; R. Hoppe, Fortschr. 
d. Math. 19 (1890), p. 751—753; R. Hoppe, Archiv Math. Phys. (2) 8 (1890), 
p. 335,336, und 9 (1890), p. 43—52; G. Scheffers, Leipz. Ber. 1900, p. 5—8; und 
Einführung in d. Th. d. Kurven, Leipzig 1901, 2. Abschn. $ 13, 14; @. Piron- 
dini, J. £. M. 109 (1892), p. 238—260. 

161) Paris soc. math. Bull. 21 (1893), p. 8—13. 

162) Vgl. Anm. 125. 
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die Axe der unendlich kleinen Schraubung, die das begleitende Drei- 
kant von Tangente, Haupt- und Binormale in das unendlich benach- 
barte überführt (vgl. IITD 1,2, Nr. 31, Anm. 199), in Bezug auf das 
Dreikant selbst während des Fortschreitens längs der Kurve so ändert, 
dass sie ein Plücker’sches Konoid beschreibt. Jene Axe ist zugleich 
die Axe derjenigen gemeinen Schraubenlinie, die die Kurve an der 
betrachteten Stelle in zweiter Ordnung berührt und dieselbe Torsion 
wie die Kurve dort hat (siehe III D 1, 2, Nr. 30). Ihre Gleichungen 
sind, bezogen auf das von jenem Dreikant gebildete Koordinatensystem: 
(47) el, yo 

x @ ’ e’+ 72 ’ 
wenn o und 7 Krümmungs- und Torsionsradius bedeuten. Diese 
Schraubenaxe schneidet die Hauptnormale (jetzt y-Axe) rechtwinklig. 
Nun ist aber die allgemeine Gleichung eines Plücker’schen Konoids, 
dessen Geraden die y-Axe treffen, diese: 


Axzz+B?+C2+Dy+2)—=0, 
sodass das Einsetzen der Werte (47) giebt: 


A B C D 
(48) atrtztr=0. 


Bei den gesuchten Kurven besteht daher eine solche quadratische Re- 
lation zwischen Krümmung und Torsion. Die Annahme B=0 giebt 
wieder die Bertrand’schen Kurven. Diejenigen Kurven, bei denen 
A=0 ist, hat Demoulin besonders untersucht. Sie werden uns so- 
gleich noch einmal begegnen !°3). 

Man kann die Bertrand’schen Kurven noch in anderer Weise ver- 
allgemeinern: Da bei zwei Bertrand’schen Kurven die Verbindende 
zusammengehöriger Punkte als gemeinsame Hauptnormale hinsichtlich 
der beiden aus Tangente, Haupt- und Binormale bestehenden Drei- 
kante der Punkte dieselbe Lage hat, so kann man mit A. Demoulin'%) 
allgemeiner fragen, bei welchen Kurvenpaaren mit einander zugeord- 
neten Punkten die Verbindende entsprechender Punkte überhaupt hin- 
sichtlich jedes der beiden Dreikante eine feste Lage hat. Besonders ist 
der Fall untersucht worden, dass die Verbindende dabei in einer der drei 


163) Spezialfälle von (48) kommen auch sonst vor, namentlich der Fall 
r + - = const. 


bei A. Mannheim, Paris C. R. 86 (1878), p. 1254—1256; Principes et dev. de 
geom., Paris 1894, p. 535, 537; @. Scheffers, Theorie der Kurven, Leipzig 1901, 
p. 252, 253, wo ihre endlichen Gleichungen gegeben werden. 

164) Paris C. R. 116 (1893), p. 246—249. 
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Ebenen des ersten Dreikants liegt. Ist die Verbindende eine Normale 
der ersten und die Binormale der zweiten Kurve, so kommt man wieder 
zu denjenigen Kurven, die der Relation (48) im Falle A=0 ge- 
nügen. 

E. Cesaro‘®) behandelte die Frage nach denjenigen Kurven, bei 
denen eine mit dem begleitenden Dreikant fest verbundene Gerade 
eine abwickelbare Fläche erzeugt [III D5, Nr.3]. Dies trifft zunächst 
stets ein, wenn die Gerade in der rektificierenden Ebene liegt und 
der Tangente parallel ist, ausserdem nur dann noch für andere Ge- 
raden, wenn die Kurve einer Gleichung von der Form 


A B C D E 
Ftrrtatet7 


genügt, die (48) als speziellen Fall umfasst. 
Auf mehrere andere Kurvenarten, die durch besondere Relationen 
charakterisiert sind, gehen wir nicht näher ein!‘®). 


34. Loxodromen. Die allgemeinen Schraubenlinien kann man 
nach Nr. 31 als diejenigen Kurven definieren, die eine Schar von 
parallelen Ebenen, nämlich die Ebenen senkrecht zur Cylinderrichtung, 
unter konstantem Winkel schneiden. Da eine solche Ebenenschar durch 
eine unendlich ferne Gerade bestimmt ist, so gehören die Schrauben- 
linien als Spezialfälle zu den Loxodromen. Dies sind nämlich diejenigen 
Kurven, die ein büschel von Ebenen unter konstantem Winkel schneiden. 

Eigentlich pflegt man die Loxodromen allerdings anders zu 
definieren, nämlich als diejenigen Kurven, die auf Rotationsflächen 
die Meridiankurven oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Breiten- 
kreise unter konstantem Winkel schneiden’). Da jedoch die Tan- 


165) Natürliche Geometrie, 1901, p. 189—192. 

166) Ist dr der Winkel unendlich benachbarter Tangenten und d® der 
Winkel unendlich benachbarter Binormalen in den Endpunkten eines Bogen- 
elementes ds, so kann man mit R. Hoppe (vgl. II D1,2, Nr. 30) den Krümmungs- 
winkel r = fi dr und den Torsionswinkel 9 = fi d® einführen. Die Kurven, bei 
denen eine der Relationen: 

7? + 9° = const,, ge 1s=e net: LE 
4 BR, a N 
besteht, sind von R. Hoppe, J. f. Math. 60 (1862), p. 185, 186, und 63 (1864), 
p. 131, 132, betrachtet worden. L. Aoust, Analyse inf. des courbes dans l’esp., 
Paris 1876, p. 126, nennt die Kurven, bei denen z? + 9° — const. ist, courbes 
eyklides. Zu ihnen gehören die Filarevolventen zweiter Ordnung der ebenen 
Kurven. Siehe p. 246 daselbst. 

167) Ursprünglich verstand man unter Loxodromen nur die Kurven konstan- 
ten Kurses auf der Erdkugel; die Verallgemeinerung auf eine Rotationsfläche 
lag jedoch wegen der Abweichung der Erdoberfläche von der Kugelgestalt nahe, 
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genten der Breitenkreise Normalen der Meridianebenen sind, so folgt, 
dass solche Kurven auch die Meridianebenen unter konstantem Winkel 
schneiden. Umgekehrt: Schneidet eine Kurve ein Büschel von Ebenen 
unter konstantem Winkel und lässt man sie um die Axe des Büschels 
rotieren, so erzeugt sie eine Rotationsfläche, auf der sie alle Meridian- 
kurven unter konstantem Winkel durchsetzt. 

Die zuerst gegebene Definition der Loxodromen ist jedoch vor- 
zuziehen, weil sie von den Rotationsflächen unabhängig ist, sodass die 
Loxodromen schon in der eigentlichen Kurventheorie eine selbständige 
Bedeutung haben). Da die logarithmischen Spiralen in der Ebene 
(Nr. 16) die Geraden eines Strahlenbüschels unter konstantem Winkel 
schneiden, so folgt, dass die Loxodromen als eine Verallgemeinerung der 
logarithmischen Spiralen auf den Raum aufzufassen sind. In der Ebene 
gehen aus den logarithmischen Spiralen vermöge Transformation durch 
reziproke Radien diejenigen Kurven hervor, die ein Kreisbüschel unter 
konstantem Winkel treffen, im Raume aus den Loxodromen diejenigen 
Kurven, die ein Kugelbüschel unter konstantem Winkel treffen, ins- 
besondere aus den Schraubenlinien diejenigen Kurven, bei denen sich 
der gemeinsame Kreis des Büschels auf einen Punkt (eigentlich auf 
ein imaginäres Geradenpaar) reduziert. 

Liegt die Axe der Loxodromen, d. h. die Axe des zugehörigen 
Ebenenbüschels, im Endlichen und ist sie keine Minimalgerade'°), so 
kann sie als z-Axe gewählt werden. Ist & der konstante Winkel, 
den die Loxodrome mit den Ebenen durch die z-Axe bilden soll, 
so ist 
49 ady —yde 

Ve’+y? Van’+dy?+ de? 
diejenige totale Differentialgleichung, deren Integralkurven die zur 
2-Axe und zum Winkel & gehörigen Loxodromen sind. Zur Integra- 
tion führt man statt x und y den Abstand r des Punktes (2, y, 2) von 





—= sine 





168) Wir können keine ältere Stelle angeben, wo die Loxodromen in dieser 
Weise definiert wären. Sehr nahe kommt dieser von den Rotationsflächen un- 
abhängigen Definition L. Aoust, J. de math. (1) 11 (1846), p. 184—192 (insbes. 
p. 186), indem er hervorhebt, dass gewisse Eigenschaften der Loxodromen von 
der Gestalt der Fläche unabhängig sind. Obige Definition bei @. Scheffers, 
Leipziger Ber. 1902, p. 363—370. 

169) Ist sie eine Minimalgerade, so giebt es dennoch zugehörige reelle 
Loxodromen, deren Bestimmung nur eine Quadratur verlangt. Sie liegen auf 
Kegeln, deren Querschnitte logarithmische Spiralen sind. Doch hat man diese 
Kurven bisher nicht betrachtet. Sie sind natürlich auch hinsichtlich der kon- 
Jugiert imaginären Minimalgerade Loxodromen, gehören daher zu den Doppel- 
loxodromen, von denen weiter unten die Rede ist, 
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der z-Axe und den Winkel 0 ein, den r mit der xy-Ebene bildet, 
sodass kommt: 





rd0 = sin & YA? + ?d0? + d2. 
Wählt man z irgendwie als Funktion von r: 
2=f (2), 
so liegt nur noch eine gewöhnliche Differentialgleichung in r und 
vor, die durch Quadratur integrierbar ist: 


(50) O=tgsIyı + fl = —+- const. 
Ist 0 die hierdurch bestimmte Funktion von rt, so sind: 
(51) z=1rc080, y=rsin®d, 2=fll) 


die endlichen Gleichungen der Loxodromen, ausgedrückt mittels des Para- 
meters r, wobei f(r) eine beliebig zu wählende Funktion von rt ist!70). 

Bindet man # nicht vermöge (50) an r, betrachtet man vielmehr 
t und 6 als unabhängige Veränderliche, so sind die Gleichungen (51) 
die einer Rotationsfläche, deren Axe die z-Axe ist und deren Meridian 
durch die Wahl der Funktion z= f(t) bestimmt wird. Insbesondere 
also haben wir zugleich diejenigen Loxodromen gefunden, die auf einer 
gegebenen Rotationsfläche um die z-Axe liegen und mit den Meridian- 
kurven der Fläche den Winkel & bilden. Die Loxodromen einer Ro- 
tationsfläche sind augenscheinlich rektifizierbar, sobald die Meridian- 
kurve rektifizierbar ist, da die Bogen beider in entsprechenden Stücken 
einander proportional sind !’%). 

Die ältesten Untersuchungen über Loxodromen betreffen die der 
Kugel (Erdkugel) wegen ihres nautischen Interesses!’?). Diese Kurven 
konstanten Kurses oder sphärischen Loxodromen haben die Pole der 
Kugel zu asymptotischen Punkten. Projiziert man die Kugel von einem 
der Pole aus auf die Äquatorebene (stereographisch) [III A 2; IIID6a, 


170) G. Scheffers a. a. O. zeigt, dass man die endlichen Gleichungen einer 
allgemeinen Loxodrome durch Differentiation und Elimination allein (ohne Qua- 
dratur) aufstellen kann. 

171) Über Analogien zwischen den Loxodromen einer Rotationsfläche und 
den Geraden der Ebene vgl. L. Aoust Fussn. 168, und P. Serret, Theorie de lignes ä 
double courb., Paris 1860, p. 124, 125. Nach Serret gilt der Satz: Verändert 
sich ein aus Loxodromen gebildetes Dreieck auf einer Rotationsfläche so, dass 
die Seiten dabei Loxodromen bleiben und zwei von ihnen durch feste Punkte 
gehen und dass ausserdem die Ecken ihre zugehörigen Breitenkreise nicht ver- 
lassen, so geht auch die dritte Seite durch einen festen Punkt. 

172) Zur älteren Geschichte siehe S. Günther, Studien zur Geschichte d. 
math. und physik. Geographie, 6. Heft, Halle 1879, p. 333—407, worüber man 

» bei H. Brocard, Bull. sciences math. (2) 3, 1. partie (1879), p. 329—339, ein Referat 
findet. 
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Nr. 4], so gehen die Meridiane in Geraden und die sphärischen Loxo- 
dromen, weil die Kugel dabei konform abgebildet wird, in logarith- 
mische Spiralen über. Dies bemerkte zuerst E. Halley'®). Projiziert 
man sie von einer andern Stelle aus stereographisch, so gehen die sphä- 
rischen Loxodromen in die oben erwähnten Kurven über, die ein Büschel 
von Kreisen unter konstantem Winkel schneiden !"). @. Mercator!®) 
gab 1569 auf seiner berühmten Seekarte eine solche konforme Abbildung 
der Kugel, bei der sich ihre Loxodromen als Geraden darstellen. Ist A 
bezw. ß die geographische Länge bezw. Breite eines Punktes der Kugel 
vom Radius Eins, so hat dabei der Bildpunkt die rechtwinkligen 
Koordinaten !"%): 


24, y—logtg (7 + $)- 


Liegt ein linearer Komplex |IIIL C 9, II D9] vor und ist die z-Axe 
seine Axe, sodass etwa 
(52) day — ydı=tgs-dez 
für die Richtungen (dz:dy:dz) derjenigen Geraden des Komplexes gilt, 
die durch den Punkt (x, y, z) gehen, so liegen auf einer Kugel vom 
Radius Eins, deren Mitte auf der Komplexaxe gelegen ist, wie auf 
jeder Fläche oo! Kurven, die in jedem Punkte eine der hindurch- 
gehenden Komplexgeraden berühren, und diese Kurven sind nach 
J. Plücker““) Loxodromen, die den Winkel & mit den Ebenen durch 
die Axe des Komplexes bilden. In der That zieht die Gleichung (52) 


zusammen mit: 
+ypP+k@—a”—=1 zde+ydy+(k—a)d=0 
die Gleichung (49) nach sich. 


-173) Lond. Trans. für 1695—97, 18, p. 202. ‘ D' ] 7 

-174) @. Holzmüller, Zeitschr. Math. Phys. 16 (1871), p. 269— 289, insbeson- 
dere p. 279 u. f., nennt diese Kurven logarithmische Doppelspiralen. 

175) @. Kremer, genannt Mercator, machte über die Konstruktion seiner 
Karte keine erschöpfenden Mitteilungen. Den mathematischen Ausdruck gab 
H. Bond 1645, den Beweis-Halley a. a. O0. Vgl. N. Herz, Lehrbuch der Land- 
kartenprojektionen, Leipzig 1885, p. 114, und die ausführlichen Angaben bei 
A. Breusing, Das Verebnen der Kugeloberfläche für Gradnetzentwürfe, Leipzig 
1892, p. 31—48. 

176) Durch ähnliche Vergrösserung erhält man hieraus die allgemeinste 
konforme Abbildung der Kugel, bei der die Loxodromen in Geraden übergehen, 
durch projektive Transformation die allgemeinste Abbildung der Kugel über- 
haupt, bei der die Loxodromen in Geraden übergehen. Die allgemeinste Ab- 
bildung der Kugel, bei der die Loxodromen in Kreise übergehen, wurde von 
G. Scheffers, Leipz. Ber. 1898, p. 261—294, insbes. p. 273, 274 bestimmt. 

177) Neue Geometrie des Raumes, hrsg. von F. Klein, 1. Abt. Leipzig 
1868, p. 61 Anm. 


a m 


RETTET 7. 


ee: 
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Betrachtet man ferner diejenige eingliedrige projektive Gruppe 
des Raumes, die von einer infinitesimalen projektiven Transformation 
erzeugt wird [II A 6, Nr. 4], bei der x, y, z die Inkremente 


dz=(ysine-+x2cose)öt, öy—=(— x sin s+ yz cos e)Öt, 
2 = (2? — 1) cos edt 
erfahren, so erkennt man, dass die Fortschreitungsrichtungen (d.x:öy:62) 
der Punkte (x, y, z) der Kugel 
ae a a 
die Kugel berühren, weil diese Kugelgleichung und die Gleichungen 
(53) die Gleichung 


(53) 


xözx + ydöy+2d2=0 
nach sich ziehen. Da infolge dieser Gleichungen die Definitions- 
gleichung (49) der Loxodromen erfüllt ist, so folgt: Bei der vorliegen- 
den Gruppe durchlaufen die Punkte jener Kugel Bahnkurven, die auf 
der Kugel liegen und Loxodromen sind, deren Axe die z2-Axe ist. 
Demnach sind die sphärischen Loxodromen W- Kurven (vgl. Nr. 20). 
Dies haben F. Klein und $. Lie!‘®) bemerkt. 

Ausser den sphärischen Loxodromen !"®) sind insbesondere die auf 
Rotationsflächen 2. O. und auf einzelnen Rotationsflächen 4. O., nämlich 
solchen, die durch Drehung einer Parabel oder eines Kreises entstehen, 
rechnerisch verfolgt worden; auf die von einzelnen Autoren behan- 
delte Frage nach denjenigen Rotationsflächen, die durch besondere 
Eigenschaften ihrer Loxodromen charakterisiert sind, gehen wir 
nicht ein !%), 


178) Paris ©. R. 70 (1870), p. 1224. Man kann hinzufügen: Von den 
sonstigen Bahnkurven jener eingliedrigen Gruppe sind nur noch die in den 
Ebenen 2 = + 1 gelegenen Kurven Loxodromen hinsichtlich der z-Axe, nämlich 
logarithmische Spiralen, deren asymptotische Punkte auf der z-Axe liegen. 

179) Ihre geodätische Krümmung [IID3, Nr.12] und ihre Torsion bei 
P. Serret, Theorie des lignes ä& double courb., Paris 1860, p. 47, 48. Vgl. auch 
p. 56. Über die sphärischen Loxodromen vgl. auch @. Scheffers, Leipz. Ber. 
1902, p. 365. 

180) Ausser den genannten Arbeiten erwähnen wir noch folgende Schriften, 
die über allgemeine oder spezielle Loxodromen handeln: E. W. Grebe, Archiv 
Math. Phys. (1) 2 (1842), p. 127—132; J. R. Boyman, Archiv Math. Phys. (1) 
7 (1846), p. 337—348; 13 (1849), p. 375—377; J. A. Grunert, Loxodromische 
Trigonometrie, Leipzig 1849; A. Tissot, Nouv. ann. (1) 11 (1852), p. 454—457; 
J. A. Grunert, Archiv Math. Phys. (1) 21 (1853), p. 304—314; W. Plagemann, 
ebenda (1) 32 (1859), p.1—67; P. Serret, Fussn. 179, ausserdem p. 4, 39, 101— 
108, 124,125; A. Enneper, Gött. Nachr. 1869, p. 459—475; Zeitschr. Math. Phys. 
15 (1870), p. 466—475; A. Laisant, Nouv. ann. (2) 13 (1874), p. 573—575; L. Aoust, 
Analyse inf. des courbes dans l’esp., Paris 1876, p. 163, 164, 180—183, 193, 209, 259, 

17* 
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Man kann fragen, welche Kurven in doppelter Weise als Loxo- 
dromen aufgefasst werden können, doch scheint man diese Doppel- 
loxodromen, zu denen also zwei Axen gehören, nicht allgemein unter- 
sucht zu haben. Ist die eine Axe unendlich fern, so führt das Problem 
zu denjenigen Loxodromen, die zugleich Schraubenlinien sind. Wenn 
dabei die im Endlichen gelegene Axe die unendlich ferne Axe senk- 
recht kreuzt, so kommt man zu den Loxodromen des Rotationskegels. 
Sie sind nämlich zugleich Schraubenlinien auf solchen Cylindern, die 
der Kegelaxe parallel laufen und deren senkrechte Querschnitte loga- 
rithmische Spiralen liefern, deren asymptotische Punkte auf der Kegel- 
axe liegen. Sie heissen cylindro-konische Schraubenlinien. Bei der 
Abwickelung ihrer Kegel gehen sie in logarithmische Spiralen über. 
Dass sie eine Reihe merkwürdiger Eigenschaften haben '$!), weshalb 
sie sehr häufig betrachtet worden sind'#?), hat seinen Grund darin, 
dass alle'®°) Bahnkurven einer gewissen eingliedrigen projektiven Gruppe 
solche Kurven sind, dass sie also zu den W-Kurven (Nr. 20) ge- 
hören'®), Diese eingliedrige Gruppe geht aus einer solchen infini- 


260; CO. Dina, Giorn. di mat. 19 (1881), p. 298—310, insb. p. 309; F. Joachims- 
thal, Anwendung d. Diff.- u. Int.-R. auf d. allg. Theorie d. Flächen, 1. Aufl., 
Leipzig 1872, p. 83, 84 (3. Aufl. 1890, p. 147, 148); A. Enneper, Math. Ann. 19 
(1882), p. 72—83; H. Molins, Toulouse Me&m. (8) 7 (1885), p. 293—322; E. Cesäro, 
Nouv. Ann. (3) 5 (1886), p. 127—142, insbesondere p. 135—137; J. Tesar, Prag 
Berichte 1886, p. 347—360; F‘. August, Zeitschr. Math. Phys. 33 (1888), p. 154— 
166; @. Pirondini, Giorn. di mat. 27 (1889), p. 168—223, insb. p. 181; Ann. 
di mat. (2) 18 (1890), p. 165—212, insbes. p. 173, 202; A. Puchta, Monatshefte 
Math. Phys. 1 (1890), p. 443—450; H. Resal, Expos. de la theorie des surfaces, 
Paris 1891, p. 143—147; Paris C. R. 114 (1892), p. 147—152; F. Cesäro, Nat. 
Geom., Leipzig 1901, p. 181—184. 

181) P. Serret, Fussn. 179, p. 101, charakterisiert sie als Schraubenlinien, bei 
denen der Krümmungsradius eine lineare Funktion der Bogenlänge ist. Die 
Striktionslinie der Fläche ihrer Hauptnormalen, ferner der Ort ihrer Krümmungs- 
mittelpunkte und drittens die Gratlinie ihrer Polarfläche sind ebenfalls eylindro- 
konische Schraubenlinien, deren Kegel dieselbe Axe und Spitze wi& der Kegel 
der Urkurve haben, siehe ebenda p. 105. 

182) Von ihnen handelt ein grosser Teil der angegebenen Arbeiten. 

183) Sie unterscheiden sich hierdurch wesentlich von den p. 251 erwähnten 
W-Kurven. Denn von den Bahnkurven der daselbst angegebenen Gruppe sind 
nur gewisse als Loxodromen aufzufassen, nämlich die auf einer Kugel gelegenen 
(abgesehen von ebenen Kurven). Vgl. Anm. 178. Die ausgezeichneten Eigen- 
schaften der sphärischen Loxodromen sind daher, wie man sagen kann, auf ihre 
Kugel beschränkt, betreffen also sphärische Konstruktionen, denen man sie unter- 
werfen kann, während man bei den cylindro-konischen Schraubenlinien zur Ent- 
wickelung ihrer Eigenschaften als W-Kurven den ganzen Raum zur Verfügung hat. 

184) Siehe Lie-Scheffers, Vorl. über Differentialgleichungen, Leipzig 1901, 
p. 244. 
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tesimalen Transformation hervor, die dem Raume eine unendlich kleine 
Rotation um eine Axe (z-Axe) verbunden mit einer unendlich 
kleinen ähnlichen Vergrösserung von einem Punkte der Axe (Anfangs- 
punkt) aus erteilt, bei der also x, y, 2 Inkremente erhalten von der 
Form: 

da=(—ay-+ba)öt, dy=(axr +by)öt, eg — bzöt, 


wobei also, wenn t, # Polarkoordinaten in der &y-Ebene bedeuten (so- 
das = cos, y—=trsin ® ist): 


dr—=bröt, HH=aöt, dz— bzöt. 


Die Bahnkurven der Gruppe sind nämlich gegeben durch: 


a 2) 2 ) 
t= const. e* , = const, e® 


Dass sie cylindro-konische Schraubenlinien sind, folgt daraus, dass die 
Gruppe konform ist, jeden Rotationskegel, dessen Spitze der Anfangs- 
punkt und dessen Axe die z-Axe ist, in sich überführt und ebenso 
jeden solchen Cylinder parallel der z-Axe, dessen Querschnitt in der 
#y-Ebene eine gewisse logarithmische Spirale mit dem Anfangspunkt 
als asymptotischem Punkte ist!®). Ein Grenzfall der cylindro-koni- 
schen Schraubenlinien sind die gemeinen Schraubenlinien (Nr. 20). 
Eine Verallgemeinerung der eylindro-konischen Schraubenlinien 
sind diejenigen Kurven auf einem allgemeinen Kegel, die alle Mantel- 
linien desselben unter konstantem Winkel durchsetzen 186), Sie können 








185) Deshalb und weil die Gruppe jede Gerade in eine Gerade überführt, 
sind die in Anm. 181 angegebenen Sätze eine unmittelbare Folge davon, dass die 
eylindro-konischen Schraubenlinien W-Kurven sind. 

186) E. COesäro giebt ihnen den leicht irreführenden Namen: konische 
Schraubenlinien (Natürl. Geom. p. 181). P. Serret, Theorie nouv. etc., p. 102, 103, 
und E. Cesäro, Nat. Geom., p. 184, haben den falschen Satz, dass diejenigen 
unter diesen Kurven, die zugleich Schraubenlinien im gewöhnlichen Sinne sind, 
cylindro-konische Schraubenlinien seien. Vielmehr liegen auf jeder Fläche 2. O., 
die durch Rotation eines Kegelschnittes um seine Hauptaxe entsteht, Kurven, 
die einerseits die von einem Brennpunkt ausgehenden Radienvektoren unter 
konstantem Winkel schneiden und andererseits mit der Richtung der Rotations- 
axe einen konstanten Winkel bilden. Diese Kurven schneiden zugleich die 
von dem anderen Brennpunkt ausgehenden Radienvektoren unter konstantem 
Winkel. Sie gehören also in doppelter Weise zu den im Text genannten Kurven 
und sind Schraubenlinien, Da der Cylinder der Schraubenlinien als Kegel auf- 
gefasst werden kann, sind dies also Kurven, die zugleich auf drei Kegeln liegen 
und die Mantellinien jedes dieser drei Kegel unter einem konstanten Winkel 
schneiden. Ist die Rotationsfläche 2. O. ein Rotationskegel, so kommt man zu 
eylindro-konischen Schraubenlinien. Siehe @. Pirondini, J. f. Math. 118 (1897), 
p- 61—73; G. Scheffers, Leipz. Ber. 1902, p. 369,370. Nach E. Cesäro lässt sich 
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auch als diejenigen Kurven definiert werden, die eine Schar von kon- 
zentrischen Kugeln unter konstantem Winkel durchsetzen, also ein ge- 
wisses Kugelbüschel, weshalb sie sich den früher erwähnten Kurven 
unterordnen, die aus Loxodromen durch Transformation durch rezi- 
proke Radien hervorgehen, freilich nur, wenn man auch imaginäre 
Transformationen gestattet. 


35. Minimalkurven und Kurven der tetraedralen Komplexe. 
Die imaginären Kurven von der Länge Null, die sogen. Minimalkurven, 
die durch die totale Differentialgleichung: 


da? + dy? + de? = 0 
definiert sind, wurden schon in III D 1,2, Nrr. 12, 13, allgemein be- 
sprochen, sodass nur die Erwähnung einiger Einzelheiten nötig ist '*”). 
Da man bei einer Minimalkurve von Bogenlänge, Krümmung und 
Torsion nicht sprechen kann, so haben sie gegenüber allen Bewegungen 


des Raumes andere Differentialinvarianten als die sonstigen Kurven 


(vgl. IID1,2, Nr. 14). Sind wie in II D 1,2, Nr. 18: 


PR Be [OEL 20 EEE OF 
(54) yzill+ fd) Zirf(e) + 2ifl), 
2 Hf (2 (2) 
die endlichen Gleichungen einer Minimalkurve, so ist 
(55) 1-3, ++ My +23 = —- Affe) 
die Gleichung ihrer Schmiegungsebene im Punkte (r), und ihre Tan- 


gente im Punkte (r) erfüllt ausserdem die durch Differentiation nach 
t hieraus hervorgehende Gleichung: 


(56) rt —iy —z;3—=2f(r). 
Sie ist eine Minimalgerade. In dem Punkt, in dem sie den unendlich 
fernen imaginären Kugelkreis [III C 4] trifft, berührt die Schmiegungs- 


dies verallgemeinern, indem an die Stelle der Rotationsfläche 2. O. die Fläche 
tritt, die durch Drehung eines Cartesischen Ovals [IC 3] um die Gerade seiner 
drei Brennpunkte hervorgeht. Siehe Napoli Rend. 1903, fasc. 3, p. 1—17. 

187) Zur Geschichte der Minimalkurven vgl. P. Stäckel, Leipziger Berichte 
1902, p. 101—108, wo viele Stellen erwähnt werden, an denen die Formeln über 
Minimalkurven auftreten. Mit diesen Gebilden, als Kurven aufgefasst, hat erst 
S. Lie synthetisch und analytisch operiert, z. B. in den Paris. C. R. 71 (1870), 
p. 579—583, und vielen seiner späteren Arbeiten. Es sei angemerkt, dass 
J. Bertrand in seinem Trait6 de calcul differentiel et de calcul integral, 1, Paris 
1864, p. 657, zwar das Wort Minimalkurve (ligne minima) hat, darunter aber 
eine geodätische Linie versteht. | 





35. Minimalkurven und Kurven der tetraedralen Komplexe. 255 


ebene (55) den Kugelkreis. Der Berührungspunkt ist durch die Angabe 
von r allein festgelegt, die Schmiegungsebene (55) durch die Angabe 
von r und fund endlich die Tangente nach (55), (56) durch die Angabe 
von r, f, f. Demnach kann mit $. Lie'®) x als Koordinate der oo! 
Punkte des Kugelkreises, können ferner r, f als Koordinaten der 0? 
Tangentialebenen des Kugelkreises, endlich r, f, f' als Koordinaten der 
00°? Tangenten aller Minimalkurven, d. h. als Koordinaten der Minimal- 
geraden aufgefasst werden. Da bei einer Bewegung jede Tangential- 
ebene des Kugelkreises in eine ebensolche übergeht [IV 3, Nr.1], 
so gehört zur Gruppe aller Bewegungen des Raumes eine Gruppe in 
den Veränderlichen z und f.1#°) Sie besteht aus 00% Transformationen, 
und ihre Differentialinvarianten niedrigster Ordnung sind 1): 


vr eV I Ar 
er nn 








AR , 
I IH inf! 
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während 
075203, 


ee ee er 
ihre übrigen Differentialinvarianten sind. Die niedrigste, J,, ist nach 
(+. Scheffers gleich dem achtfachen reziproken Wert des Radius des- 
jenigen Rotationscylinders, der die Minimalkurve an der betrachteten 
Stelle vierpunktig berührt. 

Zwei Minimalkurven, die keine Geraden sind, sind nach 8. Lie!) 
miteinander kongruent, wenn entweder bei beiden dieselbe Relation 
zwischen J, und J, besteht oder wenn bei beiden J, denselben kon- 
stanten Wert hat. Eine besondere Rolle spielen demnach — wie die 
gemeinen Schraubenlinien in der Schar aller übrigen Kurven — die- 
jenigen Minimalkurven, bei denen J, konstant ist. Ist zunächst =; 
so handelt es sich um alle diejenigen 0° Kurven 3. O., die Minimal- 
kurven sind. Ist dagegen J, gleich einer von Null verschiedenen Kon- 
stante c, so liegen solche Minimalkurven vor, die alle mit einer 
kongruent sind, die sich so darstellen lässt: 


8 Be: 8L 
= cost, y-- sint, il 
woraus hervorgeht, dass diese Kurven auf Rotationscylindern vom 


188) Siehe Lie-Scheffers, Vorlesungen über kontinuierliche Gruppen, Leipzig 
1893, p. 696, 697. 

189) 5. Lie, Leipziger Berichte 1893, p. 370—378, insbes, vgl. hierzu p. 377 
unten. 

190) S. Lie in Lie-Scheffers a. a. O. p. 702. 

191) Ebenda p. 704. 
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Radius 8:c liegen, und dass sie bei der Abwickelung ihrer Cylinder 
in Geraden übergehen, weshalb sie als Minimalschraubenlinien auf 
Rotationscylindern '””) zu bezeichnen sind. Wir bemerkten schon in 
Nr. 31, dass überhaupt jede Minimalkurve als Schraubenlinie auf- 
gefasst werden kann. 

Die Minimalkurven sind definierbar als diejenigen Kurven, deren 
Tangenten einem gewissen Linienkomplex zweiten Grades angehören, 
nämlich dem Komplex aller Minimalgeraden, d. h. aller Geraden, die 
den Kugelkreis treffen. (Vgl. IIC9; IHID 1,2, Nr. 12.) 

Liegt überhaupt irgend ein Linienkomplex vor, so kann man die- 
jenigen Kurven betrachten, deren Tangenten sämtlich dem Komplex 
angehören. Sie heissen nach J. Plücker!”®) Komplexkurven |III C 9]. 
Ihre allgemeine Besprechung gehört nicht hierher; wir erwähnen nur 
einen besonderen Fall, der in naher Beziehung zu den Minimalkurven 
steht und in dem sich die Komplexkurven geometrisch sehr einfach 
definieren lassen. 

Es giebt 0° Geraden, die ein gegebenes Tetraeder in einem ge- 
gebenen Doppelverhältnis A schneiden. Der von ihnen gebildete Kom- 
plex heisst ein tetraedraler Komplex '*). Die zugehörigen Kurven 
sind also diejenigen Kurven, deren Tangenten ein gegebenes Tetraeder 
in einem gegebenen Doppelverhältnis A schneiden"). Durch projektive 
Transformation gehen die zu einem Tetraeder gehörigen Kurven mit 
dem Doppelverhältnis A in diejenigen Kurven über, die zu dem 
transformierten Tetraeder und zu demselben Doppelverhältnis A ge- 
hören. Insbesondere kann man das Tetraeder durch eine projektive 
Transformation, die ja das Doppelverhältnis ungeändert lässt, in das 
der drei Koordinatenebenen und der unendlich fernen Ebene über- 


192) Ebenda p. 707. 

193) Neue Geometrie des Raumes u. s. w., 1. Abt., hrsg. von F. Klein, Leipzig 
1868, p. 61, 158, 193. ü 

194) Er wurde zuerst von J. Binet, J. de l’&c. pol. 16 (1813), p. 41—67, als 
der Inbegriff aller Trägheitsaxen eines festen Körpers betrachtet [IV 3, Nr. 5]. 
M. Chasles, Th. Reye und $. Lie fanden später andere Definitionen dieses Kom- 
plexes. Insbesondere rührt die im Text gegebene aus einem Satze von H. Müller, 
Math. Ann. 1 (1869), p. 407—423, insb. p. 414, in Verbindung mit einem Satze von 
K. @. Chr. v. Staudt, Beiträge zur Geom. d. Lage, 1, Nürnberg 1856, p. 21, her. 
Vgl. die geschichtlichen Anmerkungen in Lie-Scheffers, Geom. d. Berührungstrans- 
formationen, 1, Leipzig 1896, p. 320—326. 

195) Allgemein wurden diese Kurven namentlich von $. Lie untersucht, 
vgl. Göttinger Nachr. 1870, p. 53—66, sowie viele spätere Arbeiten, zusammen- 
gefasst in Lie-Scheffers, Geom. d. Berührungstransformationen, p. 326 u. f., wo 
man auch die Litteratur findet. 
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führen. Ist alsdann (x, y, 2) ein Punkt einer zugehörigen Kurve, so 
sind die Inkremente dx, dy, dz an die Bedingung geknüpft: 


(wdz — zda)dy 
2) yda- zdy)de a. 


Man bemerkt, dass jede Gleichung von der symmetrischen Form: 
(58) (b— e)adydz + (ce — a)ydzdz + (a — b)zdxdy = 0 

auf die Form (57) gebracht werden kann, indem hier von den drei 
Konstanten a, b, c nur eine wesentlich ist. Es kommt eben nur auf 


den Wert 








G—cC 
AT 


an, der das zugehörige Doppelverhältnis angiebt. Die endlichen 
Gleichungen der durch (58) definierten Kurven eines tetraedralen 
Komplexes findet man so: Ist längs einer Kurve zunächst der Ausdruck 
de .dy 
| 
nicht konstant, so kann ein längs der Kurve veränderlicher Parameter 
t durch: 





dx U — 1 1 
= Ol att = SE, 
definiert werden. Alsdann ziebt (58): 
dx ,dydz | 





PET ae eur Ne 

Ist also f(t) eine beliebig gewählte Funktion von t, so sind: 
0) ar 
die endlichen Gleichungen einer Kurve des tetraedralen Komplexes '”). 
Wenn aber jener Ausdruck längs der Kurve konstant ist, so sind 
längs der Kurve nach (58) alle Verhältnisse 

da ‚dy,ds 

a 
konstant, sodass man setzen darf: 

EL BR 


ET IT, 
wenn «,ß,y drei Konstanten sind, die wegen (58) an die Relation 
(60) B-o)a+(l—a)B+(a—)y —0 


gebunden sind. Alsdann aber ergiebt sich sofort, dass die gesuchten 
Kurven so dargestellt werden können: 


= —_- AL, bi K=6i, 


196) S. Lie, z. B. in der Geom. d. Bertrf. 1, p. 327. 
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wo A, B, € beliebige Konstanten sind. Diese Kurven treten also zu 
den Kurven (59) hinzu. Dabei sind «, ß, y nur an die Relation (60) 
gebunden. Diese Kurven sind diejenigen Kurven des tetraedralen 
Komplexes, die eine infinitesimale projektive Transformation gestatten, 
bei der das Tetraeder invariant bleibt. Sie sind daher W- Kurven 
(vgl. Nr. 20)?7). 

Setzt man in (59) insbesondere !#®): 

0-5 

wo n eine Konstante bedeutet, so gehen die besonderen Kurven des 
tetraedralen Komplexes hervor: 


a" — const. (a +), "= const.(b + t), "= const. (c + ?). 
Eliminiert man den Parameter f, so kommt man zu zwei Gleichungen 
von der Form: 


A#+By+6#"+D=0, Ar+By"+6#+D-=0, 


deren Koeffizienten konstant sind. Alsdann also sind die Kurven nach 
Nr. 25 tetraedral-symmetrische Kurven”). 

Zwischen den Minimalkurven und den Kurven eines tetraedralen 
Komplexes besteht, wie gesagt, ein Zusammenhang: Bildet man näm- 
lich nach $. Lie?) den Raum (x, y, z) der tetraedralen Kurven (59) 
auf einen andern Raum (kt, 4, 3) vermöge der Gleichungen: 


g=loga, y=logy, 3=logz 
logarithmisch ab, so geht die Differentialgleichung (58) über in: 


(61) (b — c)dydz + (ce — a)dzdr + (a — b)dray=0. 
Die Kurven, die dieser Gleichung genügen, haben überall Fortschrei- 
tungsrichtungen (dr:dy:d3), die den Mantellinien des Kegels zweiter 


Ordnung: 

B-)y+le—-)zt+@—-biy—0 
parallel sind. Da es o0° Geraden giebt, die den Mantellinien parallel 
sind, so sind die Kurven die Komplexkurven desjenigen Linienkomplexes, 
der aus allen Geraden besteht, die die unendlich ferne Ebene in den 


197) Fussn. 196, p. 328. In seiner in Anm. 64 genannten Arbeit von 1870 
hatte $. Lie diese Kurven noch nicht bemerkt. 

198) A. a. O. p. 332, 333. 

199) Dass die Tangenten tetraedral-symmetrischer Kurven das Tetraeder in 
einem konstanten Doppelverhältnis schneiden, hatte J. de la Gournerie, siehe 
Anm. 91, selbst schon erkannt. 

200) Geom. d. Berührungstranformationen p. 356. Schon früher, z. B. Archiv 
for Math. og Naturv. 4 (1880), p. 477—506. 
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Punkten eines Kegelschnittes treffen. Durch eine lineare Transformation 
lässt sich weiterhin dieser Kegelschnitt in den Kugelkreis überführen. 

Also folgt: Vermöge einer logarithmischen und darauf erfolgen- 
den linearen Abbildung gehen die tetraedralen Kurven, die zu einem 
gegebenen Tetraeder und zu einem gegebenen Doppelverhältnis gehören, 
in die Minimalkurven über. 

Hiernach lassen sich mithin auch die endlichen Gleichungen (59) 
ebenso wie die endlichen Gleichungen der Minimalkurven (vgl. III D1,2, 
Nr. 13) von Integralzeichen befreien. In der That, setzt man: 

f® ZZ 
araotser m 
so gehen die Gleichungen (59) über in: 


20 -(b+c+2)Flt) + (b +) c + HF’ 
2} 





2FÜ)E(c+a +2) Fl) +(c+UÜ(a+E)F’(d) 
=“ ’ 
2Fl)-(a+5+ 2) Fl) + (a +) (b+U)F’) 


Unter den tetraedralen Kurven sind übrigens wichtige alge- 


braische Kurven enthalten, auf die wir aber hier nicht einzugehen 
haben. 


36. Gemeinsame Eigenschaften einiger Kurvenfamilien. Die 
Schraubenlinien, die den Winkel 9 mit der positiven z-Axe bilden 
(Nr. 32), sind durch die Gleichung: 





dz 
——— — 008 0 
oder: Vaa’+ day’ + da? 
(62) da? + dy? — tg?0d2?— 0 


definiert, die Loxodromen, die den Winkel e mit den Ebenen durch 
die z-Axe bilden, durch die Gleichung (49) in Nr. 34 oder: 


(63) (udy — yda) — sin? (a + 9) (da? + dy’+ de?) = 0, 
die Minimalkurven (Nr. 35) durch die Gleichung: 
(64) de? + dP? + d?=0 


und die Kurven des tetraedralen Komplexes durch die Gleichung (58) 
in Nr. 35: 


(65) (b— e)adydz + (c — a)ydzdz + (a — b)zdady =. 


Diese vier Gleichungen ordnen sich der gemeinsamen Form 
unter ?0%); 


201) Auch die in Nr. 34 zum Schluss erwähnten Kurven, die mit den von 
einem festen Punkte ausgehenden Radienvektoren einen konstanten Winkel bilden, 
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(66) 2a, y, 2, da, dy, de)=0, 
die in dx, dy, dz homogen sein soll. Eine solche totale Differential- 
gleichung heisst nach S. Zie??) eine Monge’sche Gleichung [LA 5, Nr.32]. 
Sie ordnet jedem Punkte (x, y, 2) einen Kegel von Fortschreitungs- 
richtungen (dx: dy:dz) der hindurchgehenden Integralkurven zu, der 
im Falle der vier angegebenen Familien von Kurven insbesondere vom 
2. Grade ist. Sehen wir von den Minimalkurven ab, so können wir 
längs einer Integralkurve &, y, 2 als Funktionen der Bogenlänge s 
auffassen. Sind dann wie früher «&,, ß}, Yı5 &» Ps, Ya} &y, Ps, Y die 
Richtungskosinus der Tangente, Haupt- und Binormale, 1:0 und 1:7 
Krümmung und Torsion einer Integralkurve im Punkte (x, y, 2), so 
ist nach (66): 

2, y, 2, 0, Pf, r)= 0. 


Differentiation nach s liefert vermöge der Frenet’schen Formeln (III 


3,2 Nr. 31): 
1 
2, + Q,Pı BIu e (2% no 2 zB: fr Q 73) =. 


Ist (x, 4, 3) der Krümmungsmittelpunkt des betrachteten Kurven- 
punktes, sodass 


t=27+ 060, y=y-+oß, 3=2+ 0% 
= ar UN Et 


ist, so folgt hieraus durch Elimination von 0, &, Ps, Y>: 


2, + 2%,Ah+ Wr) 1a - + WR 2) 
Tu 0-93 uU N TS 2 
Wegen der Form dieser Gleichung hinsichtlich r, Y, 5 liest man aus 
ihr den Satz von 8. Lie?®) ab: 

Diejenigen Krümmungsmittelpunkte (x, 4, 3), die zu einem bestimmten 
Punkte (x, y, z) und zu allen denjenigen Integralkurven‘ durch diesen 
Punkt gehören, die daselbst eine gemeinsame Tangente («,, ß}, y) haben, 
liegen auf einem Kreise, dessen Ebene natürlich zu der gemeinsamen 
Tangente senkrecht ist und der durch den betrachteten Punkt (x, y, 2) geht. 


und 


ordnen sich durch ihre analytische Definitionsgleichung der Form (66) unter, wie 
überhaupt die Kurven, die ein Büschel von Kugeln unter konstantem Winkel 
schneiden. 

202) Geom. d. Bertrf. p. 249. 

203) Leipziger Berichte 1898, p. 1, 2, wo er diesen Satz als eine Ausdeh- 
nung des Meusnier'schen Satzes für Kurven auf Flächen (vgl. III D 1, 2, Nr. 35; 
III D3, Nr.1) bezeichnet. Angedeutet schon in den Leipziger Berichten 1896, 
p. 412 Anm. 
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Insbesondere gilt dieser Satz für alle Loxodromen, die die Ebenen 
eines Büschels unter demselben Winkel schneiden, ferner für alle 
Schraubenlinien, die gleiche Neigung gegen eine feste Ebene haben, 
und für alle Kurven eines tetraedralen Komplexes. 

Die Schmiegungsebene eines Punktes (x, y, z) ist nach 8. Lie®%) 
nur dann stets die Tangentialebene des zugeordneten Kegels von Fort- 
schreitungsriehtungen längs der Tangente der Integralkurve, wenn die 
Monge’sche Gleichung (66) die speziellere Form 


®(ydz — zdy, ade — xdz, ady — ydx, dx, dy, dz) = 0 


hat. Alsdann hat sie insbesondere 00° geradlinige Integralkurven, 
d. h. dann handelt es sich um Komplexkurven (vgl. Nr. 35). Diesem 
Fall ordnen sich die Minimalkurven und die Kurven eines tetraedralen 
Komplexes unter ?®). 


V. Sonstiges. 


37. Aufzählung einiger nicht-besprochenen transcendenten 
Kurven. Aus dem Altertum stammt die Quadratrix des Dinostratus 


(v =x.ctg zr); angewandt zur Quadratur des Kreises. Zu demselben 


Zweck sind auch andere Quadratrickurven ersonnen worden®®). Dazu 
gehört die T'schirnhaus’sche Quadratrix, die affın ist zur Sinuslinie 
y= sinz, die Ozanam’sche Kurve, die affin ist zur Kurve y = sin?«, 
und die von ©. Falkenburg?®®) als Kochleoide bezeichnete Kurve, deren 
Gleichung in Polarkoordinaten r, # ist: 0 — const. sin 6, die aber 
schon aus älterer Zeit stammt. Die Sinuslinie und die Kochleoide 
lassen sich durch Projektion gemeiner Schraubenlinien (Nr. 20) er- 
zeugen wie auch die Cykloiden mit gerader Polbahn (Nr. 6). Die 
Bedeutung der Sinuslinie sowie der durch Superposition mehrerer 


204) Geom. d. Bertrf. p. 305. 

205) Für Komplexkurven ist von $. Lie, Christiania Videnskabs-Selskabet 
Forhandlinger 1883, p. 20, ein falscher Satz betr. ihre Torsion ausgesprochen 
und in Lie-Scheffers a. a. 0. mit fehlerhaftem Beweise p. 308 wiedergegeben 
worden. Denselben falschen Satz findet man auch bei A. Demoulin, Paris ©. R. 
115 (1892), p. 282, und Me&moire sur l’application d’une methode vectorielle, 
Brüssel u. Paris 1894, p. 57. Jedoch erkannte Demoulin in den Pariser C. R. 124 
(1897), p. 1077, den Fehler. Vgl. auch K. Zindler, Monatsh. Math. Phys. 11 
(1900), p. 30 Anm. 

206) Siehe @. Loria, Spezielle Kurven, p. 410-416. Wir fügen zu seinen 
Citaten hinzu: @. Fouret, Nouv. Ann. (3) 5 (1886), p. 39—43. 

207) Zu @. Loria’s Citaten sei noch hinzugefügt: A. Bentheim, Nieuw Ar- 
chiv voor wiskunde, 10 (1883), p. 76-80. 
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Sinuslinien in verschiedenem Massstab entstehenden Schwingungskurven 
für die Theorie der Elastieität ist bekannt 0). 

Auch der Name Spirale stammt aus dem Altertum (Loria, Spezielle 
Kurven, p. 441, Nr. 188, führt ihn auf Plato zurück.) Er lässt sich 
kaum mathematisch streng definieren?®). Auch die Erklärungen bei 
@. Loria: Kurven, deren geeignetste analytische Darstellung man bei 
Anwendung von Polarkoordinaten r, 0 erhält, und bei E. Pascal: 
Kurven, die sich in unendlich vielen Windungen, von denen jede fol- 
gende entweder innerhalb oder ausserhalb der vorhergehenden liegt, 
um einen Punkt drehen, sind nur Notbehelfe *%),, Herkömmlich 
nennt man unter den Spiralen ausser den archimedischen (Nr. 6), 
den logarithmischen (Nr. 16) und den Sinusspiralen (Nr. 21— 24) 
noch die parabolischen oder Fermat’schen Spiralen *'') (= a? 6), die 
hyperbolischen Spiralen (t=a:#) und die reziproken parabolischen 
Spiralen oder Litwi ("= a?:6). Allgemein nennt @. Loria *'?) die 
Kurven 1" —= a*6 Spiralen höheren Grade. W. Rulf*”') spricht von 
algebraischen Spiralen, ohne ausdrücklich zu sagen, dass er darunter 
diejenigen transcendenten Kurven versteht, die durch eine algebraische 
Gleichung zwischen r und 9 definiert werden können ’?!#) ?1), 

Betrachtungen der Mechanik [IV 11b] führten zu den Brachi- 
stochronen (Kurven kürzester Fallzeit) und Tautochronen (Kurven mit 
von der Wegelänge unabhängiger Fallzeit), die unter den einfachsten 
Voraussetzungen gemeine Cykloiden (Nr. 6) sind"). Ebenso ent- 
springen der Mechanik [IV C, Abschn. III] die elastischen Kurven, die 
sich jedoch nicht durch endliche geschlossene Gleichungen mittels der 
elementaren transcendentenu Funktionen, sondern nur durch Differen- 
tialgleichungen [111 D 8] definieren lassen?) 18), 





208) Der englische Maler W. Hogarth machte die Sinuslinie als Wellenlinie 
zur Grundlage seiner ästhetischen Untersuchungen in dem Buche: Analysis of 
beauty, 1753. 

209) Siehe Hoffmann-Natani, Mathem. Wörterbuch 6, Berlin 1867, p. 524. 

210) @. Loria, Spezielle Kurven, p. 442, vgl. auch p. 596; E. Pascal, Re- 
pertorium der höheren Mathematik, deutsch von Schepp, 2, Leipzig 1902, p. 544. 

211) E. Weyer, Über die parabolische Spirale, Kiel und Leipzig 1894. 

212) @. Loria, Spezielle Kurven, p. 434—441. 

213) Monatshefte Math. Phys. 3 (1892), p. 211—216. 

214) Siehe @. Loria, Spezielle Kurven, p. 441—448. 

215) W. Rulf zeigte Fussn. 213, wie man den Krümmungsradius einer Spirale 
bestimmen kann, sobald man den Krümmungsradius derjenigen Spirale kennt, 
deren Radienvektoren die Polarsubnormalen der ursprünglichen Spirale sind. 

216) Vgl. die Lehrbücher der Mechanik, ferner wegen der Verallgemeine- 
rungen (©. H. Müller, Über barytrope und tautobaryde Kurven, Diss. Zu 1880. 

217) Siehe @. Loria, Spezielle Kurven, p. 582—585. 


es 
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Es würde zu weit führen, wollten wir solche Kurven be- 
sprechen, die durch gewisse Operationen aus bekannten Kurven 
hervorgehen und die @. Loria abgeleitete Kurven nennt, wie z. B. die 
Fusspunktkurven und die Inversen bekannter Kurven, ferner Kurven, 
die beim Gleiten eines starren Winkels längs einer Kurve entstehen, 
die schiefen Evoluten einer Kurve u. s. w. Derartige ebene Kurven 
hat namentlich Z. Aoust in seiner Analyse des courbes planes, 1873, 
systematisch betrachtet, alsdann auch @. Loria. Zwischen verschie- 
denen der so hervorgehenden Kurvenarten bestehen besondere Be- 
ziehungen. Ein enger Zusammenhang”'?) besteht z.B. zwischen den 
Schwerpunktskurven und Verfolgungskurven). Die Betrachtung der 
Brennkurven oder kaustischen Kurven, die durch Refraktion oder Re- 
flexion entstehen, führte vielfach zu den schon von uns vorgeführten 
ebenen Kurven °**). 

Weiterhin nennen wir noch die Antiloga von K. Ohr. Fr. Krause au; 
dargestellt durch die Gleichung sr — a, wenn s die Bogenlänge, r der 
Tangentenwinkel ist, und die von Krause und A. Peters untersuchte 
Kurve”), bei der s®—= a?r ist und die später von E. Oesäro “re als 
Klothoide bezeichnet und durch die natürliche Gleichung se = const. 
(e = Krümmungsradius) dargestellt wurde 23). 

Ferner sind diejenigen Untersuchungen erwähnenswert, die sich 
auf Kurven beziehen, die gewissen unter ihren höheren Evoluten ähnlich 


218) Bei F. Klein und A. Sommerfeld, Über die Theorie des Kreisels, 
Leipzig 1898, p. 440, treten elliptische Kurven 2. Art auf, die eine grosse Klasse 
unter sich verwandter transcendenter Kurven bilden, die in geometrischer Hin- 
sicht und mit Rücksicht auf ihre Anwendungen allgemein studiert zu werden 
verdienen, wozu die Verfasser auffordern. 

219) Nach E. Cesäro, Nouv. ann. (3) 2 (1883), p. 85—89; ebenda 5 (1886), 
p- 65—83; Natürliche Geometrie, p. 97—110. 

220) Siehe @. Loria, Spezielle Kurven, p. 607”—614. Zu diesen Kurven ge- 
hört die Hundekurve, die Bahn des seinem Herren nachlaufenden Hundes bei 
Voraussetzung konstanter Geschwindigkeiten von Herr und Hund. Sie ist, wenn 
die Bahn des Herren gerade ist, im allgemeinen interscendent [Nr.1] (im beson- 
deren algebraisch), dagegen transcendent, wenn die Geschwindigkeiten von Herr 
und Hund gleich gross sind. 

221) Siehe @. Loria, Spezielle Kurven, p. 662-672. 

222) Novae theoriae linearum curvarum originariae et vere scientificae 
specimina quinque prima, hrg. v. H. Schröder, München 1835 (vom Verf. nicht 
eingesehen). 

223) Z. B. bei A. Peters, Neue Kurvenlehre, Dresden 1835, p. 173, 174. 

224) Nouv. ann. (3) 5 (1886), p. 511—520; Natürliche Geometrie, p. 15. 

225) Sie ist ein Spezialfall der Kurven, bei denen e= as ist. Zu 
diesen Kurven gehört auch die Kreisevolvente (Nr. 6). Vgl. @. Pirondini, Giorn. 
di mat. 30 (1892), p. 326—343, und @. Loria, Spezielle Kurven, p. 457-460. 
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oder kongruent sind?*). Zu ihnen gehören die logarithmischen Spiralen 
(nach Nr. 16) und die Cykloiden (nach Nr. 9). 

Stillsehweigend haben wir uns auf solche Kurven beschränkt, in 
deren Gleichungen nur im allgemeinen endliche, stetige und differen- 
zierbare Funktionen auftreten. Die ausserordentlichen Kurven, bei 
denen diese Voraussetzungen nicht sämtlich erfüllt sind, haben ihren 
Platz in der Funktionentheorie [II A 1, Nr. 9 £f.]. 


38. Einteilung der ebenen transcendenten Kurven. Die 
Gleichungen der ebenen transcendenten Kurven in Cartesischen oder 
projektiven Koordinaten sind so verschiedenartig, dass aus ihnen 
kein Einteilungsprinzip hervorgeht. Man könnte vermuten, dass eine 
bessere Übersichtlichkeit entspringe, wenn natürliche Bestimmungs- 
stücke, wie Bogenlänge s und Krümmungsradius o, eingeführt würden. 
Aber dann zeigt es sich, dass die interessanteren transcendenten Kurven 
durchaus nicht immer den einfacheren Gleichungen in s und go ent- 
sprechen. Vgl. z.B. die vielen natürlichen Gleichungen in E. Cesäro’s 
Natürlicher Geometrie. Eine bessere Übersicht als die Darstellung 
in x,y gewährt allerdings die Darstellung in s und e, wie man 
z.B. an den cykloidalen Kurven (Nr. 8) sieht. Ein besonderer Wert 
der Darstellung in natürlichen Koordinaten ist, dass sie gestattet, 
systematisch die Identität von Kurven nachzuweisen, die aus verschie- 
denen Definitionen hervorgegangen sind, da zwei ebene Kurven dann 
und nur dann kongruent sind, wenn bei beiden zwischen ihren Dif- 
ferentialinvarianten gegenüber allen Bewegungen (vgl. III D1,2, Nr. 14) 
dieselben Relationen bestehen. Ein klassisches Beispiel hierfür gab 
E. Cesaro, vgl. Anm. 104. 

Einen ernstlichen Versuch, zu einer rationellen Einteilung der 
ebenen transcendenten Kurven zu gelangen, macht @. Loria?”). Er 
betrachtet nämlich nach @. Fouret ®) und Clebsch- Lindemann”) eine 
Differentialgleichung erster Ordnung in x, y, die in z, y, y' alge- 


braisch ist: 
f (2, Y, Y ) —(. 


Sie sei insbesondere in y’ vom u" Grade. Durch jeden Punkt der 
Ebene gehen dann von den oo! algebraischen oder transcendenten 


226) V. Puiseux, J. de math. (1) 9 (1844), p. 377—399; @. Pirondini, Nouv. 
ann. (3) 5 (1886), p. 460—480; @. Loria, Spezielle Kurven, p. 622—626. 

227) Le curve panalgebriche, Prague Soc. M&m. 1901, Nr. 36, 1902, und: 
Spezielle Kurven, p. 407, 408, 724—730. 

228) Paris soc. math. Bull. 2 (1874), p. 72—83. 

229) Vorlesungen über Geometrie 1, Leipzig 1876, p. 962—978. 
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Integralkurven deren u. Setzt man y= ax + b, Y=a und ist die 
hervorgehende Gleichung: 


fe, ac +b)=0 

bei gegebenem a und b vom »'”" Grade in x, so heisst dies, dass es 
unter den oo! Integralkurven deren v giebt, die eine beliebige Gerade 
y=ax-+b berühren. Alsdann liegen die Berührungspunkte der von 
irgend einem Punkte O an alle Integralkurven gezogenen Tangenten 
auf einer algebraischen Kurve von der Ordnung u+v, die O als 
w-fachen Punkt hat. Entsprechend hüllen diejenigen Tangenten, die 
in allen Schnittpunkten irgend einer Geraden g mit den Integral- 
kurven konstruiert werden können, eine algebraische Kurve von der 
Klasse u +» ein, die die Gerade g als v-fache Tangente hat. Um- 
gekehrt, wenn eine ebene transcendente Kurve so beschaffen ist, dass 
die Berührungspunkte aller von einem beliebigen Punkte O der Ebene 
ausgehenden Tangenten an sie auf einer algebraischen Kurve (ut v)tr 
Ordnung liegen, oder wenn sie so beschaffen ist, dass diejenigen ihrer 
Tangenten, die man in ihren Schnittpunkten mit einer beliebigen Ge- 
raden 9 der Ebene konstruieren kann, eine algebraische Kurve (u v)ter 
Klasse umhüllen, so ist die Kurve eine Integralkurve einer in 2, y, y' 
algebraischen Differentialgleichung f(x, y, y') = 0, nach @. Fouret ??). 

Alle transcendenten Kurven von dieser Art nennt @. Loria 
pan-algebraisch. Er zeigt, dass eine grosse Anzahl von transcen- 
denten Kurven, darunter viele wichtige, deshalb, weil sich ihre 
geometrischen Definitionen durch algebraische Differentialgleichungen 
1. Ordnung ausdrücken lassen, panalgebraisch sind, und bestimmt für 
sie die Charakteristiken uw und v2). Man muss nämlich beachten, 
dass die Zahlen u und » nach den angegebenen Sätzen von G. Fouret 
auch dann bestimmbar sind, wenn nicht die Differentialgleichung 
einer Schar von 00! panalgebraischen Kurven vorliegt, sondern nur 
eine solche Kurve gegeben ist, da die Zahl der von einem Punkte an 
die Kurve gehenden Tangenten unendlich gross ist. Die ebenen W- 
Kurven (Nr. 18) lassen sich als die einfachsten panalgebraischen 
Kurven definieren, nämlich als diejenigen, bei denen u=v=1 ist. 
Bei den allgemeinen Trochoiden (Nr. 3) ist u=2,v=6, bei den 
spezielleren ist » unter Umständen kleiner. Für die Kettenlinien und 
Traktrieen (Nr. 27) it u=v—=2, für die Kurven von Delaunay 
und Sturm (Nr. 11) it au=2,v=4 u.s.w. Die allgemeinen Sinus- 


230) Paris Bull. soc. math. 2 (1874), p. 96—100, insbes. p. 97. 
231) In der vorhin erwähnten Abhandlung. Auch in @. Loria, Spezielle 
Kurven, sind jedesmal bei den einzelnen Kurven die Charakteristiken bestimmt. 
Encyklop, d. math. Wissensch. II 3. 18 
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spiralen (Nr. 21) und die sie umfassenden allgemeinen Cesäro’schen 
Kurven (Nr. 26) sind allerdings nicht panalgebraisch. 

Durch die Ordnung nach den Charakteristiken wird aber wenig- 
stens für die ausgedehnte Familie der panalgebraischen transcendenten 
Kurven eine rationelle Einteilung gewonnen. 


39. Register der erwähnten Kurven. Nachstehend geben wir 
ein Verzeichnis aller im Vorhergehenden genannten Kurven mit der 
Angabe derjenigen Nummern, in denen sie vorkommen. Ist von einer 
Kurve nur in den Fussnoten einer Nummer die Rede, so ist dies 
durch Einklammern der Zahl angedeutet. Kurve oder Kurven ist 
mit K. abgekürzt. 





Abgeleitete K. 37 Elastische K. 11, 37 
Adiabatische K. 18 Elliptische Kettenlinien (11) 
Ahrenk. (9) Elliptische K. 2. Art (37) 
Algebraische Cykloiden (7) Ephelix (8) 
— Sinusspiralen (21) Epicykeln (3) 
— Spiralen 37 Epicykloiden (3), (4), 7, (11), (33) 
— W-Kurven 14, (20) Epitrochoiden 3, 5 
Anharmonische K. (15) Evoluten der Cykloiden 9 
Antevolute d. logarith. Spirale (16) — d. logarith. Spiralen 16 
Antiloga 37 — d. Ribaucour’schen K. (26) 
Aoust’sche K. (31) — d. Trochoiden (9) 
Archimedische Spirale 6, 37 Evolvente einer Kreisevolvente (6) 
Ausserordentliche K. 37 Exponentialk. (14) 
Bertrand’sche K. 28—31 Fermat’sche Spirale 37 
— verallgemeinert 33 Filarevoluten ebener K. 32 
Brachistochronen 37 Filarevolventen 2. O. von ebenen K. (33) 
Brennk. (9), 37 Fusspunktk. 37 
— d. logarith. Spiralen (16) — der Cykloiden 9 

— der logarith. Spiralen 16 
Cesäro’sche K. 26, 38 — der Sinusspiralen 23 
— verallgemeinert (26) 
Cotes’sche Spirale (9) Gemeine Cykloiden 6, (9), 26, 37 
Courbes cyclides (34) — Schraubenlinien 20, 28, 31, 32, 34, 37 
Cyklische K. (5) — —, die Minimalk. sind, 35 
Cykloidale K. 8, 12, 26 Geodätische K. der Cylinder 31 
Cykloiden 5, 7, 8, 9, (11), 12, 26 Gewölbelinien (27) 
— höherer Ordnung (4) Gratlinie einer Böschungsfläche 32 
Cykloden (6 
en Schraubenlinien 20, |Hundek. 87 

89. 84 Hyperbeln höherer Ordnung (23) 
s Hyperbolische Kettenlinien (11) 

Debeaune’sche K. (14) — Spirale (27), 37 
Delaunay’sche K. 11, 37 Hypercykloiden 8, 12 
Doppelloxodromen 34 Hypocykloiden (4), 5, 7, (11) 
Dreieckspotentialk. 18 Hypotrochoiden 3, 5 








39. Register der erwähnten Kurven. 


Integralk. einer Jacobi’schen Differential- 
gleichung 13 

Integralk. einer Monge’schen Gleichung 
36 

Interscendente K. 1 

— Parabeln 14, 17 

Inverse K. 37 


Kaustische K. 37 

Kettenlinien 11, 26, 27, 38 

— elliptisch od. hyperbolisch (11) 

— gleichen Widerstands (27) 

— mit zwei Nasen (27) 

Klinoiden (27) 

Klothoide 37 

Kochleoide 37 

Komplexk. 35, 36 

Konische Schraubenlinien 34 

Kreisevolvente 6, (8), (11), 12, 26, (37) 

K., deren Bogenlänge einer Potenz der 
Abscisse proport. ist, (26) 

—, die alle Kreise od. Ebenen od. Kugeln 
eines Büschels od. die Mantellinien 
eines Kegels unter konstantem Winkel 
schneiden, 34, 36 

— eines Komplexes 1. Grades (20), 34 

— — 2. Grades 35, 36 

— eines tetraedralen Komplexes 20, 35, 36 

—, die höheren Evoluten ähnlich sind, 37 

— konstanter Krümmung (28), 29, 31 

— konstanter Krümmung und Torsion 20 

— konstanten Kurses 34 

— konstanter Neigung 31 

— konstanter Summe der Quadrate von 
Krümmung und Torsion (33) 

— konstanter Torsion 28, 31 

— konstanten Verhältnisses von Krüm- 
mung und Torsion 31 

— kürzester Fallzeit 37 

— mit geg. Relation zwischen Krümmung, 
Torsion, Bogenlänge u. dgl. 33 

— mit konstantem Produkt von Krüm- 
mungsradius u. Normale 27 

— mit konstantem Verhältnis von Krüm- 
mungsradius u. Normale 23, 26 

— mit linearer Relation zwischen Krüm- 
mung und Torsion 28 

— mit von der Wegelänge unabhängiger 
Fallzeit 37 
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Kurvenpaare mit gemeinsamen Haupt- 
normalen 28 

— mit parallelen Hauptnormalen (28), 29 

— mit reziproken begleitenden Drei- 
kanten (31) 


Lame’sche K. (23) 

Lituus 37 

Logarithmische Doppelspiralen (34) 
—K 1419 

— Spiralen (8), 12, (15), 16, 23, 26, 34, 37 
Logistica (14) 

Longitudinale (27) 

Loxodromen 34, 36 

— des Rotationscylinders 20 


Meridiank. d. Rotationsflächen konstan- 
ter Krümmung 27 

— — konstanter mittlerer Krümmung 11 

Minimalk. 31, (32), 35, 36 

Minimalschraubenlinien 35 


Neoide (6) 
Norwich’s Spirale (6) 


Orthogenides (23) 

Orthogonale Trajektorien von Ellipsen 
oder Hyperbeln 17 

— — von Kreisen 27 

— — von Parabeln 19 

Ozanam’sche K. 37 


Panalgebraische K. 38 
Parabeln, höhere, 14, 17 
Parabolische Spirale 37 
Paracykloiden 8, 12 
Parallelk. (32) 
Pericykloiden (5) 
Polark. der Cykloiden (9) 
Polytropische K. (18) 
Pseudocykloiden 8 
Pseudokatenarien (27) 
Pseudotraktricen (27) 


Quadratrixk. 37 


Reziproke parabolische Spirale 37, 
Ribaucour’sche K. (11), (12), 26 
— — vom Index — 3: 26, 27 


18* 
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Rhodoneen 9 

Rollk. 2, (12) 

— mit gerader Polbahn 10, 11, 12 
Rosaces oder Rosenk. (9) 
Rouletten 2 
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Schiefe Evoluten 37 

Schraubenlinien allgemein 31, 32, 36 
Schwerpunktk. 37 

Schwingungsk. 37 

Segelk. (27) 

Seilk. (27) 

Selbstprojektive K. (13) 

Sinuslinie 37 

Sinusspiralen (11), (12), 21, 26, 37, 38 
— vom Index Null 23 

Sphärische Cykloiden (82) 

— Kreisevolventen (32) 

— Loxodromen 20, 34 

— Schraubenlinien 32 

Spiralen allgemein 37 

Spirales ä inflexion proportionelle (23) 
— equiharmoniques (15) 

— sinusoides (21) 

Spirale von Cotes (9) 
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Spirale von Sturm oder Norwich (6) 
Sprungseilk. (11) 

Sturm’sche K. 11, 38 

Syntraktrix (27) 


Tautochronen 37 
Tetraedral-symmetrische K. 25, 35 
Traktorie (27) 

Traetrix complicata (27) 

Traktricen 27, 38 

Transcendente K. allgemein 1, 38 
Triangulär-symmetrische K. 25 
Trochoiden allgemein 3—5, 7, (8), 9, 38 


Velaria (27) 
Verfolgungk. 37 


W-Kurven eben 13—19, 38 

— — und von 1. Art 14, 15 

— — und von 2. Art 14, 19 

— im Raume 13, (16), 20, 34, 35 
Wellenlinie (37) 

Windschiefer Kreis (31) 


Zuglinie (27) 


(Abgeschlossen im Juni 1903.) 
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I1D5. BESONDERE FLÄCHEN. 


Von 
R. v. LILIENTHAL 


IN MÜNSTER I/w. 


Inhaltsübersicht. 


I. Geradlinige Flächen. 
1. Erklärungen. 


2. Nichtabwickelbare Linienflächen. 
3. Abwickelbare Linienflächen. 


II. Weitere kinematisch definierbare Flächen. 


4. Cyklische Flächen. 
5. Schraubenflächen. 
6. Translationsflächen. 
7. Spiralflächen. 


II. Krümmungsmittelpunktsflächen. 
8. Erklärungen. 


9. Die eine Schale der Krümmungsmittelpunktsfläche artet in eine Kurve aus. 

10. Beide Schalen der Krümmungsmittelpunktsfläche arten in Kurven aus. 
Dupin’sche Cykliden. 

11. Die allgemeine Krümmungsmittelpunktsfläche. 

12. Bestimmung einer Fläche, für welche eine Schale oder beide Schalen der 
Krümmungsmittelpunktsfläche vorgeschrieben sind, 


IV. Flächen mit ebenen oder sphärischen Krümmungslinien. 


13. Die Monge’schen Gesimsflächen. 

14. Untersuchungen von Bonnet, Serret, Enneper, Rouquet. 

15. Untersuchungen von Dini, Darboux. 

16. Untersuchungen von Brioschi, Dini, Dobriner, Blutel, Darboux. 


V. Weingarten’sche Flächen. 
17. Die beiden Weingarten’schen Sätze. 
18. Weitere Sätze. 
VI. Minimalflächen. 


19. Historisches. Sätze von Meusnier. Integral von Monge. 

20. Die von Scherk, Catalan, Enneper gefundenen Minimalflächen. 

21. Analytische Darstellungen der Minimalflächen von Weingarten, Enneper, 
Weierstrass, Riemann, Peterson, Beltrami. 
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22. Bestimmung eines Minimalflächenstücks bei gegebener Begrenzung. 
23. Die einer Minimalfläche assoziierten Minimalflächen. , 

24. Methode von Darbouz. 

25. Bestimmung einer Minimalfläche durch einen analytischen Streifen. 
26. Weitere besondere Minimalflächen. 

27. Methode von Lie. 

28. Die Goursat'sche Transformation der Minimalkurven. * 
29. Einer Abwickelbaren eingeschriebene Minimalflächen. 

30. Methode von Ribaucour. 

31. Sätze von Schwarz, Weingarten, Dini. 


VII. Flächen konstanter Krümmung. 

32. Untersuchungen von Minding, Dini, Enneper, Beltrami, Hilbert. 

33. Die Rotationsflächen konstanter Krümmung und Linienelemente der pseudo- 
sphärischen Flächen. 

34. Die geodätischen Linien auf den Flächen konstanter Krümmung. 

35. Transformationen und Haupttangentenkurven der Flächen konstanter Krüm- 
mung. 

VIII. Weitere besondere Flächen. 

36. Flächen mit besonderen Eigenschaften der Hauptkrümmungshalbmesser. 

37. Flächen mit besonderen Eigenschaften der Krümmungslinien. 

38. Flächen mit besonderen Eigenschaften der Haupttangentenkurven und kon- 
Jugierten Linien. 

39. Flächen mit besonderen Eigenschaften der geodätischen Linien und geodä- 
tischen Kreise. 

40. Imaginäre Flächen. 


Litteratur. 


Bemerkung. Auf die im folgenden häufiger angeführten Werke: 


@G. Darboux, Legons sur la theorie generale des surfaces et les applications 
geometriques du caleul infinitesimal. 1, Paris 1887; 2, 1889; 3, 1894; 4, 1896; 
L. Bianchi, Vorlesungen über Differentialgeometrie. Deutsch von M. Lukat, 
Leipzig 1896/99 (im Original: Lezioni di geometria differenziale. Pisa 1893, 
2. Ed. 1902), 
wird unter der Bezeichnung „Darboux“ 1, 2, 3, 4; „Bianchi“ Ben 
Weitere Litteratur siehe unter IIID1,2, p. 2. 


I. Geradlinige Flächen. 


l. Erklärungen. Eine Fläche, die durch Bewegung einer Ge- 
raden erzeugt werden kann, nennt man eine geradlinige Fläche (Linien- 
fläche, Regelfläche, windschiefe Fläche). Für den Fall, dass die er- 
zeugende Gerade stets Tangente ein und derselben Kurve ist, heisst 
die geradlinige Fläche abwickelbar, weil sie alsdann auf eine Ebene 
abgewickelt werden kann (III D 6a, Nrr. 3, 21). Lässt man eine durch 


m a 
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einen festen Punkt gehende Gerade sich so bewegen, dass sie der er- 
zeugenden Geraden einer Linienfläche stets parallel ist, so erhält man 
den Leitkegel (Richtungskegel) der Linienfläche, der bei den Zylinder- 
flächen durch eine Gerade vertreten wird, der aber auch, wie bei 
der gewöhnlichen Schraubenfläche (Nr. 5), eine Ebene, die Leitebene, 
sein kann. Besitzt eine Linienfläche eine Leitebene, und treffen ihre 
Erzeugenden ein und dieselbe feste Gerade, so wird sie eine Konoid- 
fläche genannt. Die geradlinigen Flächen mit einer Leitebene sind 
ausführlich untersucht von E. Catalan'), der auch im besonderen die 
gewöhnliche Schraubenfläche und ihre geodätischen Linien behandelte. 
Die um den Mittelpunkt des Leitkegels mit dem Halbmesser Eins 
beschriebene Kugel schneidet aus dem Leitkegel die sphärische Indi- 
katrix der Linienfläche aus. Nehmen wir als Koordinaten der Punkte 
einer Linienfläche: 
ot IJEH tn Ent Wr 


WO %g, Yo> 205 Prr Py» P, — Aie Richtungskosinus der Erzeugenden — 
Funktionen von v allein bedeuten, so haben wir es mit einer ab- 
wickelbaren Fläche zu thun, wenn 


x, (P,P, — PP) =). 


Die Aufstellung der partiellen Differentialgleichung der gerad- 
linigen Flächen und ihrer Arten bildet ein Hauptziel der Application 
d’Analyse & la Geometrie von @. Monge (fünfte Aufl. besorgt von 
J. Liowille, Paris 1850). Vgl. J. A. Serret, Lehrbuch der Diff.- und 
Integralrechnung, deutsch von A. Harnack 1, Leipzig 1884, p. 486 ff.; 
2. Aufl., von @. Bohlmann, 1, 1897, p. ATLfl. Über die Bedingung, 
unter der eine gegebene, nicht abwickelbare, Fläche geradlinig ist, 
vgl. E. Cosserat, Toulouse Mem. (9) 7 (1895), p. 373. 


2. Nichtabwickelbare Linienflächen. Wir erwähnen zunächst» 
Sätze von M. Chasles?). Die Tangentialebenen der Fläche längs einer 
Erzeugenden bilden ein Ebenenbüschel, dessen Ebenen den Punkten 
der Erzeugenden, in denen sie die Fläche berühren, projektiv zuge- 
ordnet sind. Der Satz, dass die Normalen einer Linienfläche längs 
einer Erzeugenden ein hyperbolisches Paraboloid bilden, dürfte auf 


1) J. &c. polyt. 17 (1843), p. 121. Vgl. Ch. Bioche, Bull. sciences math. (2) 
16 (1892), p. 159. 

2) J. de math. (1) 2 (1837), p. 413; Corr&spond. math. et phys. 11 (1839), 
p. 52. Vgl. die ausführliche Untersuchung auf kinematischer Grundlage von 
E. Lamarle, Theorie geometrique des centres et axes instantands de rotation, 
Bruxelles-Paris (1859), p. 57 f. 
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P. Hachette zurückzuführen sein?*). Jede Ebene des Büschels berührt 
in einem Punkte P die Fläche und steht in einem Punkte P’ auf ihr 
senkrecht. Legt man drei Ebenen durch eine Erzeugende, so bilden die 
sechs Punkte, in denen Berührung und Senkrechtstehen stattfindet, eine 
Involution. Das Produkt p der Entfernungen der Punkte P und P’ von 
einem festen Punkte O der Erzeugenden ändert sich nicht, wie auch 
der Punkt P in der Erzeugenden gewählt sein mag, es ist also eine 
Funktion von v allein. Der Punkt O heisst der Mittelpunkt (Zentral- 
punkt) der Erzeugenden. Er ist der Ort des Punktes P’, falls P 
im Unendlichen liegt, und er ist gleichzeitig der in der Be 
liegende Endpunkt ihres kürzesten Abstandes von der benachbarten 
Erzeugenden. Der Ort der Punkte O wird die Grat- oder Strik- 
tionslinie, auch Kehllinie der Fläche genannt. Die Tangenten der Grat- 
linie sind senkrecht zu den entsprechenden Tangenten der sphärischen 
Indikatrix. Die Koordinaten der Gratlinie ergeben sich aus den Koordi- 
naten der Fläche, wenn man « durch die Funktion u, ersetzt, die 
durch die Gleichung 


bestimmt wird?®). Bezeichnen wir mit d den Winkel, den die im 
Punkte (u) einer Erzeugenden berührende Tangentialebene mit der 
im Punkte (,) derselben Erzeugenden berührenden bildet, so ist: 


U—U, 


tgy = ß BP, 





wo ß nur von v» abhängt. Man nennt ß den Verteilungsparameter 
(Distributionsparameter). Das oben mit p bezeichnete Produkt hat 
den Wert —ß?. Für ß selbst findet sich die Gleichung): 
en 1 ’ ’ ’ 
= 2, H(PuPz — BaPr) 
ß >. > o(PyP v) 
Nennt man @ den Winkel, unter dem die betrachtete Erzeugende die 
Gratlinie schneidet, ferner s die Bogenlänge der Striktionslinie, 6 die 
Bogenlänge der sphärischen Indikatrix, so ist auch: 


t 
r 


ä ds 
a ee 


2°) J. f. Math. 8 (1832), p. 358. Vgl. E. Duporcqg, Nouv. Ann. (3) 17 
(1898), p. 111. 

2») Über die Bestimmung einer geradlinigen Fläche mit vorgeschriebener 
Gratlinie vgl. R. Hoppe, Arch. Math. Phys. (2) 11 (1892), p. 345. 

3) „Darboux“, 3, p. 302. 
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Für das Gauss’sche Krümmungsmass (IIID 1,2, Nr. 36) der Fläche erhält 
man den Ausdruck: —_ 

(u — u? +)" 
In den Punkten der Gratlinie ist also das Quadrat des Verteilungs- 
parameters gleich dem absoluten Wert des Produkts der Hauptkrüm- 
mungshalbmesser. 

Die durch die Punkte der Gratlinie senkrecht zu den daselbst 
schneidenden Erzeugenden der Fläche gezogenen Flächentangenten 
bilden die konjugierte Fläche der Linienfläche. Ihre Gratlinie fällt 
mit der der gegebenen zusammen‘). Bezeichnet man den Winkel 
zweier benachbarter Erzeugenden der gegebenen Fläche mit do, den 
Winkel der entsprechenden Erzeugenden der konjugierten Fläche mit 


do, so ist das Verhältnis Fr 
[0] 


(HI D 3, Nr. 12) der sphärischen Indikatrix der gegebenen Fläche im 
entsprechenden Punkt?). 

G. Pirondini?*) zeigte, dass längs der Striktionslinie einer ge- 
radlinigen Fläche die Erzeugenden der Fläche, ihre Normalen und 
die Erzeugenden ihrer konjugierten Fläche bezw. parallel sind den 
Tangenten, den Haupt- und Binormalen einer Kurve. Die Hinzunahme 
dieser Kurve ist häufig von Vorteil, so in dem von R. Hoppe°®) be- 
handelten Falle, in welchem die Gratlinie zugleich Krümmungslinie 
der Linienfläche ist. 

Eine ausführliche Erörterung der auf einer Linienfläche gezogenen 
Kurven findet man in dem angeführten Werke von P. Serret®). Her- 
vorzuheben sind Sätze über Haupttangentenkurven’) (II D 3, Nr. 1). 
Die eine Schar dieser Linien wird von den Erzeugenden der Fläche 
gebildet. Hinsichtlich der anderen kann man mit J. Bertrand®) fragen, 








gleich der geodätischen Krümmung 


4) Paul Serret, Theorie nouvelle geometrique et m&canique des lignes ä 
double courbure, Paris 1860, p. 144, 

5) P. Serret, a. a. O. p. 146. 

5*) Giorn. di mat. 23 (1885), p. 296; R. Hoppe, Arch. Math. Phys. (2) 11 
(1892), p. 218. 

5®) Arch. Math. Phys. (2) 15 (1897), p. 251. Vgl. E. Cesäro, Nouv. Ann. 
(3) 8 (1889), p. 445; Ch. Bioche, Par. soc. math. Bull. 19 (1891), p. 42. 

6) p. 143 ff. 

7) Vgl. A. Olebsch, J. f. Math. 68 (1868), p. 151; A. Voss, Math. Ann. 12 
(1877), p. 485; E. Picard, Paris, C. R. 84 (1877), p. 229; R. Hoppe, Arch. Math. 
Phys. (1) 60 (1877), p. 276; @. H. Halphen, Par. soc. math. Bull. 6 (1878), p. 7; 
@. Koenigs, Paris, C. R. 106 (1888), p. 51; E.Ciani, Giorn. di mat. 27 (1889), 
p- 233, wo die durch eine Raumkurve bestimmten geradlinigen Flächen unter- 
sucht sind. 

8) J. de math. (1) 15 (1850), p. 332. Vgl. im. selben Bande p. 481 die 
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ob sich in ihr Einzelkurven finden, die die Erzeugenden senkrecht 
schneiden. Die Erzeugenden sind dann die Hauptnormalen einer solchen 
Haupttangentenkurve (III D 4, Nr.28). Hier sind folgende Fälle mög- 
lich: 1) Es findet sich keine solche Haupttangentenkurve. 2) Es findet 
sich nur eine solche. Alsdann geht die Riccati’sche Differentialglei- 
chung (IL A4b, Nr.8), welche im allgemeinen die Haupttangenten- 
kurven bestimmt, in eine lineare über und ist durch Quadraturen 
integrierbar”). 3) Es finden sich zwei. Dann besteht zwischen der 
ersten und zweiten Krümmung jeder derselben eine lineare Be- 
ziehung'®). 4) Sämmtliche Einzelkurven der Schar sind orthogonale 
Durchdringungskurven der Erzeugenden. Hier besitzt jede der frag- 
lichen Haupttangentenkurven konstante erste und zweite Krümmung 
und ist somit eine Schraubenlinie (II D 1,2, Nr. 32; IIID 4, Nr. 20). 
Die entsprechende Fläche ist die gewöhnliche Schraubenfläche!!) (Nr. 5). 

Aus dem Umstand, dass die Bestimmung der nicht geraden Haupt- 
tangentenkurven einer Linienfläche von einer Riccati’schen Differential- 
gleichung abhängt, folgert P. Serret'?), dass die fraglichen Kurven 
aus je zwei Erzeugenden projektive Punktreihen ausschneiden'?). Be- 
sitzt die betrachtete Linienfläche eine Leitebene, so teilen die frag- 
lichen Kurven je zwei Erzeugende in proportionale Abschnitte !*). 
Wenn die Gratlinie einer geradlinigen Fläche zugleich eine Haupt- 
tangentenkurve derselben ist, so ist die Tangente der sphärischen 
Indikatrix der Fläche parallel der Binormalen der Gratlinie. Zugleich 
sind hier die Verteilungsparameter der Fläche und ihrer konjugierten 
einander gleich °). 

O. Bonnet fand den Satz!®), dass, wenn eine auf einer Linien- 
fläche gezogene Kurve von den drei Eigenschaften — eine geodätische 
Linie zu sein — eine isogonale Trajektorie der Erzeugenden zu sein 
— die Gratlinie zu sein — zwei besitzt, sie auch die dritte besitzt. 


Arbeit von Voizot, und im selben Journal (2) 1 (1856), p. 223 eine Arbeit von 
4A. H. Ourtis. 

9) Vgl. E. Bour, J. €c. polyt. 22 (1862), p. 48. 

10) Serret, a. a. OÖ. p. 109. 11) Serret, a. a. OÖ. p. 170. 

12) a. a. O. p. 169; vgl. A. Demoulin, Mathesis (2) 9 (1899), p. 159. 

13) Über die allgemeinen Kurven mit dieser Eigenschaft vgl. Oh. Bioche, 
Bull. sci. math. (2) 12 (1888), p. 290; Toulouse Ann. 3 (1889), p. 1; über die 
geradlinigen Flächen, auf denen die Krümmungslinien die fragliche Eigenschaft 
besitzen vgl. Ch. Bioche, Par. soc. math. Bull. 16 (1888), p. 119. 

14) Serret, a. a. O. p. 167. Vgl. A. Enneper, Gött. Nachr. (1870), p. 501; 
(1871), p. 2. 

15) Serret, a. a. O. p. 150; E. Catalan, Bull. soc. philomath. (1848), p. 68. 

16) J. ec. polyt. 19 (1848), p. 71. 
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Die Flächen, auf denen die Gratlinie eine geodätische Linie ist und 
zugleich die Erzeugenden unter konstantem Winkel schneidet, werden 
erhalten, wenn man durch die Punkte einer Raumkurve Gerade zieht, 
die in den rektifizierenden Ebenen (III D 1, 2, Nr. 29) der Raumkurve 
liegen und mit der Kurve einen konstanten Winkel bilden '”). 

Hinsichtlich der Krümmungslinien bemerkte P. Serret'®), dass es 
in jeder Schar von solchen im allgemeinen vier Einzelkurven gibt, 
welche die Erzeugenden unter konstantem Winkel schneiden. Die 
einzige Linienfläche, bei der alle Krümmungslinien diese Eigenschaft 
haben, ist die gewöhnliche Schraubenfläche; die einzige geradlinige 
Fläche mit lauter ebenen Krümmungslinien ist das einschalige Rota- 
tionshyperboloid '?). 

Aus einer Arbeit von U. Dini°) erwähnen wir den Satz: Sind 
die Erzeugenden einer Linienfläche längs ihrer Gratlinie die Tangenten 
eines Zylinders, so ist die Fläche entweder abwiekelbar oder ihr Leit- 
kegel ist ein Kreiskegel. In derselben Arbeit sind weitere Eigen- 
schaften von Linienflächen mit einem Kreisleitkegel mitgeteilt. — 
5. Lie?®®) und E. Picard‘) betrachteten die Linienflächen, deren 
Erzeugende einem linearen Komplex (III C 9) angehören. In zwei 
Punkten einer Erzeugenden ist die Tangentialebene einer solchen Fläche 
zugleich die dem Berührungspunkte hinsichtlich des Komplexes kon- 
jJugierte Ebene. Der Ort jener Punkte auf der Fläche wird von zwei 
Haupttangentenkurven gebildet. 

Sätze über geradlinige Flächen mit Ziouville'schem Linienelement 
(HID3, Nr. 18) finden sich bei @. Demartres, Par. C. R. 110 (1890), 
p. 329; besondere konjugierte Kurvensysteme (III D 3, Nr.3) auf ge- 
radlinigen Flächen behandelt A.Voss, Math. Ann. 39 (1891), p. 214, 215. 


3. Abwickelbare Linienflächen. (Vgl. IID3, Nr.4, p.112.) Die 
Erzeugenden einer abwickelbaren Fläche sind die Tangenten ihrer 
Gratlinie. Bezeichnet man die Koordinaten der Punkte der letzteren 
mit %,, Yo, 20, mit v» ihre von einem festen Punkte an gerechnete 
Bogenlänge, so stellen die Gleichungen: 


d 0 d 0 d 0 
tu), y-ntwu—)ER, ent (u—)T 


die fragliche Abwickelbare in der Art dar, dass die Kurven = const. 


17) Serret, a. a. O. p. 149, 150. 18) a. a. O. p. 159. 

19) U. Dini, Ann. di mat. (2) 1 (1867—68), p. 146 und ebenda (2) 4 
(1870-71), p. 201. 

20) Giorn. di mat. 3 (1865), p. 281. 20°) Math. Ann. 5 (1872), p. 179. 

21) Paris, ©. R. 84 (1877), p. 229 und Ann. dc. norm. (2) 6 (1877), p. 331. 
Vgl. Oh. Bioche, Par. soc. math. Bull. 19 (1891), p. 39. 
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die senkrechten Durchdringungskurven der Erzeugenden (v = const.) 
sind?!*). Die den wachsenden bez. abnehmenden Werten der Bogen- 
länge v entsprechenden Halbtangenten der Gratlinie bilden den Teil 
der Fläche, für welchen « — v positiv bez. negativ ist. Die auf dem 
ersten oder zweiten dieser Teile liegenden Kurven u = const. werden 
durch die Bewegung des einen der beiden Endpunkte eines auf die 
Gratlinie gelegten Fadens erhalten, wenn der Faden so abgewickelt 
wird, dass beim Fortschreiten seines Berührungspunktes auf der Grat- 
linie sich die zu letzterem gehörende Bogenlänge verkleinert oder 
vergrössert. Sie sind also die Filarevolventen der Gratlinie?!P) (IIID1,2, 
Nr. 33). Andererseits bilden sie die eine Schar der Krümmungslinien 
der Fläche, während die andere von den Erzeugenden gebildet wird. 
Hier gilt der Satz?!°), dass die Polarflächen (Ort der Krümmungs- 
achsen, III D1,2, Nr.29) der Kurven u= const. in eine einzige Fläche 
ale die die Rolle der Krümmungsmittelpunktsfläche (Nr. 8) 
der Abwickelbaren spielt?!) und mit der rektifizierenden Fläche der 
Gratlinie, d.h. der Einhüllenden ihrer rektifizierenden Ebenen (IIID1,2, 
Nr. 29) identisch ist. 

Sowohl die Bestimmung der geodätischen Linien ??) (III D3, Nr. 14) 
einer Abwickelbaren wie die Bestimmung der isogonalen Trajektorien 
ihrer Erzeugenden ?) führt auf die Integration einer linearen Differential- 
gleichung. Schneidet eine Geodätische die zur Bogenlänge v, gehörende 
Erzeugende unter dem Winkel g,, so schneidet sie die zur Bogenlänge v 


gehörende Erzeugende unter dem Winkel 9 = — fi + 9,, wo n die 
erste Krümmung der Gratlinie bezeichnet. Dabei ist tg p gleich dem 


21*) Für die Anwendung von Ebenenkoordinaten vgl. L. Painvin, Par. 
C. R. 71 (1870), p. 217. 

21®) E. Beltrami, Ann. di mat. (1) 4 (1861), p. 276; E. Oombescure, J. f. 
Math. 62 (1863), p. 174. « 

21°) H. Molins, J. de math. (2) 4 (1859), p. 347. 

214) @. Monge, Paris M&m. sav. [etr.] 10 (1785) (lu 1776), p. 546. 

22) F. Minding, J. f. Math. 20 (1840), p. 223; H. Molins, J. de math. (1) 
12 (1847), p. 394; L. Aoust, Analyse infinites. des courbes tracees sur une surf. 
quelc., Paris (1869), p. 189; A. Enneper, Zeitschr. Math. Phys. 18 (1873), p. 615. 
Eine zusammenfassende Darstellung gab A. Puchta, Wien. Ber. 97IIa (1888), 
p. 1269. Vgl. „Bianchi“, p. 171; „Darboux“ 3, p. 220. Eine charakteristische 
Eigenschaft der fraglichen Linien zeigte H. v. Mangoldt, Math. Ann. 18 (1881), 
p. 604. Über algebraische Geodätische und Krümmungslinien auf abwickelbaren 
Flächen vgl. P. Stäckel, Math. Ann. 43 (1893), p. 171; 45 (1894), p. 341. 

23) H Molins, J. de math. (1) 8 (1843), p. 132; vgl. E. Combescure, ER: 
Math. 62 (1863), p. 174. 
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Verhältnis der ersten zur zweiten Krümmung der G@eodätischen. Die 
sämtlichen Geodätischen, welche eine Erzeugende unter demselben 
Winkel schneiden, schneiden jede Erzeugende unter ein und demselben 
Winkel; ihre orthogonalen Trajektorien sind wieder geodätische Linien 
der Abwickelbaren, und jede Geodätische der letzteren ist eine iso- 
gonale Timjektorie einer derartigen Schar. — Die Aufgabe, durch 
eine gegebene Kurve eine abwickelbare Fläche so zu legen, dass die 
Kurve auf ihr ein geodätischer Kreis (III D 3, Nr. 38) mit gegebener 
geodätischer Krümmung wird, ist von H. Molins**) gelöst und von 
W. Schell?°) ausführlich behandelt worden. — Bei P. Serret?) finden 


sich die Sätze: 


1) Wenn die Erzeugenden einer abwickelbaren Fläche eine feste 
Kugel unter konstantem Winkel treffen, so ist ihre Gratlinie eine geo- 
dätische Linie des Kegels, der vom Kugelmittelpunkt aus durch diese 
Gratlinie gelegt ist. 

2) Besitzt eine abwickelbare Fläche eine ebene Krümmungslinie, 
so ist ihre Gratlinie eine geodätische Linie des Zylinders, der durch 
die Gratlinie hindurchgeht und auf der Ebene der Krümmungslinie 
senkrecht ist. 

3) Besitzt eine abwickelbare Fläche eine sphärische Krümmungs- 
linie, so ist ihre Gratlinie eine geodätische Linie des Kegels, der vom 
Mittelpunkt der Trägerkugel aus durch die Gratlinie gelegt ist. 

Hinsichtlich der geodätischen Linien auf einem Kegel bemerkt 
G. Pirondini?”), dass die Schmiegungsebenen einer jeden konstanten 
Abstand von der Spitze des Kegels besitzen, und dass das Verhältnis 
der ersten zur zweiten Krümmung einer solchen Linie eine lineare 
Funktion der Bogenlänge ist. Beide Sätze sind umkehrbar. 

In einer grossen Arbeit über die Umhüllungsflächen von Ebenen- 
und Kugelscharen?®) betrachtet @. Pirondini den Schnitt einer Tan- 
gentialebene einer abwickelbaren Fläche mit der Fläche selbst. Dieser 
Schnitt berührt die Gratlinie der abwickelbaren Fläche in einem Punkt, 
und in ihm ist das Verhältnis des Krümmungshalbmessers des 
Schnitts zum Halbmesser der ersten Krümmung der Gratlinie gleich 
4.) Femer wird die Aufgabe gelöst, durch eine gegebene Kurve eine 

24) J. de math. (2) 1 (1856), p. 265. 

25) Allgem. Theorie der Kurven doppelter Krümmung. 2. Aufl. Leipzig 1898, 

„142. 
ö 26) a. a. 0. p.89. Den Satz 2) gibt O. Bonnet, J. &e. polyt. 20 (1853), p. 170. 
S. auch Schell, Archiv Math. Phys. (3) 5 (1903), p. 4. 
27) Giorn. di mat. 26 (1888), p. 105, 115. Vgl. X. Antomari, Par. soc. math. 


Bull. 17 (1889), p. 118. 
28) Bologna, Mem, (4) 9 (1889), p. 641. 29) ibid, p. 644, 
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Abwickelbare so zu legen, dass die Kurve durch Abwiekelung der 
Fläche auf eine Ebene in eine gegebene ebene Kurve übergeht?"). 
Auch die Frage, unter welchen Bedingungen eine mit dem Dreikant 
der Tangente, Haupt- und Binormale einer Kurve (III D 1,2, Nr. 29) 
festverbundene Gerade eine abwickelbare Fläche beschreibt, ist von 
Pirondini behandelt?'), und im besonderen ist der Fall untersucht, in 
dem die Gerade einer Kante des Dreikants parallel ist. Die Parallel- 
fläche einer Abwickelbaren wurde von Pirondini°?), die zwei gegebenen 
Flächen umschriebene Abwickelbare von A. Enneper untersucht). 


II. Weitere kinematisch definierbare Flächen. 


4. Cyklische Flächen. Unter einer cyklischen Fläche versteht 
man eine solche, auf der eine einfach unendliche Anzahl von Kreisen 
liegt. Für die analytisch-geometrische Behandlung der eyklischen 
Flächen ist die Methode von E. Laguerre von Wichtigkeit, bei der 
ein Kreis als Durchschnitt zweier isotroper Kegel erscheint). Die 
erste differentialgeometrische Untersuchung dieser Flächen dürfte 
A. Enneper gegeben haben, der zunächst den Satz aufstellte ®): 
Schneiden sich auf einer eyklischen Fläche je zwei unendlich benach- 
barte Kreise in zwei Punkten, so ist die Fläche die Einhüllende einer 
einfach unendlichen Schar von Kugeln und umgekehrt. Fallen die 
Schnittpunkte in einen Punkt zusammen, so berührt in ihm der er- 
zeugende Kreis die Schnittpunktskurve. Jetzt ist entweder die Ebene 
des Kreises zugleich die Schmiegungsebene der Schnittpunktskurve 
oder sie enthält die Tangente der Mittelpunktskurve der erzeugenden 
Kreise. 

Die Einhüllenden einer einfach unendlichen Kugelschar bilden eine 
Hauptklasse unserer Flächen®®) (vgl. IIID3, Nr.4, p.113). Hier bilden 
die erzeugenden Kreise die eine Schar der Krümmungslinien; längs jedes 
erzeugenden Kreises bilden die Normalen der Fläche einen Kegel, 
dessen Spitze ($) auf der Mittelpunktskurve (CO) der Kugeln liegt, 


30) ibid. p. 647. 31) ibid. p. 645. 

32) Ann. di mat. (2) 19 (1891—92), p. 247. 

33) Gött. Nachr. 1869, p. 207. 

34) Paris, Bull. Soc. Philomat. 7 (1870), p. 95, 209 (IIIC 4). 

35) Gött. Nachr. 1866, p. 243 und ausführlich: Zeitschr. Math. Phys. 14 
(1869), p. 393. 

36) G. Monge, Application d’Analyse ä la G&om., 5. Auflage, besorgt von 
J. Liowville, Paris 1850, p. 238, 369; A. Ribaucour, Paris, Bull. Soc. Philomat. 5 
(1868), p. 30. Vgl. L. Lecornu, J. €c. polyt. Cah. 53 (1883), p. 135; A. Pirondini, 
Bologna, Mem, (4) 9 (1889), p. 672. 
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und die Entfernung dieser Spitze von den Punkten des betrachteten 
Kreises ist gleich dem zu dem letzteren gehörenden Hauptkrümmungs- 
halbmesser der Fläche (vgl. Nr. 9). Die Endpunkte der zur zweiten 
Schar der Krümmungslinien gehörenden Hauptkrümmungshalbmesser 
bilden längs des betrachteten Kreises einen Kegelschnitt, der aus 
obigem Kegel durch eine zur Schmiegungsebene der Kurve (C) im 
Punkte ($) senkrechte Ebene ausgeschnitten wird. Wenn zwei unter 
den nicht kreisförmigen Krümmungslinien eben sind, so sind es sämt- 
liche, und ihre Ebenen gehen durch eine Gerade. Diesen Ein- 
hüllenden hat Enneper noch eine besondere Arbeit gewidmet?”) und 
gezeigt, dass die Krümmungslinien dieser Flächen nur dann isotherm 
(UI D 3, Nr.19) sein können, wenn die Mittelpunktskurve der Kugeln 
eben ist, ferner, dass bei konstantem Kugelhalbmesser nur der 
Kreiswulst (torus) isotherme Krümmungslinien besitzt?®). Die Be- 
stimmung der fraglichen Flächen mit isothermen Krümmungslinien 
wird von Enneper auf eine Quadratur zurückgeführt, wenn der Krüm- 
mungshalbmesser der Mittelpunktskurve der Kugeln als Funktion des 
Radius der Kugeln bekannt ist?”), auch werden besondere Fälle be- 
handelt. Die Einhüllende einer Schar von Kugeln mit demselben 
Halbmesser wird Röhrenfläche (Kanalfläche) genannt ®®®). 

Im allgemeinen schneiden sich zwei unendlich benachbarte er- 
zeugende Kreise nicht, und man kann dann nach dem Ort der Punkte 
der Erzeugenden fragen, in denen ihre Entfernung von den Punkten 
des benachbarten Kreises ein Maximum oder Minimum besitzt®), 
(Striktionslinie im Fall des Minimums, Elongationslinie im Fall des 
Maximums.) Die Bestimmung dieser Linien führt ‚Enneper auf den 
Satz, dass es im allgemeinen vier derartige Linien auf einer eyklischen 
Fläche gibt, und auf bemerkenswerte Eigenschaften dieser Linien in 
besonderen Fällen. — Erwähnt sei noch die Enneper'sche Berechnung 
der Hauptkrümmungshalbmesser einer cyklischen Flächet"). 

Eine von der Enneper'schen verschiedene, mit Hülfe der kinema- 
tischen Methode durchgeführte und an geometrischen Ergebnissen 
reichere Untersuchung der cyklischen Flächen gab @. Demartres 2). 
Wir erwähnen die Sätze, dass im allgemeinen auf jedem erzeugenden 


37) Gött. Nachr. 1873, p. 217. 

38) ibid. p. 225. 39) ibid. p. 229. 

39°) Das unter 36) zitierte Werk von Monge p. 36; S. Lie, Math. Ann. 5 
(1872), p. 179. 

40) Zeitschr. Math. Phys. 14 (1869), p. 411; vgl. @. Demartres, Ann. 6e, 
norm. (8) 2 (1885), p. 151. 41) ibid. p. 402. 

42) Ann. &c, norm. (3) 2 (1885), p. 123; vgl. „Darboux“ 4, p. 498, 
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Kreis zwei Punkte vorhanden sind, in denen er von einer Krümmungs- 
linie, und zwei weitere Punkte, in denen er von einer Haupttangenten- 
kurve berührt wird®°), Die Ebenen zweier unendlich benachbarter 
Kreise (@) und (@’) schneiden sich in der Charakteristik der Ebene 
von (@). Projiziert man (G’) senkrecht auf die Ebene von (@), so 
hat die Projektion mit dem Kreis (@) eine Sehne gemein, deren 
Durchschnitt mit der Charakteristik im Punkte (P) gelegen sei. Jede 
in der Ebene von (@) durch (P) gelegte Gerade (L) schneidet den 
Kreis (G) in zwei Punkten, die als konjugiert bezeichnet werden sollen. 
Nun gilt der Satz, dass die Tangentialebenen einer cyklischen Fläche 
in zwei konjugierten Punkten eines erzeugenden Kreises sich in einer 
Geraden schneiden, die ein einschaliges Hyperboloid beschreibt, wenn 
sich (L) um (P) dreht“). Die Normalen der Fläche längs eines er- 
zeugenden Kreises treffen einen Kegelschnitt“*), der in zwei Gerade 
ausartet, wenn der Kreis (@’) mit dem Kreis (@) einen Punkt gemein 
hat®). Irgend vier orthogonale Trajektorien der erzeugenden Kreise 
schneiden jeden dieser Kreise in vier Punkten mit konstantem Doppel- 
verhältnis *®). 

Die Frage nach den cyklischen Flächen, auf denen die ortho- 
gonalen Trajektorien der erzeugenden Kreise geodätische Linien sind, 
führt auf die Rotationsflächen und diejenigen Flächen, bei denen die 
Mittelpunktskurve der Kreise konstante Torsion (III D 1,2, Nr. 30) 
besitzt, während die Ebenen der Kreise mit den Schmiegungsebenen 
dieser Kurve zusammenfallen, und der Halbmesser der Kreise dem 
Torsionshalbmesser dieser Kurve gleich ist‘). Hier schneiden zwei 
Kreise auf einer orthogonalen Trajektorie einen Bogen aus, der die- 
selbe Länge besitzt wie das entsprechende Bogenstück der Mittel- 
punktskurve der Kreise*), und es gilt der Satz von $. Lie‘**), dass 
die Torsion der orthogonalen Trajektorien konstant und gleich der 
Torsion der Mittelpunktskurve ist. 

Demartres belegt mit dem Namen isocyklische Fläche eine solche, 
bei der die erzeugenden Kreise isotherm sind, und findet im Besonderen, 
dass ausser den Rotationsflächen und Kanalflächen diejenigen Einhüllenden 
einer Kugelschar, deren Krüämmungslinien isotherm sind, durch die Eigen- 
schaft gekennzeichnet werden, dass, wie schon Enneper fand, die Mittel- 
punktskurve eben ist, und die Kugeln selbst eine feste Kugel senk- 


43) Die in 42) zitierten Ann. p. 135. 44) ibid. p. 137. 45) ibid. p. 142. 

46) ibid. p. 150; E. Picard, Ann. &c. norm. (2) 6 (1877), p. 362. Vgl. 
A. Demoulin, Bull. sci. math. (2) 22 (1898), p. 174. 

47) Die in 42) zitierten Ann. p. 152. 48) ibid. p. 155. 

482) Arch. Math, og Naturv. 5 (1881), p. 332 
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recht schneiden, deren Mittelpunkt in der Ebene jener Mittelpunkts- 
kurve liegt®?). 

In einer weiteren Arbeit bestimmt Demartres die allgemeinen 
isoeyklischen Flächen”). Wenn die Ebene des erzeugenden Kreises 
stets Normalebene seiner Mittelpunktskurve ist, so sind die erzeu- 
genden Kreise nur dann isotherm, wenn die Mittelpunktskurve eine 
logarithmische Spirale (HI D4, Nr. 16), der Radius proportional dem 
Bogen derselben, gemessen vom Pol ab, ist. Die orthogonalen Trajek- 
torien der Kreise sind Schraubenlinien°!). Ausser den Einhüllenden 
einer Kugelschar sind nur diejenigen eyklischen Flächen, deren er- 
zeugende Kreise in parallelen Ebenen liegen, durch die Eigenschaft 
ausgezeichnet, dass die Tangentialebenen längs eines erzeugenden 
Kreises einen Kegel umhüllen 52). 

4A. Leliewore fand, dass die Bestimmung der Krümmungslinien 
einer cyklischen Fläche auf eine Riccati’sche Gleichung oder auf 
Quadraturen führt, falls die Krümmungslinien der Fläche konstant 
gegen die erzeugenden Kreise geneigt sind). 

Über Flächen, auf denen zwei Scharen von Kreisen liegen, vgl. 
@. Koenigs, Par. ©. R. 109 (1889), p. 364. 

Zu den Einhüllenden einer Kugelschar gehören die Rotations- 
flächen®®*). Hier werden die Krümmungslinien von den erzeugenden 
Kreisen — den Parallelen — und den die Rotationsachse enthaltenden 
ebenen Schnitten — den Meridianen — gebildet. Letztere sind zu- 
gleich geodätische Linien. Jede Normale trifft die Rotationsachse. 
Dieser Treffpunkt sowie der zum Ausgangspunkt der Normalen ge- 
hörende Krümmungsmittelpunkt des Meridians fällt mit je einem 
Mittelpunkt der zum Ausgangspunkt der Normale gehörenden Haupt- 
normalkrümmungen zusammen. 


5. Schraubenflächen. Eine Schraubenfläche entsteht durch 
Schraubung einer gegebenen Kurve um eine gegebene Gerade, d. h. 
durch Drehung der Kurve um die Gerade und Parallelverschiebung 
der Kurve längs der Geraden um eine Strecke, die proportional dem 
Drehungswinkel ist‘). Die Proportionalitätskonstante wird der Para- 
meter der Schraubenfläche genannt. Man kann die Schraubenflächen 


49) Die in 42) zitierten Ann., p. 176. 
50) Ann. &c. norm. (3) 4 (1887), p. 145. 
51) @. Pirondini, Bologna, Mem. (4) 9 (1889), p. 678. 
52) A. Boulanger, Nouv. Ann. (3) 11 (1892), p. 159. 
53) Paris, C. R. 118 (1894), p. 697. 
53°) Das unter 36) zitierte Werk von Monge p. 17. 
54) „Darboux“ 1, p. 89 (IV 3, Nrr.18—21). 
Encyklop. d. math, Wissensch. III 3, 19 
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auch kennzeichnen als die bei den infinitesimalen Schraubungstrans- 
formationen des Raumes invarianten Flächen®). Nehmen wir die 
Gerade zur z-Achse, und sind ©, =vcos«, yy=vsin«, 2, die als 
Funktionen von v» gedachten Koordinaten der Punkte der gegebenen 
Kurve, so sind für p als Drehungswinkel und g als Parameter die 
Gleichungen der allgemeinen Schraubenfläche diese: 


x=vcos(e + pP) = x, 608 P — Y, Sin p, 
y—osin(« + 9)— 9% 008 P +2, sing, 
2=% + IP 
Führen wir «-+ g als neue Veränderliche « ein, so folgt: 
(A) z=vcosu y=vsnw 2=gu-+ flv) 


oder auch: a 
= gardtg “+ F(Vr+Y). 


Unter den Schraubenflächen ist die gewöhnliche oder flachgängige 
— von H. A. Schwarz Meusnier'sche genannte (Nr. 19) — ausgezeichnet, 
die durch Schraubung einer die Drehungsachse senkrecht schneidenden 
Geraden entsteht. Man kann sie auch als geradlinige Schraubenfläche 
mit einer Leitebene ansehen. Hier ist f(v) = 0, während bei einer 
Rotationsfläche g = 0. Hingewiesen sei auf die Röhrenschraubenfläche, 
die die Einhüllende einer Schar von Kugeln mit konstantem Halb- 
messer ist, deren Mittelpunkte sich auf einer Schraubenlinie befinden. 
Sie wurde von Th. Kuen untersucht und modelliert, wobei die Krüm- 
mungslinien zur Anschauung gebracht sind °®). 

Eine Übersicht über die Eigenschaften der Schraubenflächen 
nebst Anführung zahlreicher Einzelfälle gab M. Heckhoff"). 

Bei der Darstellung (A) werden die Fundamentalgrössen (II D1, 2, 
Nr.34) der Fläche Funktionen von v allein, woraus sich ergibt, dass die 
orthogonalen Trajektorien der Schraubenlinien v» — const. geodätische 
Linien sind, und dass die Bestimmung der Krümmungslinien, Haupt- 
tangentenkurven und Minimalkurven nur Quadraturen erfordert?*). 
Auch die Bestimmung der geodätischen Linien der Schraubenflächen 
erfordert nur Quadraturen9®). Es gilt aber auch umgekehrt der Satz, 
dass, wenn die Fundamentalgrössen einer Fläche nur Funktionen des einen 





55) Lie-Scheffers, Vorl. über Differentialgleichungen mit bekannten infini- 
tesimalen Transformationen, Leipzig 1891, p. 237, 246. 

56) Modelle von M. Schilling, Halle a/S., Nr. 124. 

57) Die Schraubenflächen, Bonn 1894. 

58) Das unter 55) zitierte Werk p. 260. 

58®) Das unter 22) zitierte Werk von L. Aoust, p.187; 8. Lie, Math. Ann. 
4 (1871), p. 84; 5 (1872), p. 204; @. Pirondini, Giorn. di mat. 22 (1884), p. 289. 
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der beiden zur Darstellung der Fläche angewandten Parameters sind, 
die Fläche notwendig eine Schraubenfläche ist. Beweise für diesen 
Satz gaben A. Enneper°”) und P. Stäckel ®). 

L. Bianchi®) zeigt, dass jede Schale der Krümmungsmittelpunkts- 
fläche (Nr.8) einer Schraubenfläche wieder eine solche mit derselben 
Achse und demselben Parameter ist, wie sie der Ausgangsfläche eignen. 
Betrachtet man diejenige Schar der geodätischen Linien einer Schrauben- 
fläche, die aus den orthogonalen Trajektorien der von den Punkten 
der erzeugenden Kurve beschriebenen Schraubenlinien besteht, so sind 
ihre Tangenten die Normalen einer Schar paralleler Flächen, die von 
Bianchi Evolventen genannt werden, während die Fläche, die mit der 
gegebenen zusammen die vollständige Krümmungsmittelpunktsfläche 
jener Evolventen bildet, als Ergänzungsfläche bezeichnet wird. Letz- 
tere sowie jede Evolvente ist eine Schraubenfläche, welche dieselbe 
Achse und denselben Parameter besitzt, wie die Ausgangsfläche®2). Die 
Ergänzungsfläche einer geradlinigen Schraubenfläche ist wieder gerad- 
linig‘®). Die beiden Schalen der Krüämmungsmittelpunktsfläche einer 
gewöhnlichen Schraubenfläche mit den Gleichungen x =» cos u, 
y=vcosu, 2=gu können durch Schraubung je einer der beiden 
durch die Gleichungen: 


te +y=0 Yy—-"=g 


bestimmten Raumkurven vierter Ordnung erzeugt werden, die im un- 
endlich fernen Punkt der Schraubungsachse einen Doppelpunkt be- 
sitzen). Der Ort der geodätischen Krümmungsmittelpunkte einer 
Schar von Krümmungslinien einer Schraubenfläche ist wieder eine 
Schraubenfläche®). Betrachtet man die Schraubenfläche ($,), die der 
Ort ist der Mittelpunkte der ersten Krümmung der von den Punkten 
der erzeugenden Kurven einer Schraubenfläche (8) beschriebenen 
Schraubenlinier, und schneidet man (8) und ($,) durch eine zur 
Schraubungsachse senkrechte und sie im Punkte (P) treffende Ebene, 
so ergibt sich die Schnittkurve von ($,) aus der von ($) durch eine 
Transformation mittelst reziproker radii veetores, deren Pol im Punkte 
(P) liegt, und die den Kreis mit dem Halbmesser g ungeändert lässt‘). 

@G. Pirondini®) bezeichnet mit h den kürzesten Abstand, mit ö 
den Winkel zweier Geraden (L) und (R). Führt nun (L) um (R) 





59) Gött. Nachr. 1870, p. 335. 60) Leipz. Ber. 1898, p. 1. 
61) Giorn. di mat. 17 (1879), p. 12. 

62) ibid. p. 13. 63) ibid. p. 17. 

64) ibid. p. 18. 65) ibid. p. 27. 66) ibid. p. 35. 


67) Nouv. Ann. (8) 6 (1887), p. 87. 
19* 
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als Achse eine Schraubenbewegung mit dem Parameter g aus, so ent- 
steht eine abwickelbare Fläche, wenn g=hcotgi; wenn g=htgi, 
erhält man die Fläche der Binormalen der von Punkten der Geraden 
(L) beschriebenen Schraubenlinien. Ferner bestimmte®®) Pirondini 
die Schraubenflächen, bei denen die erzeugende Kurve stets Haupt- 
tangentenkurve der Fläche, oder‘®) isogonale Trajektorie der von den 
Punkten der Kurve beschriebenen Schraubenlinien bleibt. In einer 
früheren Arbeit‘®*) findet Pirondini die Kurven, die bei der betrach- 
teten Schraubung stets geodätische Linien der erzeugten Fläche bleiben. 
Unter ihnen sind die durch die Gleichungen: 


z=f(a)cose, y=f(e) sine, = —- f? («) da 


dargestellten Kurven die einzigen, die bei der betrachteten Schraubung 
zugleich orthogonale Trajektorien der von ihren Punkten beschriebenen 
Schraubenlinien bleiben’®). Längs einer Geodätischen gilt die als Ver- 
allgemeinerung des Clairaut’schen Satzes (III D 3, Nr. 18, p. 150) anzu- 
sehende Gleichung: 
V® + R?’sini= const., 

wo i den Winkel bedeutet, unter dem die Geodätische die ortho- 
gonalen Trajektorien der Schraubenlinien schneidet, und R den senk- 
rechten Abstand des betrachteten Punktes von der Schraubungs- 
achse’0®). Auf der gewöhnlichen Schraubenfläche liegt eine unend- 
liche Anzahl von Schraubenlinien, die die geraden Erzeugenden nicht 
senkrecht schneiden und sich auf Kreiszylindern befinden, welche die 
Achse der gegebenen Schraubenfläche enthalten’). 

E. Picard zeigte”?), dass die Schraubenflächen die einzigen Flächen 
sind, deren Normalen einem linearen Komplex angehören. 


6. Translationsflächen. (Vgl. III D6a, Nr.26.) Mit diesem 
Namen belegte $. Lie diejenigen Flächen, die sich durch Gleichungen 
von der Form: .' 


= fi(w) + 9%), y=h(w)+9(b), 2=f;(u) + 9; (0) 


darstellen lassen”). Betrachtet man neben dem festen Koordinaten- 


68) ibid. p. 90. 69) ibid. p. 95. 

69°) Giorn di mat. 22 (1884), p. 283. 

70) ibid. p. 287; Nouv. Ann. (3) 6 (1887), p. 96. 

70°) Giorn. di mat. 22 (1884), p. 286. 

71) Nouv. Ann. (3) 6 (1887), p. 94. 

72) Ann. @c. norm. (2) 6 (1877), p. 360. 

73) Siehe die zusammenfassende Darstellung von $. Lie in Leipz. Ber. 44 
(1892), p. 448 und 559, sowie @. Scheffers, Einführung in die Theorie der Flächen, 
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system ein bewegliches (&, n, &), dessen Achsen denen des festen parallel - 
sind, so entsteht die Fläche sowohl durch Bewegung der Kurve mit 
den Gleichungen 

<= ml) n=plı), E=p (0), 
wenn der Anfangspunkt des beweglichen Systems die Kurve mit 
den Gleichungen: 

fi, y-hlW, 2=f,(w 
durchläuft, als durch Bewegung der Kurve mit den Gleichungen: 
&=f,(w) u.s. w, wenn der Anfangspunkt des beweglichen Systems 
die Kurve mit den Gleichungen: = g, (v) u. s. w. durchläuft ”*). 
Sind “, und v, zwei zulässige Werte von u und v, denen der Punkt 
(P,) entspricht, so hat für diesen Punkt als Anfangspunkt des En, & 
Systems die Kurve v=u, die Gleichungen: 


= 9) — Pl), N= PB) — 9 (%) = 95 (v) — p, (do): 


Durchläuft (P,) die Kurve v=v,, so entsteht ebenfalls die betrach- 
tete Fläche. Sie kann also durch Entlanggleiten jeder Parameterlinie 
der einen Schar längs jeder Parameterlinie der anderen Schar erzeugt 
werden. Als geometrische Grundeigenschaft?®) unserer Flächen ist 
die zu betrachten, dass sie den Ort der Mittelpunkte aller Sehnen 
bildet, welche die Punkte der beiden Kurven — Grundkurven — mit 
den Gleichungen: 

22—f,(w, 2y=hlu), 22= (u), 

22=9,(v), 2y=9,(v), 22 Tr () 


verbinden. Die Parameterlinien unserer Flächen sind konjugiert”®) und 
bilden ein äquidistantes System’) [III D 3, Nr.40]. Lassen sich die 
Punkte der beiden Grundkurven zu zweien so einander zuordnen, dass in 
entsprechenden Punkten die Tangenten der Kurven parallel sind, so 
besitzen die Parameterlinien der Translationsfläche eine gemeinsame 
Einhüllende, und diese ist eine Haupttangentenkurve der Fläche”®). 


Leipzig 1902, p. 188. Vor Lie wurden die Translationsflächen betrachtet von 
Monge in dem unter 36) zitierten Werk p. 111, und von K. Peterson, der sie 
Verschiebungsflächen nennt. (Über Kurven und Flächen, Leipzig 1868, p. 68.) 
Die ersten Arbeiten von Lie über die fraglichen Flächen finden sich im Arch. 
for Math. og Naturv. 2 (1877) p. 157 und in den Math. Annal. 14 (1879) p. 331. 

74) „Darboux“ 1, p. 98. 

75) Lie a. a. O. p. 449. 76) ibid. p. 449. 

77) „Darboux“ 1, p. 9. 

78) Lie a. a. O. p. 451. Lie-Scheffers, Geometrie der Berührungstrans- 


formationen, Leipzig 1896, p. 362. 
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Sind die Punkte der Grundkurven so einander zugeordnet, dass die 
Annahme « — v jedesmal auf Tangenten führt, die sich schneiden, so 
ist die Translationsfläche in eine Abwickelbare eingeschrieben, deren 
Tangentialebenen parallel sind den durch den Koordinatenanfangs- 
punkt gehenden Tangentialebenen der Translationsfläche mit den 
Gleichungen: 


<=fW)—- 9, y=hW— 9), 2= (u) — 95 (v).”) 
Jede Translationsfläche ist eine Integralfläche einer partiellen 
Differentialgleichung (I A 5, Nr. 43) von der Form: 


Ro,dr+8@Ds+To dt, 

jedoch ist nicht umgekehrt jede Integralfläche einer solchen Gleichung 
eine Translationsfläche®®). Man kommt auf die fragliche Differential- 
gleichung auch durch die Aufgabe, alle Flächen zu bestimmen, die 
dem Komplex der eine gegebene, in der unendlich fernen Ebene 
liegende, Kurve schneidenden Geraden konjugiert sind und kann hier 
die Gleichungen der gesuchten Flächen, die entweder Abwickelbare 
oder Translationsflächen sind, ohne Integration bestimmen‘). 

Von den Flächen, die in mehrfacher Weise als Translationsflächen 
betrachtet werden können, hat Lie zuerst solche bestimmt, die un- 
endlich viele Translationserzeugungen gestatten°”). Treffen für jeden 
Punkt einer Fläche die beiden Haupttangenten die unendlich ferne 
Ebene in zwei Punkten, die hinsichtlich eines in dieser Ebene liegen- 
den Kegelschnitts konjugiert sind, so hat man es mit einer Trans- 
lationsfläche zu tun. Ist der Kegelschnitt im besondern der imaginäre 
Kugelkreis, so ergibt sich eine Minimalfläche (VI). Sollen jene Punkte 
hinsichtlich unendlich vieler Kegelschnitte in jener Ebene konjugiert 
sein, so müssen die Kegelschnitte ein Büschel bilden. Falls die vier 
Grundpunkte des Büschels getrennt liegen, erhält man die Gleichungs- 
form: f 


(a) Ae"®+ Be’+ Ce +D=!0. 


Von den in den übrigen Fällen auftretenden Flächen erwähnen wir 
die gewöhnliche Schraubenfläche, die Scherk’sche Minimalfläche (Nr. 20) 
und die Cayleysche Linienfläche (III © 6). 

Die Flächen mit vierfacher Translationserzeugung bestimmte Lie 


79) Lie a. a. O. p. 454. 80) Lie a. a. O. p. 455. 

81) Lie-Scheffers, Geom. der Berührungstransf., p. 376, 381. 

82) Arch. Math. og Naturv. 3 (1878), p. 477. Vgl. R. Kummer, Inaug.- 
Dissert., Leipzig 1894 (mit Abbildungen der Scherk’schen und Cayley'schen Fläche); 
Lie-Scheffers, Geom. der Berührungstransf., p. 364, 410. 
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auf zwei Wegen®®), von denen der spätere®?®) das Abel’sche Theorem 
(I B2,Nr.41f.) zu Hilfe nimmt. Hier findet sich namentlich die 
Gleichungsform: 

(b) Aect:+ Bet:+ Cetv+ Le+ Me+ Ne— 0. 

Die durch die Gleichungen (a) und (b) gekennzeichneten Flächen ge- 
hören zu denjenigen Translationsflächen, die sich durch logarithmische 
Abbildung aus den von F. Klein und S$. Lie®?’) betrachteten, durch 
vertauschbare projektive Transformationen in sich selbst übergehenden, 
Flächen — „W-Flächen“ — herleiten lassen ®?°). 

Lie zeigt in Erweiterung seiner später (Nr. 27) zu besprechen- 
den Untersuchungen über Minimalflächen, dass es eine diskrete An- 
zahl von Translationsflächen mit Grundkurven, deren Tangential- 
richtungen eine und dieselbe irreduzible (IB 1b, Nr.5) Gleichung 


f(dx, dy, de) — 0 


befriedigen, gibt, die einer gegebenen Abwickelbaren längs einer ge- 
gebenen Kurve eingeschrieben werden können®). Diese Flächen 
werden durch Quadraturen gefunden. Weiter untersucht Lie die Auf- 
gabe, eine derartige algebraische Translationsfläche in eine algebraische 
Abwickelbare einzuschreiben°°) und löst das Problem für die Gleichungs- 
form der Fläche: z= f(x) + 9 (y).®°) 


7. Spiralflächen. Die fraglichen Flächen sind zuerst betrachtet 
von K. Peterson?”), der sie als Flächen hinstellt, „die wir nur in 
einer anderen Stellung zu betrachten haben, um sie bei ungeänderter 
Form in anderem Massstabe zu haben“. Von diesem Gesichtspunkt 
aus erscheinen die fraglichen Flächen als die Integralflächen der 
partiellen Differentialgleichung: 


öf Yy of & are 
Tas auer yae ra 
und besitzen die endliche Gleichung: 


83) Der erste Arch. Math. og Naturv. 7 (1882), p. 155. 

83%) Par. C. R. 114 (1892), p. 334; Leipz. Ber. 48 (1896), p. 141. Vgl. 
@. Wiegner, Inaug.-Dissert., Leipzig 1893 (mit Abbildungen von Modellen); 
Lie-Scheffers, Geom. der Berührungstransf. p. 404, 407. 

83») Par. C. R. 70 (1870), p. 1222, 1275; Math. Ann. 4 (1871), p. 83; Lie- 
Engel, Theorie der Transformationsgruppen 3 (1893), p. 193. Vgl. $. Lie, Arch. 
Math. og Naturv. 3 (1878), p. 490. 

83°) Lie-Scheffers, Geom. der Berührungstransf., p. 356. 

84) Leipz. Ber. 44 (1892), p. 459. 85) ibid. p. 461, 468. 

86) ibid. p. 559; Arch. Math. og Naturv. 4 (1879), p. 334. 

87) Über Kurven und Flächen, Leipzig 1868, p. 75. Vgl. P. Stäckel, Leipz. 
Ber. 1898, p. 15. 
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log z = karctg z +f (1og Ve + y— karctg =) 


für k als willkürliche Konstante und f als willkürliche Funktion. 
M. Levy®) kommt auf die Spiralflächen, indem er eine ebene 
Kurve betrachtet, die sich um eine in ihrer Ebene gelegene Gerade 
dreht und sich dabei so ändert, dass sie sich stets ähnlich bleibt hin- 
sichtlich eines auf der Geraden gelegenen Punktes. So erhält er, 
wenn die Gerade mit der 2-Achse zusammenfällt, die Gleichung: 


n arctg 7 =p + logz 


für n als Konstante und @ als willkürliche Funktion. 

Bei S. Lie treten die Spiralflächen als Flächen auf, die bei einer 
infinitesimalen Spiraltransformation des Raumes, d. h. einer solchen, 
die aus einer Drehung um eine Achse und einer Ähnlichkeitsformation 
von einem Punkt der Achse aus zusammengesetzt ist, invariant bleiben ®°). 
Bei @. Darboux führt die Rotation mit der konstanten Winkelgeschwin- 
digkeit r und die gleichzeitige Ähnlichkeitstransformation mit dem 
konstanten Modul h einer Kurve, deren Koordinaten x, = r, 608 @y, 
y = r, Sin @,, 2, Sind, auf die Flächengleichungen: 


zendtcs(&, tr, yard'sin(w, + ri, 22", 


wo t als veränderlich aufzufassen ist”). P. Stäckel gibt bei der Be- 
antwortung der Frage, unter welchen Umständen die allgemeine ana- 
lytische Spiralfläche reell ist, oder algebraisch ist, der Gleichung 
unserer Flächen die Form: 


a Verre") 


für & als willkürliche Funktion"). 

Auch der folgende Weg führt auf die Spiralflächen. Gegeben 
sei eine Kurve, ein Punkt (P) und eine ihn enthaltende Gerade (Z). 
Man lasse nun jeden Punkt der Kurve eine isogonale Trajektorie der 
Erzeugenden desjenigen den Punkt enthaltenden Kreiskegels beschreiben, 
dessen Achse die Gerade (L), dessen Mittelpunkt der Punkt (P) ist, 
jedoch so, dass der radius vector der senkrechten Projektion jedes 
Kurvenpunktes auf eine zu (L) senkrechte Ebene sich mit konstanter 


88) Paris, C. R. 87 (1878), p. 288. 

89) Lie-Scheffers, Vorl. über Differentialgleichungen mit bekannten infini- 
tesimalen Transformationen, Leipzig 1891, p. 243, 260, woselbst Litteratur; Zie- 
Scheffers, Geometrie der Berührungstransformationen, Leipzig 1896, p. 162. 

90) „Darboux“ 1, p. 108. 

91) Leipz. Ber. 1898, p. 17. 


en" 
en 
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Winkelgeschwindigkeit um (L) bewegt. Eine weitere Erzeugung der 
Spiralflächen gab A. Demoulin®'*). 

Nehmen wir in den Darboux’schen Gleichungen die Grössen r,, @9, 29 
als Funktionen der Veränderlichen 9, so erhält das Quadrat des Linien- 
elements der Fläche die Form: 

ds? = e’*' (Adi? + 2 Bdtd® + Cd®?), 
wo A, B,C nur von ® abhängen®?). Daher ist es durch eine Quadratur 
möglich, die orthogonalen Trajektorien der auf der Fläche liegenden 
Kegelloxodromen (III D4, Nr.34) 9 = const. zu bestimmen, und 
durch eine weitere Quadratur den Ausdruck 
ds? = €?’ (du? + U?dv?) 

zu erhalten, wo U nur von u abhängt. Mit Hülfe ähnlicher Eigen- 
schaften der Fundamentalgrössen zweiter Ordnung zeigt man den 
auch aus der allgemeinen Theorie der infinitesimalen Transformationen 
(IT A 6) sich ergebenden Satz, dass die Krümmungslinien, die Haupt- 
tangentenkurven und die Minimalkurven einer Spiralfläche sich durch 
Quadraturen bestimmen lassen”). Die Auffindung der geodätischen 
Linien der Spiralflächen führte $. Lie”®) und später @. Darboux auf 
die Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung zurück); die 
Bestimmung des Linienelements derjenigen Spiralflächen, auf denen 


die Kurven, längs welcher sich das Gauss’sche Krümmungsmass der 
Fläche nicht ändert, geodätisch parallel sind, hat L. Raffy ausgeführt”). 


‘ 1. Krümmungsmittelpunktsflächen. 


8. Erklärungen. Den Ort der Mittelpunkte der Hauptnormal- 
krümmungen einer Fläche pflegt man die Krümmungsmittelpunktsfläche 
oder Zentrafläche oder Evolute der gegebenen Fläche zu nennen. Da 
ein Flächenpunkt zwei Hauptkrimmungsmittelpunkte bestimmt, muss 
die Krümmungsmittelpunktsfläche aus zwei Schalen bestehen. Die- 
selben bilden den Ort der Gratlinien der abwickelbaren Normalen- 
flächen, welche durch die Einzelkurven der beiden Scharen der Krüm- 
mungslinien der gegebenen Fläche gehen. Die Normalen der Aus- 
gangsfläche berühren somit die Krümmungsmittelpunktsfläche, d. h. mit 
anderen Worten, die letztere ist die Brennfläche (Nr.30; IIID 6a, Nr.15) 
des Normalensystems der ersteren. Bezeichnen wir die beiden Haupt- 


91°) Par. soc. math. Bull. 23 (1895), p. 203. 

92) „Darboux“ 1, p. 109, 3, p. 73. 

93) Das erste unter 89) zitierte Werk, p. 261. 

93°) Math. Ann. 5 (1872), p. 204. 94) „Darboux“ 3, p. 83. 
95) Par. soc. math. Bull. 20 (1892), p. 22. 
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krümmungshalbmesser der gegebenen Fläche mit R, und R,, die 
Richtungskosinus ihrer Normalen mit X, Y, Z, so ist die zu R, 
gehörende Schale durch die Gleichungen: 


“=&ı+RX, Y=y+RY, !=:+ RZ, 
die zu R, gehörende durch die Gleichungen: 

@=a+ RX, "=-y+RY, !=z:+RZ 
gegeben“). Hier tritt nun zunächst die Frage auf, unter welchen 


Umständen eine Schale der Krümmungsmittelpunktsfläche in eine 
Kurve ausartet. 


9. Die eine Schale der Krümmungsmittelpunktsfläche artet in 
eine Kurve aus. Artet eine Schale der Krümmungsmittelpunktsfläche 
in eine Kurve aus, so ist die Normalkrümmung jeder Einzelkurve in 
der zugehörigen Schar von Krümmungslinien der Ausgangsfläche kon- 
stant. Diese Krümmungslinien sind Kreise. Die Ausgangsfläche ist 
die Einhüllende einer Schar von Kugeln, deren Mittelpunkte auf einer 
Kurve liegen (Nr. 4). Bezeichnet s die Bogenlänge dieser Kurve, und 


ist R eine beliebig gewählte Funktion von s, so trage man auf jeder 
dR 
ds 
ab und wähle den erhaltenen Endpunkt der Strecke zum Mittelpunkte 


eines Kreises, dessen Ebene senkrecht zur Strecke, dessen Radius 
gleich R V! — (75) ist. Die fraglichen Kreise bilden eine Fläche, 


für welche die eine Schale der Krümmungsmittelpunktsfläche durch 
die gewählte Kurve vertreten wird’). Hierher gehören die von 
S. Finsterwalder modellierten Flächen, auf denen die zweite Schar 
der Krümmungslinien aus sphärischen Kurven besteht®). 


Tangente der Kurve vom Berührungspunkte aus die Strecke — 


10. Beide Schalen der Krümmungsmittelpunktsfläche arten in 
Kurven aus. Dupin’sche Cyklide. Besonderes Interesse beansprucht 
der Fall, in dem beide Schalen der Krümmungsmittelpunktsfläche in 
Kurven ausarten. Ch. Dupin®) zeigte mittels geometrischer Betrach- 


96) Die Krümmungsmittelpunktsflächen dürften zuerst von @. Monge be- 
trachtet sein; s. das unter 36) zitierte Werk p. 134. Die hier p. 137 befindliche 
Behauptung, dass der Schnittlinie der beiden Schalen einer Krümmungsmittel- 
punktsfläche auf der Ausgangsfläche eine Kreispunktslinie entspricht, ist von 
E. E. Kummer berichtigt, Berlin. Monatsber. 1862, p. 426. Über die allgemeine 
Theorie der Krümmungsmittelpunktsflächen vgl. „Darboux“ 3, p. 334, „Bianchi“, 
p. 234; v. Lilienthal, Math. Ann. 30 (1887), p. 1 und 38 (1891), p. 450. 

97) @. Monge hat dieser Fläche und im besonderen ihrer Differential- 
gleichung die Kapitel 22 und 26 der Application gewidmet. 

98) Modelle von M. Schilling, Halle a/S., Nr. 86—88. 

99) Applications de Geometrie et de Me&canique, Paris 1822, p. 200. 
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tungen, dass hier die Ausgangsfläche die Einhüllende einer Schar von 
Kugeln ist, die sämtlich drei feste Kugeln berühren, ferner, dass die 
fraglichen beiden Kurven zwei Fokalkegelschnitte sind, d. h. solche, 
von denen jeder der Ort der Spitzen aller Kreiskegel ist, die durch 
den anderen gehen (III C4). Man hat die in Rede stehende Fläche 
die Dupin’sche Oyklide genannt). 

Unter ihren Formen ist die einfachste der sogenannte „Kreis- 
wulst“, d.h. die Umdrehungsfläche eines Kreises um eine in seiner 
Ebene gelegene Achse'!t). 

J. Liowille bewies'®) mit Hülfe der Eigenschaften der Trans- 
formation durch reziproke Radien, dass die Krümmungslinien der 
Dupin’schen Cyklide aus lauter Kreisen bestehen. Es mögen die drei 
festen Kugeln sich in den beiden Punkten P, und P, schneiden. 
Macht man den ersteren zum Pol einer solchen Transformation, so 
gehen jene Kugeln in drei Ebenen über, und die Cyklide wird in 
einen Kreiskegel umgewandelt, dessen Spitze der dem Punkte P, ent- 
sprechende Punkt ist. 

A. Mannheim zeigte'”), dass man eine Dupin’sche Cyklide durch 
die Transformation mittels reziproker Radien in einen Kreiswulst 
verwandeln kann, wenn der Pol der Transformation auf einem die 
drei festen Kugeln senkrecht schneidenden Kreise liegt, dessen Ebene 
die Mittelpunkte der drei Kugeln enthält. Aus den Eigenschaften 
des Kreiswulstes leitet Mannheim solche der Cyklide her und findet 
u. a., dass die beiden auf der Fläche liegenden Kreisscharen von zwei 
Ebenenbüscheln ausgeschnitten werden, deren Achsen zu einander senk- 
recht sind. — Die sämtlichen Dupin’sehen Cykliden, deren Normalen 
durch dieselben beiden Fokalkegelschnitte gehen, bilden eine Schar 
von Parallelflächen. Eine anschauliche Erzeugung der fraglichen 
Cykliden gab W. Roberts‘). Er betrachtet zunächst eine besondere 


100) Modelle von M. Schilling, Halle a/S., Nr. 79—85, modelliert von 
P. Vogel, E. E. Kummer und S$. Finsterwalder. Vgl. E. Liebheit, Inaug.- Dissert. 
Halle a/S. 1886; F. Klein, Einleitung in die höhere Geom., autogr. Vorl. 1, 
Göttingen 1893, p. 111. 

101) Vgl. die Artikel von Godart, Nombel, Dyrion, @. Gerono in Nouv. 
Ann. (2) 4 (1865). Die fragliche Fläche wird von E. Greve spirische Oberfläche 
genannt, Inaug. Dissert. Göttingen (1875), wo die Schnitte der Fläche mit 
Ebenen untersucht sind. 

102) J. de math. (1) 12 (1847), p. 282. 

103) Nouv. Ann. (1) 19 (1860), p. 67. Vgl. @. Darboux, Sur une classe 
remarquable etc., Paris 1873, p. 242. 

104) Paris, ©. R. 53 (1861), p. 799. Vgl. die Laguerre'sche Erzeugung der 
Cyklide, Par. Soc. Philomat. Bull. 7 (1870), p. 209. 
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Oyklide. Man nehme in einer Ebene (E) zwei sich schneidende 
Kreise X, und X, mit demselben Halbmesser (r) und den Mittel- 
punkten C, und (,. Vom Mittelpunkt der Strecke 0,0, aus ziehe 
man eine Gerade (Z), welche X, und X, in den auf derselben Seite 
der Strecke C,C, gelegenen Punkten P, und P, schneiden möge. 
Über der Strecke P,P, als Durchmesser beschreibe man den 
Kreis K, dessen Ebene senkrecht zur Ebene der Kreise RK 0 
Der Ort der Kreise K für alle Richtungen der Geraden (L) ist die 
fragliche Cyklide. Die Darstellung der Koordinaten dieser Fläche mit 
Hülfe der beiden Hauptkrümmungshalbmesser als Parametern ist von 
Strebor gegeben!®). Die von den Normalen der Fläche getroffene 
Fokalellipse wird im betrachteten Fall von dem Schnittpunkt (M) 
der Geraden C,P, und C,P, beschrieben. Um eine Parallelfläche 
unserer Fläche zu erhalten, trage man von P, und P, aus nach (M) 
hin eine willkürlich gewählte Strecke h ab. Gelangt man so zu den 
Punkten P,’ und P,’ und beschreibt über P,’P,’ als Durchmesser wie 
vorhin einen zur Ebene der Kreise X,, K, senkrechten Kreis, so ist 
der Ort des letzteren die verlangte Fläche. Die Punkte P war 
bewegen sich auf Kreisen X,’ und Ky, die mitr+hundr —h als 
Radien um die Punkte P, und P, beschrieben sind. Die Bemerkung, 
dass die Linie P,'P,’ stets durch einen Ähnlichkeitspunkt der Kreise 
K, und K, geht, führt zu der folgenden von A. Cayley!®) und 
E. Catalan') angegebenen Erzeugung der Dupin’schen Cyklide. Man 
nehme in derselben Ebene zwei Kreise und lege durch einen Ähn- 
lichkeitspunkt derselben eine Gerade, die den einen Kreis im Punkte 
P,', den anderen im Punkte P,’ schneide, wobei die Punkte P,' und 
P, so gewählt werden müssen, dass in ihnen die Kreistangenten nicht 
parallel sind. Der über P,’P, als Durchmesser beschriebene und 
senkrecht zur Ebene der Grundkreise stehende Kreis erzeugt die ver- 
langte Fläche. Sie ist von der vierten Ordnung. Ersetzt man den 
zweiten der beiden Kreise durch eine Gerade (ZL), so geht der innere 
Ähnlichkeitspunkt in den Punkt (0) über, in dem die vom Mittel- 
punkt des ersten Kreises aus auf die Gerade (L) gefällte Senkrechte 
diesen Kreis schneidet. Jede durch (0) gelegte Gerade trifft den 
Kreis in einem Punkt P, und die Gerade (Z) in einem Punkt P.. 
Der über der Strecke P,P, als Durchmesser beschriebene, senkrecht 
zur Zeichenebene stehende, Kreis erzeugt eine Fläche dritter Ordnung, 


105) Nouv. Ann. (2) 1 (1862), p. 170; (2) 4 (1865), p. 169. Strebor ist Pseu- 
donym für W. Roberts. 

106) Quarterly Journ. of Math. 12 (1873), p. 148 = Papers 9, p. 64. 

107) Nouv. Corresp. Math. 6 (1880), p. 439. 
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die sogenannte parabolische Cyklide, deren Krümmungsmittelpunksfläche 
_ durch zwei Fokalparabeln vertreten wird #8), Je nachdem bei der 
Cayley'schen Konstruktion der eine Kreis innerhalb oder ausserhalb 
des anderen liegt, oder den letzteren schneidet, hat man es mit der 
King-, der Spindel- oder der Horneyklide zu thun. Ebenso ergibt sich 
die parabolische Horncyklide oder die parabolische Spindelcyklide, je nach- 
dem die Gerade (Z) den zu Grunde gelegten Kreis schneidet oder 
nicht. Die unter 1%) zitierten Modelle bringen diese Fälle zur An- 
schauung. 

In einer Arbeit von J. ©. Maxwell!®) befindet sich die folgende 
Konstruktion der Dupin’schen Cyklide. Man stelle eine Ellipse durch 
die Gleichungen dar: 


2, =acoe, „=Y”— esna ,—=(, 
dann sind die Gleichungen ihrer Fokalhyperbel: 
F u 


U os? %=(, 2 — Ya — etgß. 
Ist P ein Punkt der Ellipse, Q ein Punkt der Hyperbel, so hat 


die Strecke PQ die Masszahl Fr 3 ecosa. Bezeichnet x eine Kon- 


stante, und trägt man auf PQ von P aus die Strecke PR—=x— e cos « 
oder von Q aus die Strecke —_ — x ab, so beschreibt der Punkt R 


cos ß 
eine Dupin’sche Eyklide. Letztere erscheint hier als Einhüllende jeder 


der beiden durch die Gleichungen: 
2 
@—- 2’? + W'+rR- (x — a) 


@— a’ + yP+e@—a)- (x “ m) 


dargestellten Kugelscharen !9). 





11. Allgemeine Krümmungsmittelpunktsfläche. Sehen wir von 
dem Fall ab, in dem die betrachtete Schale der Krümmungsmittel- 
punktsfläche in eine Kurve ausartet, so gelten die folgenden allgemeinen 
Sätze, bei deren Mitteilung wir die Krümmungslinien der Ausgangs- 
fläche in eine erste, zu R, gehörende und eine zweite, zu R, gehörende 
Schar teilen und die durch die erste Schar bestimmte Schale der 
Krümmungsmittelpunktsfläche ins Auge fassen. 1) Die Normalen der 
Schale sind den Tangenten der ersten Schar von Krümmungslinien 
der Ausgangsfläche parallel. Infolge dessen scheinen sich die beiden 
Schalen einer Krümmungsmittelpunktsfläche, von einem Punkt einer 


108) A. Cayley, 1°) Papers 9, p. 73. 
109) Quarterly Journ. of Math. 34 (1867) — Papers 2, p. 144. 
110) „Darboux“ 2, p. 268. Dupin, Developpements, p. 18. 
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gemeinsamen Tangente aus gesehen, senkrecht zu schneiden '!"). 
2) Den Krümmungslinien der ersten Schar auf der Ausgangsfläche ent- 
sprechen auf der Schale der Krüämmungsmittelpunktsfläche geodätische 
Linien "?), deren Tangenten die Normalen der Ausgangsfläche sind. Den 
Krümmungslinien der zweiten Schar entsprechen auf der Schale die 
jenen geodätischen Linien konjugierten Kurven, und ihre Tangenten ""?) 
sind die Krümmungsachsen [IIID 1,2, p. 74] der Krümmungslinien der 
ersten Schar auf der Ausgangsfläche. 3) Die orthogonalen Trajektorien 
jener geodätischen Linien entsprechen den Kurven R, = const. auf 
der Ausgangsfläche'!#). Die geodätische Krümmung dieser orthogo- 





nalen Trajektorien ist 15) Der geodätische Krümmungsmittel- 


BR, 
punkt ist also der dem betrachteten Punkt auf der ersten Schale ent- 
sprechende Punkt der zweiten Schale. Bei den abwickelbaren Flächen 
besteht die Krümmungsmittelpunktsfläche nur aus einer Schale, die 
wiederum abwickelbar ist. Hier sind die fraglichen Trajektorien geo- 
dätische Linien. 4) Es sei P der betrachtete Punkt der Ausgangs- 
fläche, 8, die betrachtete Schale, und auf ihr M, der P entsprechende 
Punkt. Die Krümmungsachse der P durchziehenden Krümmungslinie 
der zweiten Schar schneidet die zu M, gehörende Normale von $, 


in einem Punkt, dessen Abstand von M, gleich K, (1 5) ist, wo 
2 


K, den geodätischen Krümmungsradius der gedachten Krümmungs- 
linie bedeutet. Bestimmt man die Kurve, längs derer 5, von dem 
Zylinder berührt wird, dessen Erzeugende parallel der Normalen 
der Ausgangsfläche in P sind, und projiziert diese Kurve senkrecht 
auf die in P berührende Tangentialebene, so erweist sich jener Ab- 
stand als dem Krümmungshalbmesser der Projektionskurve in P 
gleich"). 5) Die Fläche S, besitzt ihrerseits eine Krümmungsmittel- 
punktsfläche, deren beide Schalen mit 8,’ und $,” bezeichnet seien. 
Die durch M, gehende Normale von $, berühre $,’” in M’, und $,” 
in M,”. Die zweite Schale der Krümmungsmittelpunktsfläche der 
Ausgangsfläche werde mit S,, der auf ihr dem Punkte P entsprechende 
Punkt mit M, bezeichnet. Ihre durch M, gehende Normale wird 
von den in M,’ und M,” berührenden Tangentialebenen der Flächen 


111) Das unter 36) zitierte Werk von @. Monge, p. 136. 
112) ibid. p. 137. 113) A. Mannheim, Paris, C. R. 74 (1872), p. 460. 
114) J. Weingarten, J. f. Math. 59 (1861), p. 382. 
115) U. Dini, Firenze, Soc. it. Sc. Mem. (2) 2 (1869), p.12. Vgl. „Bianch“, 
. 239. 
' 116) A. Mannheim, Paris, C. R. 79 (1874), p. 1328. Vgl. @. H. Halphen, 
ibid. 80 (1875), p. 116. 
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S, und $,” in zwei Punkten N,’ und N,” geschnitten. Eine die 
Ausgangsfläche im Punkte P und zwar in der zweiten Ordnung be- 
rührende Fläche besitzt eine Krümmungsmittelpunktsfläche, deren 
Schalen die Flächen 8, und $, in den Punkten M, und M, in der 
ersten Ordnung berühren, sodass für sie die Strecken M,M,', MM,” 
neue Längen, und die Geraden M,'N, und M,”N,” neue Lagen er- 
halten. A. Mannheim“) zeigte synthetisch und nach ihm A. Ribau- 
cour‘®) analytisch, dass für alle die Ausgangsfläche in P in der 
zweiten Ordnung berührenden Flächen die Geraden M,'N, und M,”N,‘, 
sowie die analog zu erhaltenden Geraden M,'N, und M,’N,” auf 
einem Paraboloid — dem sogenannten Paraboloid der acht Geraden 
— liegen, welchem ausserdem die Normalen der Flächen S, und $, 
in M, und M, und die dem Punkte entsprechenden Krümmungsachsen 
der Krümmungslinien der Ausgangsfläche angehören. Bezeichnen K, 
und K, die geodätischen Krümmungsradien dieser Krümmungslinien, 
und betrachtet man P als den Anfangspunkt eines Koordinatensystems, 
dessen u-Achse mit der Tangente der zu R,, dessen v-Achse mit der 
Tangente der zu R, gehörenden Krümmungslinie, und dessen w-Achse 
mit der Normalen der Ausgangsfläche zusammenfällt, so erhält die 
Gleichung jenes Paraboloids die Form: 


u v w U v 1 1 
(ErtRatma nn elmtm)tim0 
Sie zeigt, dass auch die Verbindungslinie der geodätischen Krüm- 
mungsmittelpunkte der Krümmungslinien der Ausgangsfläche auf 
dem Paraboloid liegt"?), Eine andere, von kinematischen Gesichts- 
punkten ausgehende Herleitung des fraglichen Paraboloids gab Mann- 
heim in dem Werk „Prineipes et developpements de g&omätrie cine- 
matique“, p. 224. (Vgl. R.v. Lilienthal, Jahresb. der deutschen Mathem.- 

Ver. 11 (1902), p. 44.) 

Des weiteren sind anzuführen die Ribaucowr’schen Sätze 1%): 
1) Damit sich die Krümmungslinien auf beiden Schalen der Krüm- 
mungsmittelpunktsfläche entsprechen, muss R, — R, konstant sein. 
E. Beltrami'”') zeigte, dass, wenn man diese Konstante mit % be- 





—1 
kr 
besitzen. 2) Sollen auf beiden Schalen die Krümmungslinien je einem 


zeichnet, hier beide Schalen dasselbe konstante Krümmungsmass 


konjugierten System auf der Ausgangsfläche entsprechen, so muss = 


2 
konstant sein. 3) Sollen konjugierten Systemen auf der einen Schale 


117) Paris, C. R. 74 (1872), p. 458. 118) ibid. p. 1399. 
119) A. Mannheim, Paris, C. R. 84 (1877), p. 646. 
120) Paris, C. R. 74 (1872), p. 1399. 121) Giorn. di Mat. 3 (1865), p. 40. 
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stets konjugierte Systeme auf der anderen entsprechen, so muss 
zwischen R, und R, eine Relation bestehen (Nr.17). Insbesondere 
entsprechen sich alsdann auf beiden Schalen die Haupttangentenkurven, 
und, falls das Produkt R,R, konstant ist, entsprechen diesen Haupt- 
tangentenkurven auf der Ausgangsfläche ebenfalls Haupttangentenkurven. 

Sind p und % die Winkel, welche zwei durch einen Punkt der 
Ausgangsfläche gehende Tangenten mit der zu R, gehörenden Krüm- 
mungslinie bilden, so entsprechen ihnen, falls zwischen R, und R, eine 
Relation besteht, auf beiden Schalen der Krümmungsmittelpunkts- 
fläche konjugierte Tangenten, wenn: 


AR, [(R,\2 

ty ten): 
Diese Gleichung rührt von A. Mannheim her, der aus ihr auch Folge- 
rungen für die einfacheren Gestalten der zwischen R, und R, bestehenden 
Gleichung ableitete'??). Wird letztere in der Form R,—=f(R,) angenom- 


men, so erhält das Krimmungsmass x, der zu R, gehörenden Schale den 


Wert R, Zeit Ber 
1 


Wert FR 17 Re sodass sich der @. H. Halphen’sche Satz ergibt'??): 


und das Krümmungsmass x, der anderen Schale den 





il 


ae 


12. Bestimmung einer Fläche, für die eine oder beide Schalen 
der Krümmungsmittelpunktsfläche vorgeschrieben sind. Die Lösung 
der Frage nach denjenigen Flächen, für welche eine Schale ($,) ihrer 
Krümmungsmittelpunktsfläche vorgeschrieben ist, kommt hinaus auf die 
Auffindung einer einfach unendlichen Schar von geodätischen Linien 
auf (S,) und derjenigen Schar von Parallelflächen, deren Normalen mit 
den Tangenten jener geodätischen Linien zusammenfallen '*). Zwei hier- 
hergehörende Aufgaben, bei denen die Fläche (,) abwickelbar ist, oder 
eine Kugel vorstellt, sind von @. Monge gelöst!?). Ist ($,) abwickelbar, 
so nennt Monge die Ausgangsfläche eine surface moulure generale '?*®) 
[Nr.13; IIID 6a, Nr. 24]. Wir führen zwei Erzeugungsarten derselben an. 


122) Paris, ©. R. 84 (1877), p. 934. 

123) Par. soc. math. Bull. 4 (1876), p. 94. 

124) Siehe die Arbeiten von R. Hoppe und F. Era Arch. Math. Phys. 68 
(1882), p. 256 und 315. 

125) Applie. $ 25 u. 18. Vgl. A. Enneper, Gött. Nachr. (1871), p. 227 und 
(1872), p. 577. 

125*) @. Monge, J. &e. polyt. 6 (1806), p. 1; L. Raffy, Legons sur les applie. 
gsomätr. de l’analyse, Paris 1897, p. 163; L. Raffy, Par. soc. math. Bull. 19 
(1891), p. 54. 


12. Bestimmung einer Fläche mit gegebener Evolute. 297 


1) Man zeichne in einer Ebene eine beliebige Kurve (c) und lasse die 
Ebene auf ($,) rollen, ohne zu gleiten. Die Kurve (e) beschreibt dann 
eine Fläche ($), deren Krümmungsmittelpunktsfläche aus (5,) und der 
Fläche (8,) besteht, die durch die Evolute von (ec) erzeugt wird. Die 
Kurve (c) ist in jeder ihrer Lagen Krümmungs- und geodätische 
Linie von (8). 2) Man nehme in einer Ebene ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem (u, v-Achse) und eine beliebige Kurve (c) mit der 
Gleichung v — f(u). Bewegt sich nun die Ebene so, dass die «-Achse 
auf eine Raumkurve aufgewickelt wird, indem ihr geradliniger Teil 
stets Tangente dieser Kurve bleibt, während die v-Achse stets der 
Binormale der Kurve parallel bleibt, so beschreibt (c) eine Fläche der 
verlangten Art. Man erhält die Gleichungen der Fläche in der Form: 

= % + (u — 5) cos a + f(u) cos A, 

y=%WT(W— s)cos B + f(u) cos u, 

2=2,+ (U —S)cosy + f(u) cosv, 
WO %g, Yo, 2, die Koordinaten der Raumkurve bedeuten, s ihre Bogen- 
länge vorstellt, und cos«, cos ß, cos y bez. cos A, cos u, cos» die 
Richtungskosinus der Tangente bez. Binormale der Raumkurve be- 
zeichnen '?°’). — Eine weitere bemerkenswerte Erzeugungsart der be- 
trachteten Flächen gab G. Pirondini'). Wir erwähnen eine hierher 
gehörende, von J. Binet'?”) gefundene Fläche. Man nehme an Stelle 


4 
der Kurve (c) die in Polarkoordinaten durch die Gleichung r = e” 


festgelegte logarithmische Spirale, bei der die Konstante m durch die 


zt 
Gleichung m” — Bit 7 bestimmt ist, für x als ganze, positive Zahl. 
8 y g ‚pP 


Die fragliche Spirale erzeugt eine Fläche, welche die Eigentümlichkeit 
darbietet, dass sie mit der Schale (8;) ihrer Krümmungsmittelpunkts- 
fläche zusammenfällt. 

Die Flächen, bei denen eine Schale der Krümmungsmittelpunkts- 
fläche eine Kugel ist, haben die Eigenschaft, dass die andere Schale 
ein Kegel ist, dessen Spitze sich im Mittelpunkt der Kugel befindet. 
Sie werden durch die Bewegung einer Kreisevolvente (UI D 4, Nr. 6) 
erzeugt, deren Ebene so auf einem Kegel rollt, dass der Mittelpunkt 
des Kreises stets mit der Spitze des Kegels zusammenfällt'3), 


125°) @. Pirondini, J. de math. (5) 3 (1897), p. 403. 

126) Giorn. di mat. 30 (1892), p. 188. 

127) J. de math. (1) 6 (1841), p. 61. 

128) @. Monge, J. &c. polyt. 4 (an 10 — 1801), p. 28. Vgl. J. Valyi, Arch. 
Math. Phys. 68 (1882), p. 217 ; V. de Tannenberg, Leg. nouv. sur les applic. 
geom. du cale. diff., Paris 1899, p. 165. 
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Zwei gegebene Flächen können nur dann die beiden Schalen 
einer Krümmungsmittelpunktsfläche sein, wenn das System ihrer ge- 
meinsamen Tangenten ein Normalensystem ist. Der Umstand, dass, 
von einem beliebigen Punkt des Raumes aus gesehen, die Umrisse 
zweier konfokaler Flächen zweiter Ordnung (III C 4), aber verschie- 
dener Art, sich rechtwinklig zu schneiden scheinen, führte M. Chasles'”) 
auf die Bemerkung, dass zwei solche Flächen die Schalen einer Krüm- 
mungsmittelpunktsfläche sind. 


IV. Flächen mit ebenen oder sphärischen Krümmungslinien. 


13. Die Monge’schen Gesimsflächen. Die umfangreiche Litte- 
ratur'#%®) über Flächen mit ebenen oder sphärischen Krümmungslinien 
nimmt ihren Ausgang in der von Monge beantworteten Frage nach 
denjenigen Flächen, bei denen die Einzelkurven einer Schar von 
Krümmungslinien in parallelen Ebenen liegen”) (II D 6a, Nr. 24). 
Diese Flächen, von Monge surfaces moulures (Gesimsflächen) genannt, 
entstehen auf folgende Weise. Man zeichne in einer Tangentialebene 
eines Zylinders eine Kurve (c) und lasse die Ebene auf dem Zylinder 
rollen, ohne zu gleiten. Die Kurve (c) erzeugt die verlangte Fläche 
und ist in jeder ihrer Lagen eine Krümmungslinie derselben, während 
ihre Punkte die Krümmungslinien in parallelen Ebenen beschreiben. 
Die fraglichen Flächen sind durch das Vorhandensein einer Kreispunkts- 
linie (III D 3, Nr. 4) ausgezeichnet '?"). 


14. Untersuchungen von Bonnet, Serret, Enneper, Rouquet. 
Im Jahre 1853 veröffentlichte O. Bonnet'’?) seine grosse Arbeit über 


129) Apergu historique, Paris 1875, 2. Aufl., p. 392. Die weitere analytische 
Ausführung siehe bei J. Liouville, J. de math. (1) 16 (1851), p. 6; Chasles das- 
selbe Journal (2) 5 (1860), p. 442; Enneper, Gött. Nachr. (1871), p. 310; F. Rudio, 
Dissert. Berlin (1880) und J. f. Math. 95 (1883), p. 240; H.«R. @. Opitz, Studie 
über die Rudio’schen Flächen, Wissensch. Beilage zum Jahresber. des König- 
städtischen Realgymnasiums zu Berlin (1901). Vgl. namentlich „Darboux“ 2, 
chap. 14. 

129%) Vgl. die Litteraturübersicht bei Salmon-Fiedler, Anal. Geom. des 
Raumes 2, dritte Aufl., Leipzig 1880, Anmerk. 21, p. XXIX. 

130) Applic. $ 17. Vgl. Serret-Harnack, Lehrbuch der Diff.- u. Int.-Rechn. 2°, 
p. 319, Leipzig 1885. Das Monge’'sche Integrationsverfahren wurde von O. Ro- 
drigues, Corresp. sur l’Ecole polyt. 3 (1814), p. 169 vereinfacht. Geometrisch be- 
handelt J. Bertrand die fraglichen Flächen im J. de math. (1) 13 (1848), p. 76. 
Vgl. E. Bour, J. ec. polyt. 22 (1862), p. 85. 

131) Serret-Harnack, a. a. O. 1, p. 480 (2. Aufl. p. 467). 

132) J. &c. polyt. 20 (1853), p. 117. Vgl. die vorangegangenen Mitteilungen 
in Paris, C. R. 36 (1853), p. 81 u. 219. 
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Flächen mit ebenen oder sphärischen Krümmungslinien. Hier handelt 
es sich zunächst um die nicht abwickelbaren Flächen, deren sämtliche 
Krümmungslinien eben sind '??*). Nach einem Satz von F\. Joachimsthal 
(II D3, Nr.6, p. 118) bilden die Normalen einer Fläche längs einer ebenen 
Krümmungslinie mit der Ebene derselben einen konstanten Winkel. Das 
sphärische Bild einer solchen Linie ist somit ein Kreis, und man steht 
vor der Aufgabe, das allgemeinste aus Kreisen bestehende Orthogonal- 
system auf einer Kugel zu bestimmen. 0. Bonnet findet auf mühsame 
Weise die heute leicht ableitbare Thatsache, dass die fraglichen Kreis- 
scharen durch zwei Ebenenbüschel ausgeschnitten werden, deren Achsen 
reziproke Polaren der Kugel sind'?®). Da diese Polaren auf einander 
senkrecht stehen, müssen die Ebenen der Krümmungslinien die Tan- 
gentialebenen zweier Zylinder sein, deren Erzeugende sich senkrecht 
kreuzen!#*). Bonnet leitet für die fraglichen Flächen eine partielle 
Differentialgleichung zweiter Ordnung ab!?**) und integriert sie sowohl 
mit Hülfe einer geometrischen Erwägung, als mit Anwendung des 
Monge’schen Verfahrens. Die dem Resultat gegebene geometrische 
Deutung ist nicht anschaulich. 

An zweiter Stelle werden von Bonnet analytisch die Flächen be- 
handelt, von denen nur vorausgesetzt wird, dass sie ein System ebener 
Krümmungslinien besitzen. Es ergeben sich zwei geometrisch wichtige 
Fälle 1) Gehen die Ebenen der fraglichen Krümmungslinien alle 
durch dieselbe Gerade, so liegen die Krümmungslinien des anderen 
Systems auf Kugeln, welche die Fläche senkrecht schneiden, während 
ihre Mittelpunkte in jener Geraden liegen. Die Halbmesser dieser 
Kugeln sind die — längs jeder Einzelkurve konstanten — geodä- 
tischen Krümmungsradien der letztgenannten Krümmungslinien. Bonnet 
leitet die endlichen Gleichungen der Fläche her (p. 199), die F. Joachims- 
thal bereits früher gefunden hatte'?®). Die Fläche ist ausführlich be- 
handelt von P. V. Rouquet“”°). 2) Umhüllen die Ebenen (p. 201) der 


132°) Die einzige abwickelbare Fläche mit ebenen Krümmungslinien ist 
die Tangentenfläche der gewöhnlichen Schraubenlinie. H. Resal, Exposition de 
la theorie des surfaces, Paris 1891, p. 52. 

133) Vgl. P. Serret, Theorie des courbes, p. 177. 134) ibid. p. 137. 

134°) Vgl. S. Lie, Math. Ann. 4 (1872), p. 224; H. Resal in dem unter 132°) 
zitierten Werk, p. 45. * 

135) J. f. Math. 23 (1842), p. 350. Daselbst sind die Gleichungen ohne Be- 
weis veröffentlicht, die Herleitung siehe im selben Journal 54 (1857), p. 183. 
Vgl. „Darboux“ 1, p. 112; $. Lie, Math. Ann. 5 (1872), p. 222; L. Raffy, Par. 
soc. math. Bull. 24 (1896), p. 52. Eine besondere hierher gehörende Flächenart 
bei @. Scheffers, Leipz. Ber. 1902, p. 366. 

136) Etude geometrique des surfaces, dont les lignes de courbure d’un 
systeme sont planes, Thöse Toulouse 1882, p. 142. 

20* 
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Krümmungslinien der ersten Schar einen Kegel und schneiden sie die 
Fläche unter einem Winkel, dessen Kosinus proportional ist dem 
Kosinus des Winkels, den sie mit einer festen Ebene bilden, so liegen 
die Krümmungslinien der zweiten Schar auf Kugeln, deren Mittel- 
punkte sich in einer Geraden befinden. — Im dritten Teil (p. 235) 
seiner Arbeit behandelt Bonnet die Flächen, bei denen eine Schar der 
Krümmungslinien aus ebenen, die andere aus sphärischen Kurven be- 
steht. Die Kugeln, auf denen die letzteren liegen, können 1) kon- 
zentrisch sein. Dann kommt man auf die von Monge '?') betrachteten 
Flächen, bei denen die eine Schale der Krümmungsmittelpunktsfläche 
ein Kegel ist; 2) können die Mittelpunkte der fraglichen Kugeln 
auf einer Geraden liegen. Hier kommt man auf die vorhin mit- 
geteilten beiden Fälle; 3) können die Mittelpunkte der Kugeln eine 
gekrümmte, ebene Kurve bilden. Dann treten Kanalflächen (Nr. &) auf 
mit ebener Leitkurve. — Weiterhin (p. 248) werden die Flächen mit 
lauter sphärischen Krümmungslinien betrachtet und gezeigt, dass sie 
entweder mit den früher erhaltenen zusammenfallen oder sich durch 
eine Transformation mittelst reziproker Radien aus ihnen herleiten 
lassen. Im vierten Teil seiner Arbeit behandelt Bonnet die Flächen, 
von denen nur angenommen wird, dass eine Schar ihrer Krümmungs- 
linien aus sphärischen Kurven bestehe und erledigt die beiden Sonder- 
fälle, in denen die Trägerkugeln konzentrisch sind, oder die Fläche 
rechtwinklig schneiden '°®). 

Nach den ersten Veröffentlichungen Bonnet’s behandelte J. A. 
Serret'?®) ebenfalls die Flächen mit ebenen oder sphärischen Krüm- 
mungslinien und zwar nach einer Methode, welche die Zuhülfenahme 
der sphärischen Abbildung nicht verlangt und die von .Bonnet im 
dritten Teil seiner Arbeit ebenfalls benutzt wurde. Eine Verein- 
fachung der Bonnet’schen und Serret’schen Rechnungen erzielte 
A. Cayley “) durch einen Ansatz, der die Unterscheidung von ebenen 
und sphärischen Krümmungslinien unnötig macht. — Während in den 
erwähnten Arbeiten die Gleichung der zu bestimmenden Flächen stets 
in der Form z=f(x,y) gedacht wird, fasst A. Enneper '*') in zwei 


137) Applic. $ 24. Vgl. U. Dini, Firenze, Soc. it. Sc. Mem. (3) 2 (1869), 
p. 140; @. Pirondini, Giorn. di mat. 26 (1888), p. 352. 

138) Vgl. M. Picart, Paris, C. R. 46 (1858), p. 356; $. Lie, Math. Ann. 5 
(1872), p. 227. 

139) J. de math. (1) 18 (1853), p. 113. 

140) Amer. J. of math. 11 (1889), p. 71, 293 = Papers 12, p. 601. Daselbst 
Litteratur. 

141) Gött. Abh. 23 (1878), 26 (1880). 
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grossen Abhandlungen von vornherein die Koordinaten der gesuchten 
Flächen als Funktionen von zwei Veränderlichen auf und benutzt als 
Grundlage die Theorie der Raumkurven, wodurch statt partieller Diffe- 
rentialgleichungen gewöhnliche auftreten. Dabei wird die Frage nach 
den Flächen, bei denen nur eine Schar der Krümmungslinien als aus 
sphärischen Kurven bestehend angenommen wird, allgemein gelöst. 
Anlässlich einer Arbeit von H. Dobriner “#) über dieselbe Frage ver- 
öffentlichte Enneper einen Auszug aus seinen Abhandlungen !#). 

Hinsichtlich der Flächen mit nur ebenen Krümmungslinien, von 
denen die eine Schar aus Kreisen besteht, gilt der M. Picart’sche 
Satz'*), dass sie die Einhüllenden einer Schar von Kugeln sind, 
deren Mittelpunkte sich in einer ebenen Kurve befinden, während sich 
ihre Halbmesser proportional dem senkrechten Abstand des jeweiligen 
Mittelpunkts von einer festen, in der Ebene der Kurve gelegenen Ge- 
raden ändern. In letzterer schneiden sich die Ebenen der zweiten 
Schar der Krümmungslinien. 

Die erwähnte Studie von Rouguet über Flächen mit einem System 
ebener Krümmungslinien enthält zahlreiche Einzelheiten über den 
Gegenstand. Als von allgemeinerem Interesse heben wir den folgenden 
Umstand hervor. Wickelt man die von den Ebenen der Krümmungs- 
linien berührte Fläche auf eine Ebene ab, so gehen die Krümmungs- 
linien in eine ebene Kurvenschar über. Längs jeder Einzelkurve der- 
selben liegen die Krümmungsmittelpunkte der orthogonalen Trajek- 
torien der Schar in einer Geraden. Nimmt man die Gleichung der 
Schar in der Form f(x,9,a)=0, so genügt die Funktion f einer 
Beziehung von der Gestalt!*): 


= Mar + Ray + n@) VE) +)" 


Dabei ist 9,(a)& + 9,(a)y + 9,(a) = 0 die Gleichung der eben er- 
wähnten Geraden. Die Schnittpunkte der Einzelkurven der Schar mit 
dieser Geraden, sowie ihre isotropen Tangenten (Nr. 30) bilden somit 
die Einhüllende der Schar. 





15. Untersuchungen von Dini, Darboux. Die Frage nach den 
Flächen mit lauter ebenen Krümmungslinien — sofern nicht die 
Ebenen einer Schar von solchen Linien parallel sind — behandelt 
U. Dini‘“) nach folgender Methode. Da die sphärischen Bilder der 


142) J. f. Math. 94 (1883), p. 116. 143) ibid. p. 329. 
144) Nouv. ann. (2) 4 (1865), p. 99. Vgl. P. Serret, Theorie des courbes, 
p. 264; Rouquet, These, 13%), p. 20. 145) ibid. p. 91 und 104, 


146) Firenze, Soc. it. Sc. Mem. (3) 1? (1868), p. 71. 
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Krümmungslinien auf der Einheitskugel ein aus geodätischen Kreisen 
[III D 3, Nr.38] bestehendes Orthogonalsystem bilden, kann man dem 
Quadrat des Linienelements der Einheitskugel hier die Form geben: 


a __f’w)du? + p*w)dv* 
a 
Mit Hülfe der Fundamentalgleichungen findet Dini die Darstellungen: 
R-U-V/-Tüt), AB=-U—V+Vwuto), 
et eu. % ur 
= u+v I utv’ 2= u+v?’ 


wo die Funktionen U...U, nur von «, die Funktionen V...V, nur 
von v abhängen. Es zeigt sich, dass die Funktionen U,, T,, U, 
bezw. V,, Y,, Y,; die Form haben: 


mutn+ayh®+hu+h, w+tv+BYkÜtho+R”. 
Die Koordinaten der Fläche ergeben sich aus der Integration der voll- 
ständigen Differentiale: 
dae=—R, 

















0oX oX 
Zu 9 — 2; z, 40, etc. 


Aus den Dini’schen Formeln folgt leicht, dass auch der Ausdruck: 


Xz+Yy-+ Zz von der Form m sein muss. Dies führt 


auf eine Untersuchung von @. Darboux '*"), bei der die zu bestimmen- 
den Flächen als die Schar ihrer Tangentialebenen einhüllend be- 
trachtet werden. Darboux leitet zunächst den folgenden Satz ab: 
Genügen die Funktionen A,, A,, A,, A, des Parameters « und die 
Funktionen B,, b,, D,, B, des Parameters 8 der Beziehung: 


A+B”’+4A+B”’+(4+B”’=(A+B), 
so werden die Tangentialebenen der fraglichen Flächen durch die 
Gleichung | 

A+B)2e+4A+B)y+(A+B)e=4A+B 
dargestellt, wo A wiederum nur von «, B nur von ß abhängt. Die 
Bestimmung der Funktionen A,..A,, B,..B, führt auf die Dupin’sche 
Cyklide (Nr. 10), und so wird folgende Erzeugung obiger Flächen 
gefunden: Man nehme zwei einfach unendliche Scharen von Kugeln, 
deren Mittelpunkte auf zwei Fokalkegelschnitten liegen, während sich 
ihre Radien nach einem beliebigen Gesetz ändern. Die Radikalebenen 
je zweier Einzelkugeln, die nicht derselben Schar angehören, werden 
von einer der gesuchten Flächen eingehüllt. 





147) „Darboux“ 1, p. 127; 4, p. 180. 
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Die oben skizzierte Methode benutzt Dini auch zur Bestimmung 
der Flächen, auf denen nur eine Schar der Krümmungslinien als eben 
angenommen wird. Es kommt hier alles darauf an, das Quadrat des 
Linienelements der Einheitskugel aufzufinden, falls die eine Schar der 
als orthogonal vorausgesetzten Parameterliniem aus Kreisen besteht. 
Dies führt auf eine Riccati’sche Differentialgleichung'*°). Nach Inte- 
gration derselben ergeben sich die Werte von R, und AR, und weiter 
die von x, y, 2 durch Quadraturen. Jene Bestimmung des Linear- 
elements der Einheitskugel führte Dini in einer späteren Arbeit *?) 
weiter aus und betrachtete im besonderen den Fall, in dem die Ebenen 
der Krümmungslinien mit einer Geraden denselben Winkel bilden. — 
Erwähnt sei noch eine Arbeit von @. Pirondini '°) über Flächen mit 
einer Schar ebener Krümmungslinien, sowie die Untersuchung von 
Darboux über das Verhältnis der Flächen mit ebenen und sphärischen 
Krümmungslinien zu den isotropen, abwickelbaren Flächen!) (Nr. 40). 
Besonders hingewiesen sei ferner auf die in Ebenenkoordinaten durch- 
geführte Darboux’sche Bestimmung der Flächen mit eimer Schar ebener 
Krümmungslinien 2). Diese Methode führt auch für Flächen mit einer 
Schar sphärischer Krümmungslinien zum Ziel mit Hülfe der Be- 
merkung, dass die Tangentialebenen einer Fläche längs einer sphäri- 
schen Krümmungslinie eine Kugel berühren, die mit der Trägerkugel 
der Krümmungslinie konzentrisch ist!??). 


16. Untersuchungen von Brioschi, Dini, Dobriner, Blutel, 
Darboux. F. brioschi fand folgende Eigenschaft sphärischer Krüm- 
mungslinien!®). Fallen die Parameterlinien u = const., v = const. 


& Ber ra Mes ve 
mit den Krümmungslinien zusammen, und ist Fr die Normal-, x die 
1 1 
geodätische Krümmung der sphärischen Kurven v = const., so hat man: 


1 1 cotg V 

K rim’ E5 R 2 

wo r den Halbmesser der Trägerkugel, V den Winkel bedeutet, den 
dieser Halbmesser mit der Flächennormalen bildet. Dini'°) be- 
trachtet die Koordinaten X, Y, Z der Einheitskugel so als Funktionen 
von « und v, dass das Quadrat des Linienelements die Form hat: 
do? —= E’du? + G’dv?. Die Gleichungen: 





148) Firenze, Soc. it. Sc. Mem. (3) 2 (1869), p. 23. 

149) Pisa, Ann. delle Universitä Toscane 11 (1869). 

150) Giorn. di mat. 22 (1884), p. 118. 

151) „Darboux“ 4, p. 203, 254. 152) „Darboux“ 4, p. 200. 

153) „Darboux“ 4, p. 240. 154) Ann. mat. fis. 8 (1857), p. 301. 
155) Firenze, Soc. it. Sc. Mem. (3) 2 (1869), p. 135. 
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= /, ee v.X, y- + aa tra, 
Tetra, 
in denen V,, V,, V,,r, V Funktionen von v» allein bedeuten, stellen 
nun, falls: 
dv, dv, av, dr cos V 
a Aa ne 
eine Fläche dar, für die 1) X, Y, Z die Richtungskosinus der Normalen 
sind, 2) u,» die Parameter der Krümmungslinien bedeuten, 3) die 
Kurven v = const. auf Kugeln liegen, deren Mittelpunkte die Koordi- 
naten V,, V,, V, besitzen. 

Hinsichtlich der Flächen mit einer Schar sphärischer Krümmungs- 
linien bemerkt H. Dobriner '°%), dass es zu jeder von ihnen noch un- 
endlich viele andere mit derselben Eigenschaft gibt, die mit ihr das 
sphärische Bild der Krümmungslinien gemein haben, und dass unter 
diesen auch solche vorhanden sind, bei denen die Trägerkugeln der 
Krümmungslinien alle durch einen Punkt gehen. Betrachten wir 
zwei solche Flächen, so besitzen die Mittelpunktskurven der beiden 
Scharen der Kugeln, auf denen ihre sphärischen Krümmungslinien 
liegen, in entsprechenden Punkten © und C’ parallele Tangenten. 
E. Blutel ”') fand, dass die abwickelbaren Normalenflächen längs zweier 
sich entsprechender Krümmungslinien auf beiden Flächen durch eine 
Ähnlichkeitstransformation aus einander hervorgehen. Die durch sich 
entsprechende Punkte jener Mittelpunktskurven gelegten Geraden er- 
zeugen eine abwickelbare Fläche, deren Gratlinie von der Geraden 


CC’ im Punkte C, berührt werde. Dann ist C, der Pol jener Trans- 
formation, und das Ähnlichkeitsverhältnis ist gleich dem Verhältnis 
der Strecke UC, zu CC’. Auf Grund dieser Sätze lässt sich schliessen, 
dass die Flächen mit einer Schar sphärischer Krümmungslinien aus 
denen mit einer Schar ebener erhalten werden, wenn man letztere der 
Transformation mittelst reziproker Radien unterwirft und zu den so 
gewonnenen Flächen diejenigen bestimmt, die sowohl mit ihnen das 
sphärische Bild der Krümmungslinien gemein haben, als mit einer 
Schar sphärischer Krümmungslinien ausgestattet sind !®). 
Hingewiesen sei noch auf die Behandlung des Problems der 
ebenen und sphärischen Krümmungslinien bei E. Wälsch, Festschrift 
der technischen Hochschule Brünn 1899, wo die Koordinaten eines 


=rsnVy@, 


156) J. f. Math. 94 (1883), p. 118, 125. 
157) Paris, C. R. 116 (1893), p. 249. 158) „Darboux“ 4, p. 245. 
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Punktes der fraglichen Flächen als explizite Funktionen zweier Para- 
meter ausgedrückt werden, sowie auf eine besondere Art hierher- 
gehörender Flächen bei @. Scheffers, Leipz. Ber. 1902, p. 367. 


Y% Weingarten’sche Flächen. 


17. Die beiden Weingarten’sche Sätze. Auf die Eigenschaften 
der Flächen, bei denen der eine Hauptkrümmungshalbmesser eine 
Funktion des anderen ist, wies zuerst J. Weingarten hin, weshalb man 
heute jene Flächen Weingarten’sche oder kurz W-Flächen 18a) nennt. (Vgl. 
auch III D 6a, Nr.31.) Jede Umdrehungs- und jede Schraubenfläche 
ist eine W-Fläche. Die kennzeichnende geometrische Eigenschaft der 
W-Flächen besteht darin, dass die Kurvenscharen R, —const. ‚Ra const. 
zusammenfallen, sodass es nicht möglich ist, die Grössen R, und R, zu 
Parametern zu wählen. — Die zu R, gehörenden Krümmungslinien 
mögen als Kurven » — const. in Rechnung gesetzt werden. Nehmen 
wir ausser diesen die Kurven R, — const. zu Parameterlinien, so nimmt 
nach Weingarten '°°) das Quadrat des Linienelements der zu R, ge- 
hörenden Schale der Krümmungsmittelpunktsfläche die Gestalt an: 


AR, 

ds? = (dR)-+ nn dv?. 
Danach sind die Krümmungsmittelpunktsflächen aller Flächen, bei 
denen R, dieselbe Funktion von R, ist, auf einander und im beson- 
deren auf eine unter ihnen befindliche Rotationsfläche abwiekelbar N 
Umgekehrt lässt sich mit Hülfe jeder auf eine Umdrehungsfläche ab- 
wickelbaren Fläche eine W-Fläche finden. Es bilden nämlich die 
Tangenten derjenigen geoc, ‘schen Linien der ersten F läche, die bei 
der Abwicklung in die Meridiane der Umdrehungsfläche übergehen, 
das Normalensystem einer Parallelschar von W-Flächen ist), — Ein 
zweiter Satz!) bezieht sich auf den Zusammenhang der W-Flächen 
mit einer gewissen Form des Quadrats des Linienelements der Ein- 
heitskugel. Sind die Koordinaten X, Y, Z der letzteren in der Art 
als Funktionen der unabhängigen Veränderlichen u und » ausgedrückt, 
dass: 

SaX?—= Ed + B(E)dv, 


‚ 1 ‚ 1 Ä 

so nehme man: FE —= =, P(E)= Zach Alsdann stellen die Aus- 

drücke: 
158*) Man verwechsle diese nicht mit den Klein-Lie’schen W-Flächen (Nr. 6). 
159) J. f. Math. 59 (1861), p. 382. 
160) Vgl. „Bianchi“, p. 246 u. 248. 


161) „Darboux“ 3, p. 328. 162) J. f. Math. 62 (1863), p. 160. 
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x - ((ow3Kau + (9a) — 29 (@)) = dv) , ete. 


die Koordinaten einer Fläche dar, für welche die Kurven & = const., 
v = const. Krümmungslinien sind, die Grössen X, Y, Z die Bedeutung 
der Richtungskosinus der Normalen besitzen, und die Hauptkrümmungs- 
halbmesser durch —#(x) und — #(x) +x% (x) gegeben werden, 
sodass zwischen diesen die durch Elimination von x zu erhaltende Be- 
ziehung besteht. Das Quadrat des Linienelements der zu RR = — #(x) 
gehörenden Schale der Krümmungsmittelpunktsfläche nimmt dabei die 
Form an: 


9 (an)? da? + ndov?. 
Die Voraussetzung 9(x)—=x-+ a führt auf die Röhrenflächen !%*) 
(Nr. 4), die Voraussetzung 9 (x) = = auf die Minimalflächen (Nr. 19 ff.), 
d. h. Flächen, bei denen R, + R, = 0. Zu diesen Fällen fügte Wein- 


garten noch einen dritten hinzu, indem er nachwies, dass die Vor- 
aussetzung 9(x) — $ (are sin« + „Vi — x?) auf die Flächen mit der 
Eigenschaft: 
2(R—R)=sin2(R + R,) 

führt 16). Darboux fand die folgende Erzeugung dieser Flächen. Man 
betrachte zwei Kurven mit absolut gleichen, aber dem Vorzeichen 
nach entgegengesetzten Torsionen. Ist P ein beliebiger Punkt der 
einen, P, ein beliebiger Punkt der anderen Kurve, so ist der Ort des 
Mittelpunkts (M) der Strecke PP, eine Translationsfläche (Nr. 6). 
Zieht man durch jeden Punkt M dieser Fläche eine Gerade, die der 
Sehnittlinie der Schmiegungsebenen der regebenen Kurven in P und 
P, parallel ist, so bilden diese Geradb f das Normalensystem der 
fraglichen W-Fläche!#). 

U. Dini%) gründet seinen Beweis des letzten Weingarten’schen 
Satzes auf die Fundamentalgleichungen, wie sie für den Fall gelten, 
dass die Krümmungslinien mit den Parameterlinien zusammenfallen. 
Dabei ergibt sich, dass auch das Quadrat des Linienelements der 
W-Fläche selbst die Form enthält: 


du? dv? 
h? 9 (h)?’ 
1 il ‚ 
wo nun z — (h), R= %(h) — hV(h). 
162®) Vgl. @. Scheffers, Einführung in die Theorie der Flächen, Leipzig 
1902, p. 357. 
163) Vgl. „Bianchi“, p. 251. 164) „Darboux‘‘ 3, p. 372. 


165) Firenze, Soc. it. Se. Mem. (8) 1. Teil 2 (1868), p. 51. 


\ 
; 
: 
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; 





18. Weitere Sätze. 19. Historisches. Sätze v. Meusnier. Integralv. Monge. 307 


Aus der letzteren Form des Linienelements kann man aber auf 
eine W-Fläche nur dann schliessen, wenn zugleich das Krümmungs- 
mass der Fläche den Wert #(h) (&(h) — h®'(h)) besitzt. 


18. Weitere Sätze. Die W-Flächen mit lauter ebenen Krüm- 


mungslinien betrachtet Dini !%) p. 70. Er zeigt, dass die Flächen mit 


der Eigenschaft R, R, = const. oder $ I $ = const. Z 0), nur wenn 
i 2 


sie Rotationsflächen sind, lauter ebene Krümmungslinien besitzen können. 
Die W-Flächen mit nur einer Schar ebener Krümmungslinien be- 
handelt Dini in einer weiteren Arbeit!%), doch ist das Ergebnis 
nicht einfach. S. Lie”) und später Weingarten '®) zeigten auf ver- 
schiedenen Wegen, dass sich die Krümmungslinien der W-Flächen 
durch Quadraturen bestimmen lassen. 

Beltrami '°°) und .Dini'") fanden, dass die einzigen geradlinigen 
W-Flächen die geradlinigen Schraubenflächen sind!"!), Über parallele 
W-Flächen handelt eine Arbeit von H. Thompson, Americ. J. of Math. 
24 (1902), p. 303. L. Raffy zeigte, dass die Schraubenflächen die 
einzigen W-Flächen sind, auf denen jede Kurve R, —= const. mit den 
Krümmungslinien einen konstanten Winkel bildet (Par. soc. math. 
Bull. 25 (1897), p. 124). 

Hinsichtlich der hyperoskulierten Normalschnitte (III D 1,2 Nr. 38), 
die durch einen Punkt einer W-Fläche gelegt werden können, gilt der 
Satz, dass es drei derartige Schnitte, oder nur einen solchen gibt, je 


nachdem m negativ oder positiv ist. Die notwendige und hinreichende 
1 


Bedingung dafür, dass im ersten Fall die Schnitte gegen einander gleich 
geneigt sind, besteht in der Unveränderlichkeit des Ausdrucks > -- - 
a 2 


(HID1,2, Nr.35), d. h. nur die Flächen mit konstanter mittlerer 
Krümmung (Nr. 36) besitzen die fragliche Eigenschaft "2). 


VI. Minimalflächen. 


19. Historisches. Sätze von Meusnier. Integral von Monge. 
Ausführliche Darstellungen der geschichtlichen Entwicklung der Lehre 


166) Pisa, Ann. 11 (1869) Teil 2, p. 42. 

167) Archiv math. og naturv. 4 (1879), pag. 507; Bull. sci. math. (2) 4 (1880), 
p. 301. 

168) J. f. Math. 103 (1888), p. 184. 

169) Ann. di mat. 7 (1865), p. 148. 170) ibid. p. 208. 

171) „Darboux“ 3, p. 314. 

172) R. v. Lilienthal, J. f. Math. 104 (1889), p. 343. Der letzte Satz bei 
A. Ribaucour, Paris, Bull. Soc. Philomat. 7 (1879), p. 112. 
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von den Minimalflächen gaben E. Beltrami '"®), B. Riemann -K. Hatten- 
dorf‘), H. A. Schwarz "%®), @. Darboux‘'®). Die Lehre von den 
Minimalflächen (vgl. auch III D 6a, Nr.27) beginnt mit der J. L. 
Lagrange’schen'“®) Aufstellung der Differentialgleichung der Fläche, 
die bei gegebener Begrenzung den kleinsten Flächeninhalt besitzt. 
Betrachtet man 2 als eine Funktion von x und y, so findet ZLagrange 
zwischen den ersten Ableitungen p, g und den zweiten r, s, t von 2 
die Beziehung: 








KA pP is 4 0 
Eyiyrte Myirote 


oder: 


A+Nr—2rgs+l+mMt=0. 


Aus der ersten dieser Gleichungen folgt, dass, wenn X, Y, Z 
die Richtungskosinus der Normalen der Minimalfläche bedeuten, der 
Ausdruck — Ydx + Xdy das Differential einer Funktion (etwa r) 
von x und y ist. Dies besagt aber, dass die mit den Richtungs- 
kosinus Y, —X, Z durch die Punkte der xy-Ebene gelegten Ge- 
raden ein Normalensystem bilden, und r kann als die auf den Strahlen 
des Systems zu messende Entfernung der Punkte einer das Normalen- 
system senkrecht durchsetzenden Fläche von den Punkten der 
xy-Ebene betrachtet werden. 

‚Ch. Meusnier ") zeigte, dass diese Differentialgleicbung das Ver- 
schwinden der Summe der beiden Hauptkrümmungshalbmesser der 
Fläche nach sich zieht. Obgleich nun eine Fläche mit der Eigenschaft 
R, + R,=0 keineswegs in ihrer ganzen Ausdehnung auch jene 
Minimaleigenschaft besitzen muss, hat man doch für diese Flächen 
— um die es sich im folgenden handelt — den Namen Minimalflächen 
beibehalten. Der von A. Ribaucour (Nr. 30) benutzte Name Elassoid 


173) Bologna, Mem. (2) 7 (1868), p. 3. 

174) Posthume Abhandlung von B. Riemann, bearbeitet von K. Hatten- 
dorff, Göttinger Abhandlungen 13 (1867). 

174%) J. f. Math. 80 (1875), p. 280; Gesammelte math. Abhndlgn. 1, Berlin 
1890, p. 168. 

175) „Darboux“ 1, livre II. 

176) Miscellanea Taurinensia 2 (1760/61) = Oeuvres 1, p. 335. Über diese 
Frage der Variationsrechnung (II A 8) vgl. B. Riemann, Gesammelte math. Werke 
hrsg. von H. Weber, Leipzig 1876, p. 287; H. A. Schwarz, Gesammelte math. Ab- 
hndlgn. 1, Berlin 1890, p. 223, 270; @. Scheffers, Einführung in die Theorie der 
Flächen, Leipzig 1902, p. 231. Für die Anwendung der O. Bonnet’schen Methode 
vgl. H. Resal das unter 132%) zitierte Werk p. 123; für die Anwendung der 
Grassmann’schen Methode vgl. H. Grassmann, Inaug. Dissert. Halle a/S. 1893, p. 84. 

177) Paris, Mem. say. [&tr.] 10 (1785) (lu 1776), p. 504. 
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ist nicht gebräuchlich geworden. Meusnier fand, dass jede gerad- 
linige Minimalfläche mit einer Leitebene eine gewöhnliche Schrauben- 
fläche, und jede Rotations-Minimalfläche die Umdrehungsfläche der 
Kettenlinie (Catenoid)"®) ist (1. ce. p. 507, 508). @. Monge‘"®) und 
A. Legendre‘®) stellten, der erste unter Benutzung seiner Theorie der 
Charakteristiken (IT A 5, Nr.43), der zweite unter Anwendung der nach 
ihm benannten Transformation (ib.) als allgemeine Lösung obiger 
Differentialgleichung die Ausdrücke auf!®): 


a a, 
d’p(« 
»- [VIE a? ir + [ya ap. 


Hier bedeuten « und ß zwei Parameter, p(«) und »(ß) willkührliche 
Funktionen. 

Da der Ausdruck für z, falls « und ß reelle Veränderliche be- 
deuten, rein imaginär wird, so musste der geometrische Wert der 
Monge’schen Integration dunkel bleiben, bis die Lehre von den Funk- 
tionen einer komplexen Veränderlichen genügend ausgebildet war. Es 
würde hier zu weit führen, auf die Versuche einzugehen, die nament- 
lich von H. F. Scherk 1%), E. Björling '°°), E. Catalan '*), O. Bonnet '%) 
unternommen wurden, um die im Monge’schen Integral auftretende 
Schwierigkeit zu überwinden. Wir erwähnen nur die bei dieser Ge- 
legenheit gefundenen Minimalflächen selbst. 


= 








20. Die von Scherk, Catalan, Enneper gefundenen Minimal- 
flächen. Scherk zeigte, dass die Gleichung: 


__ cos y 
008% 


R4 


eine Minimalfläche darstellt und fand ausserdem die Gleichung der 


178) M. Schilling, Halle a/S., Modelle von @. Herting, Nr. 220—223. Über 
die Kettenlinie vgl. @. Loria, Spezielle algebr. u. transscend. ebene Kurven, 
deutsch von F. Schütte, Leipzig. 1902, p. 574 (IIID4, Nr. 27). 

179) Applic. $ 20. 

180) Paris, M&m. sav. [etr.] (1789) (lu 1787), p. 309; ibid., p. 314 Ausdrücke 
für &,y,2 ohne Quadraturen. 

181) Vgl. Serret-Harnack, Lehrb. der Diff.- u. Integr.-Rechnung 2, zweite 
Hälfte (1885), p. 321; A. Enneper, Zeitschr. Math. Phys. 7 (1862), p. 15. 

182) Lipsia, ee Jablonovianae nova Acta 4 Fasc. 2 (1831); J. f. Math. 
13 (1835), p. 185. 

183) Archiv Math. Phys. 4 (1843), p. 301. 

184) J. &c. polyt. 21 (1858), p. 129. 

185) Par., ©. R. 37 (1853), p. 531; 40 (1855), p. 1108 und ausführlich J. de 
math. (2) 5 (1860), p. 222. 


310 TMD5. R.v. Lilienthal. Besondere Flächen. 


Minimalflächen, die zugleich Schraubenflächen 18°®) sind. Auf die erstere 
Fläche kam A. Enneper '*°) bei der Beantwortung der Frage nach solchen 
Minimalflächen, die eine Schar ebener Meridiankurven (IIID 3, Nr. 41) 
besitzen, und auf die Schraubenflächen bei der Frage nach Minimal- 
flächen, die eine Schar geodätischer Meridiankurven besitzen ') 
Catalan '®®) fand die Minimalfläche, deren Gleichung sieh durch Eli- 
mination von ® aus den Beziehungen ergibt: 
(€ — 9) cs9=(y— 1)sin$, 

2? c08 9 + 4y(1 — cos #) —4(1 — cosd? —=0. 
Dieselben stellen für jeden bestimmten Wert von $ eine Parabel dar, 
deren Ebene auf der «y-Ebene senkrecht ist, und deren Scheitel bei 
sich änderndem # die Cykloide (III D 4, Nr.6) mit den Gleichungen 
x=9— sin®, y= 1 — cos d durchläuft. Ist C der Mittelpunkt des 
Rollkreises, und Ü_P der zum zugehörigen Cykloidenpunkt führende Halb- 
messer, so werden die Radien Ü_ P von einer neuen Cykloide eingehüllt, 
die den Radius O P im Punkte mit den Koordinaten z—= 4 (2% — sin 29), 
y=4(1— cos2#) berührt. Durch diesen Punkt geht die Direktrix 
der zu ® gehörenden Parabel. Die Fläche ist enthalten unter den 
von Enneper '?°) bestimmten Minimalflächen, die eine Schar von Pa- 
rabeln und eine Schar ebener Meridiankurven besitzen. Diese Flächen 
entstehen durch geometrische Zusammensetzung (vgl. Nr. 31) der 
Catalan’schen Fläche und der Schraubenfläche, wobei die Punkte der 
Parabeln und die der Erzeugenden der Schraubenfläche einander zu- 
geordnet sind. 


21. Analytische Darstellungen der Minimalflächen von Wein- 
garten, Enneper, Weierstrass, Riemann, Peterson, Beltrami. Die 
Weingarten'sche Darstellung der Minimalflächen '#®) wurde bereits 


in Nr. 17 erwähnt. Die für Minimalflächen geltende Bedingung 
k? 


9(k) = ergibt für das Quadrat des Linienelementes des sphäri- 
schen Bildes dieser Flächen die Form m ‘Jeder konformen 


185°) Vgl. M. Falchi, Giorn. di mat. 34 (1896), pag. 89. 

186) Gött. Abh. 29 (1882), p. 41. Ausführlich wird die Scherk’sche Mini- 
malfläche behandelt von @. Scheffers in dem im Zitat 176) genannten Werke 
p. 252. Vgl. R. Kummer, Inaug. Dissert. Leipzig 1894. 

187) Gött. Abh. 29 (1882), p. 68. 

188) Zitat 184), p. 160 und Paris, C. R. 41 (1855), p. 1019. Modell von 
Laine, bei M. Schilling, Halle a/S., Nr. 225. 

189) Gött. Abh. 29 (1882), p. 49. Modell von Tallgvist, bei M. Schilling, 
Halle a/S., Nr. 226. 

189%) J. f. Math. 62 (1863), p. 164; vgl. E. Beltrami, die unter ?°°) zitierte 
Arbeit, p. 59. 
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Abbildung der Kugel auf die Ebene (III D 6a, Nrr. 11,33) entspricht 
somit eine durch die Weingarten’schen Formeln darstellbare Minimalfläche. 
A. Enmeper '®) geht von den drei Fundamentalgleichungen aus, 
wie sie unter der Annahme gelten, dass die Parameterlinien mit den 
Krümmungslinien zusammenfallen (III D 3, Nr.9), und findet für die 
Koordinaten der Punkte der Minimalflächen die Gleichungen: 


_ IP) —ı1 vD—1, 
E - [a 49’ (9) a4 vd dl 
[Po +1 veg)+1 
ve IT m yo 8 


ni we 9 | +[ va 
ar 2Y a“ 
Hier sind p und q konjugiert komplexe Veränderliche, während p(P) 
und %(g) in den Formen ®(p) + i%(p), D(q) — iW(gq) angenommen 
werden, wo ® und %# für reelle Werte von p reell sein sollen. Die 
Krümmungslinien fallen mit den Kurven p + g = const. und p—q 
— const. zusammen. Einfache Voraussetzungen hinsichtlich der Funk- 
tion p(p) führen Enneper einerseits zu einer algebraischen Minimal- 
fläche neunter Ordnung’), andererseits zum Nachweis, dass die 
von Scherk gefundenen Schraubenflächen zugleich die allgemeinsten 
Schraubenflächen mit der Eigenschaft R, + R, = 0 sind?). 
K. Weierstrass'”) fasst auf einer Minimalfläche ein beliebiges 
isothermes Kurvensystem (IIID3, Nr. 19) ins Auge, dessen Parameter 
mit p und q bezeichnet werden. Es ergeben sich die Gleichungen: 


0? 0? 0? n2 0? 02 
tet tt, RE 
und so folgt der Satz, dass x, y, z die reellen Teile dreier analytischer 


Funktionen f, 9, h der komplexen Veränderlichen u — p-+-gi sind, wo- 
bei die Funktionen f, 9, h der Bedingung unterliegen: 


df dh 

er gr (2) an (7) = 0.) 
Diese Gleichung löst Weierstrass, unter G und H zwei willkürliche 
Funktionen verstehend, in folgender Weise auf: 


-@—m, 9 _;(@ +39, 20H. 





190) Zeitschr. Math. Phys. 9 (1864), p. 107. 

191) Zitat 190), p.108. M. Schilling, Halle a/S., Modell von G. Her ting, Nr. 224. 

192) Zitat 190), p.110. Vgl. „Darboux“ 1, p. 276; „Bianchi“, p. 273; E. La- 
marle, J. de math. (2) 4 (1859), p. 241. 

193) Berlin. Monatsberichte 1866, p. 612. Vgl. auch IID6a, Nr. 21. 

194) Vgl. Lacroix, Trait& du caleul diff, et int. 2, Paris 1814, 2. Aufl, 
p: 627; „Darboux“ 1, p. 274. 





312 IID5. R.v. Lilienthal. Besondere Flächen. 


Das betrachtete Kurvensystem vermittelt die konforme Abbildung 
(II B1, Nrr.5, 18) eines gehörig begrenzten Stückes der Minimalfläche 
auf ein Stück (E) der p, g-Ebene. Bezeichnen wir mit p,, 9, die Koordi- 
naten eines beliebig innerhalb des letzteren gewählten Punktes, mit 
%y, Yo, 2) die Koordinaten des entsprechenden Punktes der Minimal- 
fläche und setzen «=, + it, so entsteht: 


z=0,+ RW — H?(w)) du, 


vantRfiem + Hw)an, = +Rf2G(u) Hu) du. 


Das Zeichen AR bedeutet, dass der reelle Teil des jeweiligen Inte- 
2 
G(u) 
folgende geometrische Bedeutung. Werden die Richtungskosinus der 
Normalen der Minimalfläche mit X, Y, Z bezeichnet, so projiziere 
man den dem Punkt (x, y, 2) der Minimalfläche entsprechenden Punkt 
(X, Y, Z) der Einheitskugel vom Punkte =0, y=(0, z2=1 der- 
selben aus auf die Ebene z2=0. Wird dadurch der Punkt 2=«), 
y=y erhalten, so ist s=a” + yi. Führt man an Stelle der un- 
abhängigen Veränderlichen « die Veränderliche s ein und setzt: 
G?(u) du = %(s)ds, so ergibt sich !®): 


RA NEI)d, y-Rfil+N)Eo)«s, 
2=2R | sYl)ds. 
Um &, y, z ohne Verwendung von Integralzeichen darzustellen, be- 
zeichnet Weierstrass mit F(s) eine Funktion, deren dritte Ableitung 
%(s) ist und erhält: 
z=R1 — S)F’(ls) +2sF'(s) —2F(s)}, 
y-Rf+MF)- sr ()+HFO), 
z=NRI[2s F’(s) —2F’(s)). 
Hiermit ist gezeigt, dass zu jeder analytischen Funktion eine Minimal- 
fläche gehört und umgekehrt. Ferner bewies Weierstrass den umkehr- 


baren Satz, dass zu jeder algebraischen Funktion F(s) auch eine 
algebraische Minimalfläche gehört. Die zweiten Weierstrass’schen Aus- 


drücke gehen aus den Enneper’schen hervor, wenn p = an V2%(s) ds 


grals in Rechnung gesetzt werden soll. Die Grösse — s besitzt 


genommen, und die Umkehrungsfunktion dieses Integrals mit p(p) be- 








195) Vgl. die Arbeiten von L. Kiepert, J. f. Math. 81 (1876), p. 337 und 
85 (1878), p. 171; J. Weingarten, Zeitschr. Math. Phys. 3 (1858), p. 43. 
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zeichnet wird. Daher erhält man bei der Weierstrass’schen Darstellung 
die Gleichungen der Krümmungslinien, wenn man den reellen und den 


imaginären Bestandteil des Integrals fi V2%(s) ds je einer Konstanten 
gleich setzt !?®). 

Dass überhaupt die Krümmungslinien und ebenso die Haupt- 
tangentenkurven einer Minimalfläche sich durch Quadraturen bestimmen 
lassen, zeigte zuerst M. Roberts‘) und dann O. Bonnet '%). — Auch 
die Darstellung der Minimalflächen in Ebenenkoordinaten 1988) ist von 
Weierstrass in der genannten Arbeit ausgeführt. Eine eingehende 
Behandlung der Theorie der Minimalflächen in diesen Koordinaten 
findet man bei „Darboua“ 1, p. 296ff. Daselbst (p. 303) sind auch 
die Veränderungen untersucht, welche die Funktion 5(s) und die 
entsprechende bei Anwendung von Ebenenkoordinaten auftretende 
Funktion erleidet, falls man die Minimalfläche aus einer Lage irgend- 
wie in eine neue Lage bringt 9»), 

Neben der Weierstrass’schen Darstellung der Koordinaten einer 
Minimalfläche erwähnen wir die B. Riemann’sche '®) (1860/61). 

Hier wird um den Koordinatenanfangspunkt eine Kugel mit dem 
Halbmesser Eins beschrieben, und die sphärischen Bilder (III D 3, Nr. 7 ) 
der Punkte der Minimalfläche werden vom Punkte @—=—1, y—=0, 
2=0) aus auf die im Punkte («=1, y=0, z—=0) berührende Tan- 
gentialebene der Kugel projiziert. In dieser Ebene legt B. Riemann 
durch ihren Berührungspunkt mit der Kugel die y’- und z’-Achse 
bezw. parallel der y- und z-Achse und ordnet jenem Projektionspunkte 
die komplexe Zahl „= y’+2’i zu. Wird in der Gleichung der 
Minimalfläche x als eine Funktion von y und 2 betrachtet, so ist nach 
dem Obigen die Differentialform — Zdy + Ydz gleich dem Differential 
einer Funktion von y und z, die mit x bezeichnet wird. Es zeigt 
sich, dass die Funktion x + ig = 2U nur von n abhängt, und weiter, 


dass die Funktion 
fg BU 4] 
uV= ren Dr 087 


durch eine Drehung des x-y-2-Systems um seinen Anfangspunkt nicht 
beeinflusst wird. Mit Hilfe dieser Funktion u drückt Riemann die 
Koordinaten der Punkte der Minimalfläche durch die Gleichungen aus: 


196) Vgl. „Bianchi“, p. 358; „Darboux“ 1, p. 312. 

197) J. de math. (1) 11 (1846), p. 300. 

198) ibid. (2) 5 (1860), p. 228. 

198°) Vgl. J. Franz, Arch. Math. Phys. 55 (1873), p. 111. 

198°) Vgl. die unter ?°°) zitierte Arbeit von E. Beltrami, p. 63. 

199) Die unter !7%) zitierten gesammelten Werke p. 292. 
Encyklop. d. math. Wissensch. III 3. 21 
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d 8 1 
u kl a (sog) m) aloe n, 


)( 
rl-( Zen) (m+7)dlog a. 


Nach einer Spiegelung der Fläche an der Ebene «—= 0 stimmen die 
Riemann’schen Formeln mit den zweiten Weierstrass’schen bis auf die 





Bezeichnung der Achsen überein, wenn „= s, %(s) = id ) gesetzt 


wird. Ist «’ die komplex konjugierte von u, so werden hier die 
Krümmungslinien durch die Gleichung u + iw’” = const., die Haupt- 
tangentenlinien durch die Gleichung u + w’= const. bestimmt. Das 
in dem Ausdruck für « auftretende Integral ist gleich U; ebenso 
mögen die in den Ausdrücken für y und z auftretenden Integrale 
mit Y und W bezeichnet werden. Riemann zeigt, dass durch die 
Gleichungen für &, y und z die Minimalfläche auf jede der die kom- 
plexen Grössen U, V, W geometrisch darstellenden Ebenen konform 
abgebildet wird, und, dass der Inhalt eines Minimalflächenstücks gleich 
ist der halben Summe der Inhalte seiner Bilder in diesen Ebenen !*°®). 
K. Peterson '°®) findet im Verlauf von Untersuchungen über die 
Biegung der Flächen für die Koordinaten einer Minimalfläche eine 
Darstellung, die einen willkürlichen Parameter « enthält, nämlich: 


2 R (ie ff) eostal), y-R (ieriff() sinlal), = R(e“ roaı), 


wo f(l) eine Funktion der komplexen Veränderlichen I ist. Die den 
einzelnen Werten von « entsprechenden Minimalflächen bilden eine 
Schar assoziierter Minimalflächen (Nr. 23). Die Peterson’sche Dar- 
stellung gebt in die zweite Weierstrass’sche über vermöge der Sub- 


stitution: 
0, edi=is, f)E2iFTH. 


E. Beltrami ?®) geht aus von dem Umstand, dass für die zweiten 


Differentialparameter (III D3, Nr. 8, p.124) der Koofäinaten einer be- 
liebigen Fläche die Gleichungen gelten: 


1999) Bei Riemann, *"%) p. 291 steht irrtümlich „doppelte“ Summe statt 
„halbe“; richtig bei H. A. Schwarz in den unter !’*#) zitierten ges. Abhandlg. 
p. 177, 178, wo auch der Riemann’sche Ausdruck für den Inhalt eines Minimal- 
flächenstücks eine geometrische Veranschaulichung findet. 

199°) Über Kurven und Flächen, Leipzig 1868, p. 67. Herrn P. Stäckel ver- 
dankt der Verfasser die Mitteilung, dass sich die obigen Formeln schon in einer 
russisch geschriebenen Arbeit Peterson’s aus dem Jahre 1866 befinden. Vgl. die 
Mitteilungen über Peterson von P. Stäckel, Biblioth. Mathem. (3) 2 (1901), p. 128. 

200) Bologna, Mem. (2) 7 (1868), p. 3. 
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4-- Et 49--EtmD 


ae (= T =) 2: 


Hieraus folgt, dass eine Minimalfläche von jeder Schar paralleler 
Ebenen in isothermen Linien geschnitten wird. Sind vw und v die 
Parameter zweier zu einander senkrechter Isothermenscharen auf einer 
Minimalfläche, und setzt man u-+-vi=w, so folgt wie vorhin, dass 
x, y, 2 die reellen Teile dreier Funktionen , y, x von w sind, die 


der Beziehung: 

Pw)? + WW)? + x w) — 0 
genügen. Diese Gleichung wird nun in ähnlicher Weise befriedigt, 
wie Lagrange die Gleichung ds? —= dx? + dy? ohne Integralzeichen 
löste (IHID1,2, Nr.13; vgl. die Entwieklungen und historischen An- 
.gaben bei P. Stäckel, Leipz. Ber. 1902, p. 101). So erhält .Beltrami, 
unter f eine willkürliche Funktion verstehend: 


p(w) = IT sinw+ SH cosw, u(w) — ZT cos w — SH sin w, 


x(w) = if(w) + a 
Für die Richtungskosinus der Normalen der Minimalfläche ergeben 
sich die Gleichungen: 
sin % cos u 
— cos hyp. v’ ni Z=tghyp.v. 

Die Kurven « = const. auf der Einheitskugel sind somit die durch 
die z-Achse gehenden Meridiane, die Kurven v» = const. die zuge- 
hörigen Parallelkreise. Der Übergang von den dritten Weierstrass- 
schen Formeln zu den Beltrami’schen vollzieht sich mit Hülfe der 
Substitutionen: 


s—ıie"r, Fo =D 2 


22. Bestimmung einer Minimalfläche bei gegebener Begrenzung. 
(Vgl. Nr. 24). Von Bedeutung ist die Aufgabe, eine Minimalfläche 
durch eine vorgeschriebene Begrenzung zu legen. Obgleich J. A. 
Serret?®®) und O0. Bonnet?®) sich schon mit der Aufgabe beschäftigt 
hatten, Minimalflächen zu bestimmen, auf denen gegebene Gerade 
liegen, wurde die Aufgabe bei vollständiger geradliniger Begrenzung 


201) Über die Weierstrass’sche und Beltrami’sche Darstellung der Minimal- 
flächen vgl. $. Pincherle, Giorn. di mat. 14 (1876), p. 75. 
202) Paris, ©. R. 40 (1855), p. 1078, 


203) J. de Math. (2) 5 (1860), p. 245. 
21* 
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der Fläche erst von Riemann‘®) und Weierstrass’*) auf das analy- 
tische Problem der konformen Abbildung eines ebenen Flächenstückes 
auf ein zweites zurückgeführt (II B1, Nr. 18). 

Bereits Bonnet?®®) fand, dass in den nach ihm benannten Ver- 
änderlichen (IIID3, Nr. 7, p.121) das Quadrat des Linienelements einer 
Minimalfläche die Gestalt besitzt: 

ds? = (v” + w?) (da? + dy?), 
während das entsprechende Linienelement der Einheitskugel durch die 
Gleichung: ’ 
ER a 

gegeben ist. Daraus folgt 1) dass die Meridiane und Parallelen (III D3, 
Nr. 41) auf den Minimalflächen nicht nur, wie schon Minding ””°) zeigte, 
ein orthogonales, sondern auch ein isothermes System bilden; 2) dass 
die Minimalflächen durch die Gauss’sche Abbildungsart (III D 6a, Nrr. 11, 
33) konform auf die Einheitskugel abgebildet werden. Die letztere Eigen- 
schaft kommt, wie E. B. Christoffel°) nachwies, wenn man von dem 
trivialen Fall der Kugel absieht, ausschliesslich den Minimalflächen zu. 
Ferner stellte Bonnet ?°°) den Satz auf, dass auch die Krümmungslinien 
einer Minimalfläche isotherm sind, woraus sich dann ergibt, dass die 
Haupttangentenkurven ebenfalls isotherm sind, da sie, wie Oh. Dupin ) 
zeigte, den Winkel der Krümmungslinien halbieren ®°). Denkt man 
sich nun ein reguläres Stück einer Minimalfläche zuerst durch paral- 
lele Normalen auf die Einheitskugel abgebildet und das hier ge- 
wonnene Stück durch stereographische Projektion auf die s-Ebene 
abgebildet, so möge der Ebenenteil 7, erhalten werden. Wird das- 
selbe Stück der Fläche konform auf die p-Ebene abgebildet, so möge 
der Ebenenteil 7, erhalten werden. Eine Weierstrass’sche Funktion 
%(s) vermittelt die konforme Abbildung von 7, auf T}. Ist umgekehrt 
die Gestalt von 7, und 7,, sowie die konforme Abbildung von T, auf 
T, bekannt, so ergibt sich % (s), und damit sind die "Koordinaten der 
Minimalfläche durch Quadraturen zu erhalten. Die Art der Begrenzung 
von T, und T, ist bekannt in dem von Riemann und Weierstrass be- 


trachteten Falle der geradlinigen Begrenzung des Minimalflächenstücks. 


204) Berlin, Monatsberichte (1866), p. 855. 

205) J. f. Math. 44 (1852), p. 71. 

206) J. f. Math. 67 (1867), p. 218; „Darboux“ 1, p. 309. 

207) Paris, C. R. 37 (1853), p. 529. 

208) Developpements, p. 187 (IIID3, Nr. 3). 

209) Vgl. die Beweisführung bei H. A. Schwarz, Abhandl. 1, p. 172 u. 
U. Dini, Ann. di mat. (2) 4 (1870—71), p. 185. 
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Eine auf einer Fläche gelegene Gerade ist stets eine Haupttangenten- 
kurve derselben, ihr sphärisches Bild der Bogen eines grössten Kreises, 
dessen Ebene senkrecht zur Geraden ist. Das durch stereographische 
Projektion (III D 6a, Nr.4) erhaltene Bild eines Kugelkreises in der 
s-Ebene ist geradlinig oder kreisförmig. Ebenso ist das Bild einer 
auf der Minimalfläche liegenden Geraden in der p-Ebene wieder eine 


Gerade, die unter dem Winkel T oder — 7 gegen die reelle Achse 


geneigt ist. Man steht also vor der Aufgabe, ein von Kreisbögen 
begrenztes Vieleck auf ein geradliniges Vieleck konform so abzubilden, 
dass die Begrenzungen sich entsprechen. Der Fall, in dem die Be- 
grenzung der Minimalfläche aus vier paarweise einander gegenüber- 
liegenden Kanten eines regelmässigen Tetraeders gebildet wird, ist 
ausführlich von H. A. Schwarz?!) und A. Schorndorf ?'') behandelt. 
Schwarz verallgemeinerte die Art der Begrenzung der Minimalfläche 
zur sogenannten „Schwarz’schen Kette“, indem er neben geradlinigen 
Stücken Ebenen hinzunahm, gegen welche die Minimalfläche senk- 
recht geneigt sein soll”). Das in einer solchen Ebene liegende 
Begrenzungsstück ist dann eine geodätische Krümmungslinie der 
Minimalfläche, besitzt also als sphärisches Bild den Bogen eines 
grössten Kreises. Den besonderen Fall zweier von einem Punkt aus- 
gehender Strecken und einer Ebene als Schwarz’sche Kette behandelte 
E. K. Neovius®'?). Die Annahme, dass die Minimalfläche gegen die 
auftretenden Ebenen nicht senkrecht, aber konstant geneigt sei, unter- 
suchte @. Tenius?"*). 


23. Die einer Minimalfläche assoziierten Minimalflächen. Bevor 
wir auf ein zweites Verfahren zur Lösung der in Rede stehenden 
Aufgabe übergehen, ist der Begriff der einer Minimalfläche assozüerten 
Minimalflächen zu erläutern. Ersetzt man in der zweiten Weierstrass- 
schen Darstellung der Koordinaten einer Minimalfläche die Funktion 
%(s) durch e’=%(s), wo « eine reelle Konstante bedeutet, so erhält 


210) Abhandl. 1, p. 6; Preisschrift Akad. Berlin 1867. 

211) Preisschrift philos. Fak. Göttingen 1868. Man vgl. die Darstellung bei 
„Bianchi“, p. 382 und „Darboux“, p. 424. Dazu A. Schönflies, Paris, C. R. 112 
(1891), p. 478 u. 515. 

212) Abhandl. 1, p. 130. Einen weiteren besonderen Fall behandelt die 
Inaug.-Dissert. von F. Bohnert, Göttingen 1888. 

213) Helsingfors Akadem. Abhandl. 1883. Eine Arbeit desselben Ver- 
fassers in den Helsingfors Soc. Sc. Fenn. Acta 1888, p. 1 erörtert Singulari- 
täten, die im Innern und auf der Begrenzung eines geradlinig begrenzten 
Minimalflächenstücks auftreten können. 

214) Marburg, Inaug.-Dissert. 1888. 
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man eine Minimalfläche, die der ursprünglichen assozüert ne 
Hier gelten die Sätze: 

1) In entsprechenden, d. h. zu demselben Wert von s gehörenden 
Punkten der Minimalfläche und einer assoziierten Fläche sind die 
Normalen der Fläche parallel (II D 6a, Nr. 12). 

2) Die Krümmungslinien der associierten Fläche bilden mit den 
Krümmungslinien der ursprünglichen Fläche den Winkel I ihre 


geodätische Krümmung ist gleich der geodätischen Krümmung der- 
jenigen Kurven auf der ursprünglichen Fläche, welche die Krümmungs- 
linien unter dem Winkel rn schneiden. 


3) Entsprechende Linienelemente beider Flächen bilden mit ein- 
ander den Winkel «. 

4) Die Assoziierte ist eine Biegungsfläche der ursprünglichen 
Fläche (II D 6a, Nr. 27). 

5) Die Punkte der Minimalfläche beschreiben während der 
Biegungen, die zu den assoziierten Flächen führen, eine aus lauter 
Ellipsen bestehende doppelt unendliche Kurvenschar. Nimmt man 


den Winkel « gleich — — so nennt man die entsprechende assoziierte 
die adjungierte Fläche. Sie ist wohl der Form nach, aber nicht hin- 
sichtlich ihrer Lage im Raume völlig bestimmt?!%). Bonnet wies zuerst 
auf die adjungierte Fläche hin unter Aufstellung des Satzes ?!"), dass 
die Haupttangentenkurven der Adjungierten den Krümmungslinien der 
ursprünglichen Fläche entsprechen. Hinsichtlich der Biegung, durch 
die eine Minimalfläche in ihre adjungierte übergeht, zeigte Bianchi ?'?), 
dass jede geodätische Linie in der Weise gebogen wird, dass die erste 
bezw. zweite Krümmung (UI D 1, 2, Nrr.29, 30) der gebogenen Kurve 
gleich ist der zweiten bezw. ersten Krümmung der ursprünglichen 
Kurve. Wir erwähnen noch die Darboux’schen Sätze?!?): Sind zwei 
Flächen in der Weise auf einander abwickelbar, dass entsprechende 
Linienelemente einen konstanten Winkel mit einander bilden, so sind 
sie assoziierte Minimalflächen (III D 6a, Nr.27). Ist jener Winkel 
gleich einem Rechten, so hat man es mit einer Minimalfläche und ihrer 
adjungierten zu thun. 

Die einer Minimalfläche assoziierten Flächen brauchen der Gestalt 
nach nicht von ihr verschieden zu sein. So sind z. B. die auf eine 
Rotationsfläche abwickelbaren Minimalflächen dadurch gekennzeichnet, 


215) K. Peterson, Über Kurven u. Flächen, Leipzig 1868, p. 67; Schwarz, 
Abhandl. 1, p. 175. 

216) „Darboux“ 1, p. 323. 217) Par., C. R. 1853, p. 532. 

218) Giorn. di mat. 22 (1884), p. 374. 219) „Darboux“ 1, p. 331. 
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dass die Funktion %(s) den Ausdruck Ü’s* besitzt (III D 6a, Nr. 27). 
Aus diesem Umstande folgt??), dass, wenn x von — 2 verschieden, 
die assoziierten Flächen durch Drehung um eine Gerade aus der ur- 
sprünglichen hervorgehen. Zu den fraglichen Flächen gehört auch die 
von Enneper?*') gefundene, bei der x gleich Null ist. 


24. Methode von Darboux. Das oben erwähnte zweite Ver- 
fahren zur Bestimmung eines Minimalflächenstückes, dessen Begrenzung 
in der Form einer Schwarz’schen Kette gegeben ist, hat Darboux 
angegeben?”?). Es beruht auf der Anwendung der ersten Weierstrass- 
schen Darstellung (Nr.21) der Minimalflächen, die in der Gestalt: 


ER — Hoya, y-RS(CW + Hoydt, 
EERS2EHWHMat 
benutzt wird. Ist: 
de d 
FE +p ne 778 0 


die Differentialgleichung, der @(t) und H(t) als partikuläre Integrale 
genügen, so wird durch jedes Paar von einander unabhängiger parti- 
kulärer Lösungen derselben eine Minimalfläche bestimmt, und die 
sämtlichen so erhaltenen Minimalflächen betrachtet Darboux als zur 
selben Familie gehörig. Die einer Minimalfläche assoziierten Flächen, 
also auch ihre adjungierte Fläche, gehören mit ihr in dieselbe Familie. 
Denkt man sich das fragliche Minimalflächenstück derart auf die 
t-Ebene abgebildet, dass den inneren Punkten des Stückes die Werte 
von Zt mit positivem imaginären Teil, den Punkten der Begrenzung 
die reellen {-Werte entsprechen, so gelingt die Bestimmung von p und 
q?”) bis auf die Festlegung numerischer Konstanten mit Hülfe der 
Bemerkung, dass die Begrenzung der adjungierten Fläche ebenfalls 
aus einer Schwarz’schen Kette besteht, deren Ebenen den Strecken 
und deren Strecken den Ebenen der ersten Kette entsprechen. Die 
Funktionen p und q sind in der ganzen t-Ebene eindeutig, und reell 
für reelle Werte von {. Der Gesamtheit der letzteren entspricht auf 
jeder zur fraglichen Familie gehörenden Minimalfläche eine Begrenzungs- 
linie, von der sich zeigen lässt?*), dass sie aus ebenen Krümmungs- 
linien, die aber nicht geodätisch zu sein brauchen, und aus Haupt- 
tangentenkurven besteht, die nicht geradlinig zu sein brauchen, 
nämlich auch auf einem beliebigen Zylinder gezogene Schrauben- 


220) „Bianchi“, p. 373, 374. 221) Gött. Abh. 29 (1882), p. 73. 
222) „Darboux“ 1, p. 456. 
223) „Darboux“ 1, p. 472. 224) ibid. p. 475. 
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linien sein können. Das sphärische Bild einer solchen Begrenzung 
besteht aus Bögen von kleinen Kreisen. Man hat daher zwei solche 
partikuläre Integrale aufzufinden, die eine Begrenzung liefern, welche 
1) nur aus geodätischen Krümmungslinien und geradlinigen Haupt- 
tangentenkurven besteht und 2) mit der gegebenen Schwarz’schen 
Kette zusammenfällt. Ist umgekehrt eine Differentialgleichung zweiter 
Ordnung von obiger Form mit bestimmbarer Gruppe 24a) (ITA4b, 
Nr.18) gegeben, so kann man nach den mit ihr verträglichen Be- 
grenzungen von Minimalflächenstücken fragen. Darboux hat von diesem 
Gesichtspunkte aus namentlich die Differentialgleichung der hypergeo- 
metrischen Reihe (1 A 3, Nr. 55; II B 7) untersucht 2%). 

Hinsichtlich der Bestimmung einer Minimalfläche mittels vor- 
geschriebener Begrenzung ist noch der von Riemann?®®) betrachtete 
Fall zu erwähnen, in dem die Begrenzung aus zwei parallelen Kreisen 
besteht. Hier gelangt Riemann durch die Annahme zum Ziel, dass 
die den Kreisen parallelen Ebenen die Minimalfläche ebenfalls in 
Kreisen schneiden. (Vgl. Nr. 26). 


25. Bestimmung einer Minimalfläche durch einen analytischen 
Streifen. Anstatt durch eine vorgeschriebene Begrenzung, lässt sich 
eine Minimalfläche, wie schon Björling '®) und Bonnet?””) erkannten, 
auch dureh die Forderung bestimmen, dass sie eine gegebene Kurve 
enthalten und längs der Kurve vorgeschriebene Normalen besitzen soll. 
Dabei müssen die Koordinaten der Kurve und die Richtungskosinus 
der Normalen als analytische Funktionen einer Veränderlichen gegeben 
sein, sodass sie auch für komplexe Werte dieser Veränderlichen be- 
stimmt sind. Man drückt daher die in Rede stehende Forderung auch 
so aus, dass man sagt, die Minimalfläche solle durch einen gegebenen 
analytischen Streifen hindurchgelegt werden?®). Betrachten wir die 
Koordinaten der gegebenen Kurve (&,, Y,, 2,) und die gegebenen 
Richtungskosinus der Normalen (X,, Y,, Z,) als Funktionen von t, 
so erhält man für die Koordinaten x, y, z der verlangten Minimal- 
fläche nach Schwarz???) die Gleichungen: 


i—NR I. +i (Zudy — Yıda)), y-rlyti (K,dz, — 2,d)}, 
AN 2, + if(Yoda, üine Xdy)}; 


wo in den rechtsstehenden Klammern der Veränderlichen t komplexe 





224°) CO. Jordan, Cours d’Analyse 3, zweite Aufl., Paris 1896, p. 193. 
225) ibid. p. 478. 226) Werke, p. 311. 

227) Paris, C. R. 40 (1855), p. 1107. 228) „Bianchi“, p. 378. 
229) Abhandl. 1, p. 179. 
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Werte beizulegen sind. Schwarz knüpft an diese Formeln die Folge- 
rungen: 

1) Jede auf einer Minimalfläche gelegene Gerade ist eine Sym- 
metrieachse der Fläche. 

2) Schneidet eine Ebene eine Minimalfläche überall senkrecht, 
so ist sie eine Symmetrieebene der Fläche *°). 

Nach dem Vorigen ist eine Minimalfläche durch die Forderung 
bestimmt, dass eine gegebene Kurve eine auf ihr liegende geodä- 
tische Linie oder eine Haupttangentenkurve sein soll. Im ersteren 
Fall ist längs der Kurve ihre Hauptnormale, im zweiten ihre Bi- 
normale zugleich Normale der Fläche. Mit der Berechnung der Minimal- 
fläche, die eine gegebene ebene Linie als geodätische Linie besitzen 
soll, beschäftigt sich die Inaug.-Dissertation von L. Henneberg ?°*), 
und zwar wird hier von dem oben erklärten Abbildungsverfahren 
Gebrauch gemacht. Henneberg untersucht die Minimalflächen, bei 
denen eine Ellipse oder Hyperbel als geodätische Linie auftritt, 
ebenso die betreffenden adjungierten Flächen. Die Minimalfläche, 
für welche eine Parabel eine geodätische Linie”) ist, fällt mit 
der oben erwähnten Catalan’schen Minimalfläche zusammen. Auch 
die Minimalflächen, für welche die Evolute eines Kegelschnittes 
eine geodätische Linie ist, sind von Henneberg a. a. O. berechnet. 
Man vergleiche zu der in Rede stehenden Frage die Preisarbeit von 
A. Ribaucour ”®), wo auch die Fälle, in denen eine Epi- oder Hypo- 
cykloide oder eine Ribaucour’sche Kurve als geodätische Linie einer 
Minimalfläche betrachtet wird, erörtert werden. Für die Lemniskate 
(III © 3) wurde unsere Aufgabe von O.v. Lichtenfels”°*), für die Cykloide 
von O. Niewenglowski??°) behandelt. Auf Scharen von Minimalflächen, 
die durch elliptische Integrale darstellbar sind, und bei denen Kurven 
mit konstanter erster Krümmung als Haupttangentenkurven auftreten, 
hat R. v. Lilienthal aufmerksam gemacht ®®). 


230) „Bianchi“, p. 379. 231) Heidelberg 1875. 

232) Vgl. A. Herzog, Bestimmung einiger spezieller Minimalflächen, Zürich, 
Naturf. Ges. Viert.-Schrift 1875. 

233) Etude des elassoides, Bruxelles M&m. cour. in 4°, 44 (1880), $ 110, $ 123. 
Unter einer Ribaucour’schen Kurve versteht man eine ebene Kurve, bei der die auf 
den Kurvennormalen gemessenen Entfernungen der Kurvenpunkte von den Punkten 
einer festen, in der Ebene der Kurve liegenden, Geraden in konstantem Ver- 
hältnis zu den entsprechenden Krümmungshalbmessern der Kurve stehen. Vgl. 
@. Loria, das unter 178) zitierte Werk, p. 521 (IIID4, Nr. 26). 

234) Wien, Berichte (1886), p. 41. 

235) Nouv. Ann. (3) 7 (1888), p. 391. 

236) Inaug.-Dissertation Berlin 1882; J. f. Math. 93 (1882), p. 248. 
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26. Weitere besondere Minimalflächen. Von weiteren beson- 
deren Arten von Minimalflächen führen wir an: 


1) Die geradlinigen Minimalflächen. E. Catalan zeigte *””), dass 
die einzigen derartigen Minimalflächen die gewöhnlichen Schrauben- 
flächen sind. Wohl den einfachsten Beweis dieses Satzes gab Schwarz???). 


(Vgl. Nr. 40.) 


2) Unter den Flächen mit einer Schar von Krümmungslinien in 
parallelen Ebenen ist nur das Catenoid (Nr. 19) eine Minimalfläche ?°°). 
Man erkennt leicht, dass, wenn eine Schar von Krümmungslinien einer 
Minimalfläche aus ebenen Kurven besteht, auch die andere aus solchen 
bestehen muss, sodass die sphärischen Bilder der Krümmungslinien 
von zwei Ebenenbüscheln aus der Einheitskugel ausgeschnitten werden, 
deren Achsen reziproke Polaren der Kugel sind (Nr. 14). Für den 
Fall der allgemeinen Lage dieser Polaren wurden die fraglichen Mini- 
malflächen von Bonnet*P) bestimmt. Nimmt man aber zwei zu ein- 
ander senkrechte Tangenten der Kugel zu den Achsen jener Ebenen- 
büschel, so ergibt sich die oben (Nr. 21) erwähnte, von Enneper ge- 
fundene Fläche neunter Ordnung und sechster Klasse. Die Funktion 
5 (s) ist hier einer reellen Konstanten gleich*'). Darbouz zeigte, dass 
die fragliche Fläche die Schar der Ebenen einhüllt, welche durch 
die Mittelpunkte der die Punkte einer Parabel mit den Punkten ihrer 
Fokalparabel (III C 4) verbindenden Strecken senkrecht zu den Strecken 
gelegt werden können). ‚Ribaucour fand, dass die Enneper’sche Fläche 
die erste negative Fusspunktskurve (II D 1,2, Nr.?) einer Parabel 
hinsichtlich ihres Brennpunkts als geodätische Linie besitzt **?). Die 
Minimalflächen mit einem System sphärischer Krümmungslinien unter- 
suchte H. .Dobriner **). 

3) Bei den Minimalflächen, die zugleich Schraubenflächen sind, 


hat man?*»): eie 
3 (8) es! 


237) J. de math. (1) 7 (1842), p. 203. Vgl. das unter '7%) zitierte Werk 
von @. Scheffers, p. 242. 

238) Abhandl. 1, p. 181. 

239) Bonnet, J. de math. (2) 5 (1860), p. 223. 

240) Paris, C. R. 41 (1855), p. 1057 und ausführliche Herleitung J. de math. 
(2) 5 (1860), p. 238; „Bianchi“, p. 371. Vgl. A. Demoulin, Bruxelles M&m. cour. 


58 (1899). 
241) Schwarz, Abhandl. 1, p. 184; „Darboux“ 1, p. 369. 
242) ibid. p. 318. 243) Etude sur les elassoides $ 114. 


244) Acta math. 10 (1887), p. 145. 
244*) „Bianchi“, p 374. 
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wo a und « reelle Konstanten bedeuten. Für die Minimalflächen, die 
zugleich Spiralflächen (Nr. 7) sind, ist?#°): 


Sl)=(A+BU)S"Trei. 

4) Cyklische und weitere Minimalflächen. Die Frage nach den 
Minimalflächen, auf denen eine Schar von Kreisen liegt, ist von 
Enneper gelöst worden *#). Die Ebenen der Kreise können hier nur 
parallel sein. Längs jedes Kreises wird die Fläche von einem Kegel 
zweiten Grades berührt, und diese Kegel sind koneyklisch, d. h. sie 
werden von denselben beiden Scharen von Ebenen in Kreisen ge- 


schnitten. Die Funktion %(s) hat hier die Gestalt: 








C 
s V(s— cotge)s(s+ttge) ’ 
wo C und & reelle Konstante bedeuten”). — Die Minimalflächen, 


welche überhaupt von einer Schar koneyklischer Kegel zweiten Grades 
berührt werden, sind von H. A. Schwarz bestimmt worden”®). Hier 
gilt zunächst der Satz: Jede Minimalfläche, die von einem Kegel 
zweiten Grades längs der Schnittlinie desselben mit einer durch seinen 
Mittelpunkt hindurchgehenden Kugel berührt wird, wird von einer 
einfach unendlichen Schar koncyklischer Kegel zweiten Grades ein- 
gehüllt; ferner der folgende: Wenn eine Minimalfläche einen Kegel 
oder Zylinder zweiten Grades längs eines Kreisschnitts berührt, so 
enthält sie auch eine Schar von Kreisen in parallelen Ebenen. Schwarz 
schloss an diese Untersuchungen eine solche über die transcendenten 
Minimalflächen, auf denen eine Schar algebraischer Kurven liegt”), 
und bestimmte die fraglichen Flächen für einen ausgedehnten Fall. 
Eine besondere von Schwarz bei dieser Gelegenheit gefundene Fläche, 
auf der eine Schar von Raumkurven vierter Ordnung liegt, ist genauer 
untersucht von W. Thienemann (Inaug.-Dissert. Giessen 1890). Weitere 
Fälle sind behandelt von R. v. Lilienthal (J. £. Math. 99 (1886), p. 188) und 
E. Götting (Inaug.-Dissert. Göttingen 1887). M. Peche (Inaug.-Dissert. 
Göttingen 1891) bestimmte die Minimalflächen, auf denen eine Schar 
von Parabeln liegt, und zeigte (Wissensch. Beilage Prog. Oberrealsch. 
Breslau 1903), dass auf einer Minimalfläche keine Schar von Hyperbeln 


245) „Darboux“ 1, p. 307. 

246) Zeitschr. Math. Phys. 14 (1869), p. 403; Gött. Nachr. 1866, p. 243. 
Vgl. X. Stouff, Toulouse Ann. 6 (1892), p.5; @. Juga, Math. Ann. 52 (1899), 
p- 167. 

247) Schwarz, Abhandl. 1, p. 187. 

248) ibid. p. 190. Vgl. E. Blutel, Ann. &c. norm. (3) 7 (1890), p. 203. 

249) Abhandl. 1, p. 205; vgl. ibid. p. 330, 331. 
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liegen kann. Dasselbe gilt nach einer Notiz von H.A. Schwarz (Berlin. 
Ber. 22. Januar 1903) von einer Schar von Ellipsen. 
5) J. Weingarten bestimmte die Minimalflächen, deren Gleichung 


sich in der Gestalt: 
fat W)+I@d)—0 


darstellen lässt?°®), und zeigte, dass die Schwarz’schen Minimalflächen 
mit dieser Eigenschaft?!) die sämtlichen derartigen Flächen umfassen. 


27. Methode von Lie. Hinsichtlich des weiteren Ausbaues der 
allgemeinen Theorie der Minimalflächen sind zunächst zu erwähnen 
die Arbeiten von $. Lie. Unter Übertragung der für reelle geome- 
trische Gebilde geltenden Benennungen auf rein analytische Gebilde 
werden die Gleichungen ®?): 


eg: AM), “en B(), Rem Ci 
auch dann als die Gleichungen einer Kurve betrachtet, wenn A, B, C 
komplexe Funktionen einer komplexen Veränderlichen sind. Nimmt 
man: 
AY—= al) +ia(t), BH-EHN HEN, Cd dt ia), 
wo die Funktionen a,...c, für reelle Werte von ? reell sein sollen, 
so sind 
=) ia), y=ble) — ib), 2= le) — ic, (r) 
die Gleichungen der der ersteren konjugierten Kurve. Eine Zuord- 
nung der Punkte beider Kurven zu einander besteht in der Herstellung 
einer Beziehung zwischen t und z, wodurch r als eine Funktion der 
Veränderlichen £ oder ihrer komplex konjugierten erscheint. Die 
Gleichungen: 
s=-AN+Am, y=BO+BM, z=0W+0M 
bestimmen eine Fläche, und zwar eine Translationsfläche (Nr. 6). 
Von Wichtigkeit ist hier die Auffassung der Fläche als des Ortes der 
Mittelpunkte aller Sehnen, die je einen Punkt der durch: 
z=2A(), y=2B(l), 2=20(i) 
gegebenen Kurve mit je einem Punkt der durch: 
a 24A,(r), a 2B,(r), es 20,(r) 
bestimmten Kurve verbinden. Wir belegen die fraglichen beiden 
Kurven mit dem Namen Grundkurven und erhalten eine Mimimal- 


250) Gött. Nachr. 1887, p. 28. 251) Abhandl. 1, p. 137. 

252) Math. Ann. 14 (1878), p. 332; Arch. Math. og Naturv. 3 (1878), p. 170. 
Vgl. F' Klein, Einleitung in die höhere Geom., autogr. Vorl. 1. Göttingen 1893, 
p. 369. | 


27. Methode von Lie. 325 


fläche, wenn die Grundkurven Linien von der Länge Null, oder, wie 
man auch sagt, Minimallinien oder Linien mit isotropen Tangenten ®2*) 
sind (HI D 1, 2, Nr. 12; III D4, Nr.35), d. h. wenn die Funktionen 
A(t),...C,(r) den Bedingungen genügen: 

ABO —-0, Ad + Bd +0. 
Dann sind auch die Parameterlinien = eonst., r — eonst. auf der 
Fläche Minimallinien, und umgekehrt kann nach Nr. 21 jede Minimal- 
fläche als durch Translation einer Minimallinie entstanden angesehen 
werden. Die so bestimmte Minimalfläche besitzt eine doppelt unend- 
liche Anzahl reeller Punkte, wenn eine der beiden Grundkurven durch 
eine reelle Parallelverschiebung in die konjugierte der anderen übergeht. 

Die bei 8. Lie auftretende Minimalfläche, bei der die beiden Grund- 
kurven in eine zusammenfallen, ist eine Doppelfläche”®) (III A 4), 
sodass hier: 

= Ad)+AM, y-B)-+ Be), 2= 0) + Cl) 

Die Fläche besitzt jetzt nur eine Schar von Parameterlinien und ist 
der Ort der Mittelpunkte der Sehnen der einen vorhandenen Grund- 
kurve, die nun selbst auf der Fläche liegt und von der Schar der Para- 
meterlinen eingehüllt wird. Bezeichnen wir mit A,(), B,(), Od 
die konjugierten Funktionen von A(t), B(f), C(t), mit t’ den zu t 
konjugierten Wert, so ist die Doppelfläche reell, wenn sich z so als 
Funktion — f(t”) — von { bestimmen lässt, dass: 
A) = Alt) +a, Bft) = Be) + b, oO) =O@)-+ ec 
wo a, b, ce reelle Konstante bedeuten. Es gehört so zu jedem Wert 
von £ ein reeller Punkt der Fläche. Zu dem Werte t, = f(t’) von t 
gehört ein zweiter Punkt der Fläche, dessen Koordinaten &,, y,, 2, 
seien. Dann hat man: 

1 =2+2a „=y+2b,, 4=2-+2e. 
Legt man eine positive Richtung der Flächennormalen fest, so zeigt 
sich, dass in den Punkten (x, y, 2) und (x,, Y,, 2) diese positiven 
Richtungen parallel, aber entgegengesetzt sind. 


252°) P. Stäckel, Leipz. Ber. 1902, p. 101. 

253) Math. Ann. 14 (1878), p. 346. Die ibid. p. 347 angegebene Bedingung 
für die Reellität einer Doppelfläche ist ungenau. Von den auf der Fläche ge- 
legenen Minimalkurven = const., r— const. lässt sich nur sagen, dass eine jede 
derselben in ihre konjugierte durch eine Parallelverschiebung übergeht, deren 
Komponenten reelle Teile besitzen, die in der ganzen Fläche konstant sind, 
während die rein imaginären Teile von dem die Einzelkurve bestimmenden 
Parameterwert abhängen. Vgl. die Darstellung bei „Darboux“ 1, p. 348; 
@. Scheffers, Einführung in die Theorie der Flächen, Leipzig 1902, p. 258. 
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Bei der zweiten Weierstrass’schen Darstellung einer Minimalfläche 
(Nr. 21) gilt allgemein der Satz, dass, wenn %, (s) die konjugierte Funktion 


B : i . 1 1 
von %(s) bezeichnet, die beiden Funktionen $(s) und — zu dı (— =) 


stets dieselbe Minimalfläche liefern 2%). Hier besteht eine notwendige 
Bedingung für eine reelle Doppelfläche in der Gleichung: 


I9-- (5) 


Betrachtet man eine Minimalfläche als umhüllt von der Ebenenschar 
mit der Gleichung: 


A-WM)e+ il +W)y+ Zus + 2) = 0, 
so besteht die entsprechende Bedingung in der Gleichung: 


ul), 


wo f, die konjugierte Funktion von f bezeichnet °). 

Sind die Grössen a, b, c nicht sämtlich gleich Null, so liegt eine 
periodische Doppelfläche vor. Als Beispiel einer solchen führen wir 
die gewöhnliche Schraubenfläche an (Nr.5). Nimmt man hier für die 
Grundkurve, unter m eine reelle Konstante verstehend: 





nt , f m (t- 5) 
a 


und setzt r—=t!’+ x, so wird: 





im sin t’ — im cost’ = (f -5) zu 
Ak) — , Be) ...>; Ce) = — ER 
die Fläche geht also durch eine Verschiebung mit den Komponenten 
a—=0,b=(0, c=mz in sich selbst über. Die Veränderliche £ ist 
hier mit der Weierstrass’schen Veränderlichen s durch die Gleichung 
verbunden: 

gs iett, . 

und ausserdem hat man: 


9-7: --ul-2): 


Sind die Grössen a, b, c sämtlich gleich Null, so hat man es mit 
einer einseitigen Fläche zu thun *°®). Hier gehört zu den Werten £ 
und f, ein und derselbe Punkt, und die zu ? gehörende positive 
Normalenrichtung ist entgegengesetzt parallel der zu f, gehörenden. 





254) „Darboux“ 1, p. 295. 255) „Darboux“ 1, p. 354. 
255°) Über die Entdeckung der einseitigen Flächen siehe P. Stäckel, Math. 
Ann. 52 (1899), p. 598 (III A 4). 
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Als Beispiele von einseitigen Flächen führen wir an die von Henne- 
berg?®‘) berechneten Minimalflächen, bei denen die Evolute eines Kegel- 
schnitts als ebene geodätische Linie auftritt. Der besonders interessante 
Fall, in dem die Evolute der Parabel zur geodätischen Linie ge- 
nommen wird, ist ausführlich von C. Schilling *°°) untersucht. Die frag- 
liche Fläche ist von der fünften Klasse und fünfzehnten Ordnung. 
Die Gleichungen ihrer Grundkurve lassen sich so schreiben: 


(1 — 5)? ge il + 59)? er u 


ER 53 BD) 53 ’ 


, 


und man hat: 
il 
I0--355—1); 
die Substitution s—= — = zeigt, dass hier die Grundkurve mit ihrer 


konjugierten zusammenfällt. Den von Darboux aufgestellten Fall”); 
1 a! P1 
86— 3) (+5) FE 
wo ß ungerade, hat J. Vivanti untersucht ”°°). 

Auf Grund der Bemerkung, dass die einer Minimalfläche längs 
einer Minimallinie umschriebene abwiekelbare Fläche ein Zylinder ist, 
dessen Erzeugende durch einen Punkt des unendlich fernen imagi- 
nären Kugelkreises gehen, gelingt Lie die Bestimmung der Klasse 
einer algebraischen Minimalfläche; im besonderen ist fünf die nied- 
rigste Klassenzahl °). Komplizierter sind die ganz der Theorie der 


algebraischen Flächen angehörenden Untersuchungen Lies über die 
Ordnung einer algebraischen Minimalfläche 2%). 


28. Die Goursat’sche Transformation der Minimalkurven (III D6a, 
Nr. 12). Von den Transformationen, vermöge derer eine Minimal- 
kurve wieder in eine Minimalkurve übergeht, führt die von EZ. Goursat?*!) 
betrachtete zu neuen Minimalflächen, die aus einer gegebenen mit 
bekannten Grundkurven ableitbar sind. Es handelt sich um eine 
imaginäre Rotation um eine reelle Achse. Nimmt man letztere zur 
z-Achse, und führt die Transformation den Punkt (X, Y, Z) der Ein- 
heitskugel in den Punkt (X,, Y,, Z,) derselben über, so ist: 


256) Götting. Inaug.-Dissert. 1882. 

257) „Darboux“ 1, p. 364. 

258) Zeitschr. Math. Phys. 33 (1888), p. 137. 

259) Vgl. Henneberg, Ann. di mat. (2) 9 (1878—79), p. 54; R. Sturm, 3. f£. 
Math. 105 (1889), p. 117; R. Glaser, Tübingen, Inaug.-Dissert. 1891. 

260) Vgl. „Darboux“ 1, Chap. 7; H. Richmond, Math. Ann. 54 (1900), 
p- 323. 261) Acta math. 11 (1888), p. 135; vgl. ibid. p. 257. 
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wo x eine reelle positive Konstante bedeutet. Sind x, y, z die Ko- 
ordinaten der gegebenen, &%,, Yo, 2, die ihrer adjungierten Minimal- 
fläche, so sind die Koordinaten der dieser Transformation entsprechen- 
den Minimalfläche: 


1+.? „""—1 1-+n? „""—1 
ren, trag le a Tr. Fa ma Pag A 





Durch diese Gleichungen wird die Fläche (x, y, z) auf die Fläche 
(&%, , Yı , 2) konform abgebildet. Zwei sich entsprechende Punkte beider 
Flächen liegen in derselben zur xy-Ebene parallelen Ebene, und die 
in diesen Punkten berührenden und zugleich dieser Ebene angehören- 
den beiden Tangenten der Flächen sind parallel. Die Abbildung führt 
Krümmungslinien in Krümmungslinien, Haupttangentenkurven in Haupt- 
tangentenkurven über; ferner werden ebene Krümmungslinien in eben- 
solche, und Haupttangentenkurven, die zugleich Schraubenlinien sind, 
auch in ebensolche übergeführt. Wenn x sich ändert, während x, y, 2; 
%,> Yo, 20 fest bleiben, beschreibt der Punkt (z,, Y,, 2,) einen Zweig 
einer Hyperbel, deren Mittelpunkt sich in der z-Achse befindet. 


29. Einer Abwickelbaren eingeschriebene Minimalflächen. In 
einer weiteren Arbeit über Minimalflächen *?) stellt sich Lie die Aufgabe, 
zu untersuchen, ob in eine gegebene algebraische abwickelbare Fläche 
algebraische Minimalflächen eingeschrieben werden können, und wie 
sie bejahenden Falls zu konstruieren seien. Hinsichtlich der Zylinder- 
flächen gilt der im wesentlichen von Henneberg?®) gefundene Satz, 
dass man in einen algebraischen Zylinder nur dann eine algebraische 
Minimalfläche einschreiben kann, wenn der Normalquerschnitt des 
Zylinders die Evolute einer algebraischen Kurve ist”). Lie erledigt 
die gestellte Aufgabe für einen Kegel und für eine algebraische Ab- 
wiekelbare, hinsichtlich derer man bereits eine eingeschriebene alge- 
braische Minimalfläche kennt. Die Lösung kommt in letzter Linie 
auf die ohne Zuhülfenahme von Integrationen bewirkte Auffindung 
von Minimallinien hinaus?®). Der von Lie benutzte Weg ist im 
wesentlichen der folgende. Die Koordinaten der Punkte einer Raum- 
kurve seien &%y, Yg, 2,, ferner seien «, ß,y; a, b, c; A, u, v die Winkel, 


262) Math. Ann. 15 (1879), p. 465. Vgl. $. Lie, Arch. Math. og Naturv. 3 
(1878), p. 166, 224, 340. 

263) Dissertation, p. 47. 

264) Vgl. Lie, a. a. O. p. 466, 473; „Darboux“ 1, p. 406. 

265) „Darboux“ 1, p. 417. 
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die ihre Tangente, Hauptnormale und Binormale mit den Achsen bildet, 
oe und r seien die Halbmesser ihrer ersten und zweiten Krümmung. 
Bestimmt man nun die Gratlinie (Nr. 2) der Abwickelbaren, die der 
Kurve und dem unendlich fernen imaginären Kugelkreis umschrieben 
ist, so ist sie offenbar eine Minimallinie und ihre Koordinaten sind: 


u=%0c0sa-+tiocosA, u. 8. w. 


Mit Hülfe der Schwarz’schen Formeln sieht man, dass die zugehörige 
Minimalfläche den Ort der Krümmungsachsen (III D 1, 2, Nr. 29) der 
(X, Yo, 20) (bei Lie Evolute der Kurve) in den Mittelpunkten der Kurve 
ersten Krümmung der Kurve berührt. Dieser Mittelpunktslinie ent- 
spricht auf der adjungierten Fläche eine Linie auf einem Kegel, 
dessen Erzeugende den Binormalen der Kurve (2), Y4, 2,) parallel sind, 
während die Entfernung des dem Punkte (x,, %,, 2,) entsprechenden 
Punktes dieser Linie von der Kegelspitze gleich o ist. Liegt um- 
gekehrt der Kegel vor, so liefert jede Kurve (&,, %, 2,), deren Bi- 
normalen den Erzeugenden des Kegels parallel sind, eine Funktion g 
und damit eine Kurve auf dem Kegel so, dass die längs derselben 
berührende Minimalfläche ohne Integration bestimmbar ist. Dabei 
wird diese Fläche, falls der Kegel und die Kurve (z,, Y, 2,) alge- 
braisch sind, ebenfalls algebraisch. Lie zeigt, dass jede algebraische 
Minimalfläche in eine vierfache Mannigfaltigkeit von Evoluten alge- 
braischer Raumkurven eingeschrieben ist, jedoch eine dreifache der- 
artige Mannigfaltigkeit von Evoluten je längs einer Mittelpunktslinie 
berührt. 

Die in Rede stehende Lie'sche Aufgabe ist von Darbouz all- 
gemein gelöst. Für einen Zylinder, dessen Normalschnitt die Evo- 
lute ($) einer algebraischen Kurve ist, ergibt sich folgende Lösung *®), 
Man ordne den Punkten P von (S) die Punkte © einer zweiten Kurve, 
die ebenfalls die Evolute einer algebraischen Kurve sein muss, mittelst 
des Parallelismus der Tangenten zu. Trägt man nun von den Punkten 
P aus auf den Erzeugenden des Zylinders die zu den entsprechenden 
Punkten Q gehörenden und negativ genommenen Bogenlängen der 
zweiten Kurve auf, so ergibt sich die allgemeinste Kurve, längs derer 
der Zylinder von einer algebraischen Minimalfläche berührt wird. — 
Für eine von einem Zylinder verschiedene algebraische Abwickelbare 
lässt sich die Lösung so aussprechen. Es mögen die Koordinaten 
der Gratlinie mit &,, Y,, 2, bezeichnet und die sonstigen obigen Be- 
nennungen beibehalten werden. Sind nun &,, Y,, 2, die Koordinaten 


266) ibid. p. 407. 
Encyklop. d, math. Wissensch. III3 22 
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einer algebraischen Kurve, deren Tangente im Punkte (z,, Y,, 2,) der 
Binormalen der Gratlinie im Punkte (x,, %, 2.) parallel ist, und deren 
Bogenlänge mit 6 bezeichnet sei, so trage man vom Punkte x&,, Yy, 0 
d(s +r) 
ds 


aus auf der Tangente der Gratlinie die Strecke r ab, wodurch 


man die allgemeinste Kurve, längs derer die Abwickelbare von einer 
algebraischen Minimalfläche berührt wird, erhält. Die Gleichungen 
der letzteren sind: 


= Rz, -1- EN oa il + reosa+r 2 eosa)), u.8.w. 


Die Grösse er hat folgende geometrische Bedeutung. Man trage 





auf den Tangenten der Kurve («,, Y,, 2) die entsprechenden Werte r 
auf und lege durch die so erhaltenen Punkte (P) Ebenen, die zu den 
Tangenten senkrecht sind. Diese Ebenen umhüllen eine Abwickel- 
bare (A), deren Erzeugende den Erzeugenden der ursprünglich ge- 
gebenen Abwickelbaren parallel liegen. Jene Grösse ist der senk- 
rechte Abstand des Punktes (P) von der ihm entsprechenden Er- 
zeugenden der Fläche (A)?®"). 


30. Methode von Ribaucour. Einen weiteren wesentlichen Bei- 
trag zur Theorie der Minimalflächen stellt die Preisarbeit von A. Ri- 
baucour aus dem Jahre 1880 dar”®). Hier wird, wie in den Unter- 
suchungen von Lie, die sogenannte imaginäre (Geometrie in aus- 
gedehnter Weise benutzt, aber zudem die Theorie der Strahlensysteme 
(III € 9; III D 6a, Nr.13; IILD 9) mit der Lehre von den Minimal- 
flächen in Verbindung gebracht. Ribaucour gibt zunächst einen Satz 
über das harmonische Strahlensystem, dessen Geraden je zwei solche 
Punkte zweier Minimalflächen treffen, in denen die Tangentialebenen 
der Flächen parallel sind. Teilt man die zwischen beiden Flächen 
liegenden Strecken auf diesen Geraden sämtlich in demselben Verhältnis, 
so erhält man wiederum eine Minimalfläche*°®). Sodann werden die Be- 
ziehungen der Minimalflächen zu den isotropen Strahlensystemen dar- 
gethan. Auf letztere kommt Fübaucour folgendermassen. Man beziehe 
irgendwie die Punkte (A) einer Fläche auf die Punkte (BD) einer zweiten 
Fläche, sodass einem (A) nur ein (B) entspricht, und lege dann durch 
die Punkte A, B gerade Linien. In dem erhaltenen Strahlensystem ent- 


267) „Darboux“ 1, p. 415. 

268) Etude des 6lassoides, Bruxelles M&m. cour. in 4°, 44 (1880). 

269) Über das betreffende Strahlensystem für zwei adjungierte Minimal- 
flächen vgl. R. v. Lilienthal, Untersuchungen zur allgem. Theorie der krummen 
Oberfl. u. geradl. Strahlensysteme, Bonn 1886, p. 88. 
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spricht jeder Kurve auf der ersten Fläche eine geradlinige Fläche, Ele- 
mentarfläche. Man kann nun eine durch (A) gehende Kurve (O) auf der 
ersten Fläche aufsuchen derart, dass die Tangentialebenen der ent- 
sprechenden Elementarfläche in den Punkten (A) und (B) zu einander 
senkrecht sind. Im allgemeinen finden sich auf der ersten Fläche 
zwei Scharen von Kurven (C). Es können aber auch unendlich viele 
solcher Scharen vorhanden sein. Liegt dann nicht ein Normalen- 
system vor, so heisst das betreffende Strahlensystem isotrop. Es hat 
die kennzeichnende Eigenschaft, dass die kürzesten Abstände eines 
Strahls von seinen benachbarten Strahlen sämtlich durch denselben 
Punkt, den Mittelpunkt des Strahls, gehen, sodass die Gleichung zur 
Bestimmung der Grenzpunkte der kürzesten Abstände illusorisch wird. 
Ferner werden die Brennflächen von zwei konjugierten, isotropen, d.h. 
den unendlich fernen imaginären Kugelkreis enthaltenden Abwickel- 
baren gebildet. Es besteht nun der Satz: Legt man durch die Mittel- 
punkte der Strahlen zu den Strahlen senkrechte Ebenen, so um- 
hüllen sie stets eine Minimalfläche”"). — Die isotropen Strahlen- 
systeme hängen innig mit den isothermen Kurvenscharen auf der 
Einheitskugel zusammen. Hat man nämlich das Quadrat des Linien- 
elements der letzteren auf die Form gebracht: A?(du? + dv?), so fasse 
man eine Schar der Parameterlinien ins Auge und trage auf den 
Tangenten der Einzelkurven vom Berührungspunkte aus die Strecke A 
auf. Durch die so erhaltenen Punkte lege man Gerade, die denjenigen 
Kugelradien parallel sind, welche in den entsprechenden Berührungs- 
punkten enden. Es ergibt sich ein isotropes Strahlensystem. Ebenso 
erzeugt eine Gerade ein solches System, wenn die Endpunkte einer 
in ihr gelegenen Strecke von unveränderlicher Länge zwei auf ein- 
ander abwickelbare Flächen beschreiben. Verschiebt man ein isotropes 
Strahlensystem parallel zu sich selbst und nimmt mit jedem Strahl 


en 
in der neuen Lage eine Drehung von der Grösse > um den ent- 


sprechenden Strahl in der ursprünglichen Lage vor, so entsteht ein 
neues isotropes System, dessen Mittelebenen dieselbe Fläche um- 
hüllen, wie die des alten Systems. Die beiden Brennflächen eines 
isotropen Systems schneiden sich in einer reellen Kurve. Die zu- 
gehörige Minimalfläche berührt den Ort der Krümmungsachsen der 
letzteren längs der Kurve der Mittelpunkte ihrer ersten Krümmung. 
Ersetzt man in der obigen Konstruktion die isotherme Schar durch 
sämtliche Scharen ihrer isogonalen Trajektorien, so ergeben sich iso- 


270) „Bianchi“ p. 273. Vgl. Darboux, Paris, C. R. 104 (1887), p. 728; 
„Darboux“ 1, p. 419. J. Weingarten, Gött. Nachr. 1890, p. 320. 
22* 


332 IID5. R.v. Lilienthal. Besondere Flächen. 


trope Strahlensysteme, welche die assoziierten Flächen der der ur- 
sprünglichen Schar entsprechenden Minimalfläche liefern, und im 
besonderen entspricht der Schar der orthogonalen Trajektorien die 
adjungierte Fläche. Ribaucour legt auch die Transformationen dar, 
denen ein isotropes System mit der zugehörigen Minimalfläche (S) 
unterworfen werden muss, damit man zu solchen Systemen gelange, 
die die zu (5) associierten Flächen liefern. 


31. Sätze von Schwarz, Weingarten, Dini. 

1) Bezieht man mehrere Flächen (z,, y,, 2,) so auf einander, 
dass in entsprechenden Punkten die Normalen der Flächen parallel 
sind, so nennt man, wenn die Grössen m, als konstant angesehen 
werden, die Ausdrücke 


= Im,z,, y= Dm,y,, = SIm,s, 


die Koordinaten der aus den gegebenen zusammengesetzten Fläche. 
Ihre Normale ist parallel der Normalenrichtung in den entsprechen- 
den Punkten der Flächen («,, y,, 2,). Für die Minimalflächen besteht 
der Satz, dass jede aus lauter Minimalflächen zusammengesetzte Fläche 
wieder eine Minimalfläche ist?’!). 

2) Bestimmt man die Punkte einer Minimalfläche durch ihren 
Abstand qg vom Koordinatenanfangspunkt und durch den senkrechten 
Abstand p der zugehörigen Tangentialebenen von demselben Punkt — 
wobei, falls man das Katenoid nimmt, der Koordinatenanfangspunkt 
nicht auf der Rotationsachse liegen darf — und bezeichnet man mit 
X, Y,Z die Richtungskosinus der Normalen der Minimalfläche, so 
sind die Ausdrücke??): 


zdp-+qXdqg, ydp-+qYdq, zdp+ gqZdgq 


exakte Differentiale. Ihre Integrale &, 7, & sind die Koordinaten einer 
Fläche, bei der das Quadrat des Linienelements durch die Gleichung: 


ds? — (dd + 8?) (da® + 49) 
dargestellt werden kann, also die Liouville’sche Form besitzt (III D 3, 
Nr. 18). Umgekehrt ist jede Fläche mit diesem Linienelement auf die 
geschilderte Art aus einer Minimalfläche ableitbar. 
3) Wenn zwischen den ersten partiellen Ableitungen einer Potential- 
funktion (ITA Tb,Nr.1) eine nicht lineare Gleichung besteht, so 
kann man diese Ableitungen als die Koordinaten der Punkte einer 


f 


271) H. A. Schwarz, Abhandl. 1, p. 174. 
272) J. Weingarten, Gött. Nachr. 1887, p. 28. 
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Fläche auffassen. J. Weingarten zeigte in einer Untersuchung über 
gewisse Flüssigkeitsbewegungen (IV 16, Nr. 1f., Anm. 50), dass die 
fragliche Fläche stets eine Minimalfläche ist?"?®). 

4) Die Flächen mit der Eigenschaft R, + R, = const. 0), 
d. h. die Parallelflächen der Minimalflächen, wurden von Dini mit 
Benutzung der Bonnet’schen Veränderlichen (II D3, Nr.7) unter- 
sucht und die hierhergehörenden Schraubenflächen bestimmt ?”). 

5) Dini?") betrachtete die Eigenschaften eines Flächenpaares mit 
den Gleichungen: 

a=h®&Yy) A=h@ Y), 


Allgemeiner kann man nach den Eigenschaften zweier Flächen fragen ?”®), 
bei denen die Koordinaten der einen die reellen, die Koordinaten der 
anderen die durch ö dividierten imaginären Teile dreier analytischer 
Funktionen einer komplexen Veränderlichen sind. In entsprechenden 
Punkten sind die Normalen parallel, die Krümmungsmasse gleich und 
stets negativ; entsprechende Stücke haben denselben Flächeninhalt, 
und die Winkel der Parameterlinien in entsprechenden Punkten sind 
supplementär. 


wenn: 


VII. Flächen von konstanter Krümmung. 


32. Untersuchungen von Minding, Dini, Enneper, Beltrami, 
Hilbert. Die Flächen, deren Gauss’sches Krümmungsmass (III D 1, 2, 
Nr. 36; II D 3, Nrr.7, 33) konstant ist, pflegt man Flächen von kon- 
stanter Krümmung zu nennen?‘®). Die ersten Untersuchungen über sie 
rühren von F. Minding her. Er fand?"”), dass die orthogonalen Tra- 
jektorien der von einem Punkt ausgehenden geodätischen Linien einer 
solchen Fläche geodätische Kreise, also Kurven mit konstanter geo- 
dätischer Krümmung sind (IILD3, Nr.38). Man kann diesen Satz leicht 
zu dem umkehrbaren Satze ergänzen, dass auf einer Fläche von kon- 
stanter Krümmung die orthogonalen Trajektorien einer Schar von solchen 
geodätischen Linien, die einen geodätischen Kreis senkrecht schneiden, 


272°) ibid. 1890, p. 318; vgl. @. Frobenius, ibid. 1891, p. 323. 

273) Ann. di mat. 7 (1865), p. 5. 

274) Giorn. di mat. 3 (1865), p. 78. 

275) R. v. Lilienthal, J. f. Math. 98 (1885), p. 131. 

276) Die Litteratur über die fraglichen Flächen bis 1896 findet sich an- 
geführt in der Dissertation von F. Busse, Göttingen 1896. Vgl. auch IIID 6a, 
Nrr. 28—30. 

277) J. f. Math. 6 (1830), p. 161. 
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sämtlich geodätische Kreise sind und eine Isothermenschar (III D 3, 
Nr.19) bilden”). Minding zeigte ausserdem, dass alle Flächen mit 
demselben konstanten Krümmungsmass auf einander und auf sich 
selbst abwickelbar sind?”®), ferner, dass für ein geodätisches Dreieck 
auf einer Fläche von positiver konstanter Krümmung die Formeln 
der sphärischen Trigonometrie gelten, und für eine Fläche von nega- 
tiver konstanter Krümmung ähnliche Formeln, in denen an die Stelle 
trigonometrischer Funktionen hyperbolische treten”). Endlich ver- 
dankt man Minding die erste Auffindung von Flächen konstanter 
Krümmung, die weder abwickelbar noch sphärisch sind, nämlich die 
Bestimmung der hierher gehörenden Schraubenflächen®!). Minding 
transformiert die Differentialgleichung der Flächen mit dem konstanten 
Krümmungsmass x, nämlich: 


0°2 0°2 a a aa 62\? 02 
ao no) Be (1 äh (3) ee (4) 
durch die Substitution <=rcosy, y=rsiny und betrachtet nun 


H als konstant und gleich h. Dann ergibt sich: 


de—hdv + V— 


FE ah, 





wo a eine Integrationskonstante bedeutet. Unabhängig von Minding 
fand DO. Dini die Schraubenflächen von konstanter negativer Krüm- 
mung und zeigte, dass sich unter ihnen eine befindet, deren Profil 
eine Tractrix (IILD 4, Nr. 2%) (siehe Nr. 33) ist?®?); er behandelte ferner 
eingehend die Rotationsflächen von konstanter Krümmung®®”). Die 
Flächen mit konstanter Krümmung und ebenen Krümmungslinien be- 
rechnete Enneper?*). Die hierher gehörenden Flächen mit positivem 


278) „Darboux“, 3, p. 388; „Bianchi“, p. 426. 

279) J. f. Math. 19 (1839), p. 378; J. Liowville, Note IV zu @. Monge, 
Applic., Paris (1850), p. 598; D. Codazzi, Ann. mat. fis. 8 (1857), p. 346; 
Beltrami, Giorn. di mat. 6 (1868), p. 311. e 

280) J. f. Math. 20 (1840), p. 324; Codazzi, a. a. O0. p. 353; „Bianchi“, 
p. 431; v. Escherich, Wien. Berichte (69) 2 (1874), p. 497. Vgl. ©. F. Gauss, 
Werke 8, p. 264. 

281) J. f. Math. 19 (1839), p. 376. 

282) Paris, C. R. 60 (1865), p. 340; Ann. di mat. 7 (1865), p. 28; Firenze, 
Soc. it. Sc. Mem. (3) 2 (1869—70), p. 43; „Bianchi“, p. 468; M. Schilling, 
Halle a/S., Modell von P. Vogel, Nr. 211. 

283) Giorn. di mat. 3 (1865), p. 241. 

284) Gött. Nachr. 1868, p. 258; 1876, p. 599; vgl. „Bianchi“, p. 470; 
„Darboux“ 3, p. 447; M. Schilling, Halle a/S., Modelle von Th. Kuen, Nr. 206, 
207; Bianchi, Ann. di mat. (2) 13 (1885), p. 202; Th. Kuen, Münch. Ber. 14 
(1884), p. 194. 
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Krümmungsmass wurden von A. Bockholt?®), die mit negativem Krüm- 
mungsmass von E. Lenz?®®) eingehend untersucht. Es gilt hier der 
Enneper’sche Satz, dass die Ebenen der Krümmungslinien alle durch 
eine Gerade gehen, während die Krümmungslinien der anderen Schar 
auf Kugeln liegen, die die Fläche senkrecht schneiden, und deren 
Mittelpunkte sich auf jener Geraden befinden?®”). Die Flächen von 
konstanter Krümmung mit einer Schar sphärischer Krüämmungslinien 
behandelte Enneper ebenfalls a. a. O., und später H. Dobriner?®). Hier 
liegen die Mittelpunkte der Trägerkugeln auf einer Geraden. — Einen 
Zusammenhang zwischen den Umdrehungsflächen mit positivem und 
denen mit negativem konstantem Krümmungsmass zeigte Beltrami?) 
auf Grund des folgenden Satzes: Erteilt man einer Rotationsfläche 
alle Translationen längs der Rotationsachse und betrachtet eine die 
sämtlichen Einzelflächen (A) der so erhaltenen Schar senkrecht schnei- 
dende Rotationsfläche (5), so fällt jeder Parallelkreis der letzteren 
mit je einem Parallelkreis auf einer Fläche (A) zusammen, und längs 
dieses Kreises ist das Krümmungsmass der Fläche (B) gleich dem 
mit dem entgegengesetzten Vorzeichen versehenen Krümmungsmass 
der Fläche (A). Besitzt also die letztere Fläche das konstante Krüm- 
mungsmass %, so besitzt jede Fläche (5) das konstante Krümmungs- 
mass — x. Ist (A) eine Kugel, so wird (B) die Rotationsfläche der 
Tractrix. 

Hinsichtlich der Flächen von konstantem positivem Krümmungs- 
mass mit Ausnahme der Kugel erwähnen wir den D. HFalbert’schen 
Satz ?®®), nach welchem, wenn man die Hauptkrümmungshalbmesser 
der Fläche für die Punkte im Innern und auf der Begrenzung eines 
singuläritenfreien, regulären Bereichs betrachtet, für keinen Punkt im 
Innern des Bereichs ein Maximum des einen oder ein Minimum des 
anderen Halbmessers erreicht wird. 


33. Die Rotationsflächen von konstanter Krümmung und 
Linienelemente der pseudosphärischen Flächen. Zu den Rotations- 
flächen von konstanter Krümmung gelangt man auf verschiedenen 
Wegen. Man kann die ebenen Kurven aufsuchen, bei denen das Pro- 
dukt aus dem zu einem beliebigen Kurvenpunkt (P) gehörenden 
Krümmungshalbmesser und der auf der Kurvennormalen gemessenen 








285) Gött. Diss. 1878. 286) Gött. Diss. 1879. 

287) „Darboux“, 3, p. 457. 288) Acta math. 9 (1886), p. 73. 

289) Ann. di mat. 6 (1864), p. 272. Vgl. @. Scheffers, Einführung in die 
Theorie der Flächen, Leipzig 1902, p. 123. 

289*) Amer. Math. Soc. Transact. 2 (1901), p. 97. 
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Entfernung des Punktes (P) von einer festen Geraden einen konstanten 
Wert besitzt (III D4, Nr.27). Dieser Weg wurde von U. Dini in der 
unter ?*?) zitierten Arbeit eingeschlagen). Ferner kann man, von 
dem Gauss’schen Ausdruck für das Krümmungsmass einer Fläche aus- 
gehend, eine Form des Linienelementes unserer Flächen aufsuchen 
und nun die Rotationsflächen mit demselben Linienelement bestimmen. 
Diesen Weg benutzten J. Liouville ?°'), D. Codazzi *”'°), E. Bour ®'P). 
Die Meridiankurve der fraglichen Rotationsflächen ergibt sich aus 
dem oben angeführten Minding’schen Ausdruck für h—= 0. Zu einem 
Wert von x gehören, den verschiedenen Werten von a entsprechend, 
unendlich viele Rotationsflächen, und je nach der Art des auf- 
tretenden elliptischen Integrals ergeben sich bei veränderlichem % im 
Ganzen sechs Typen von Flächen. Für ein positives « findet man 
ausser der Kugel den sogenannten Spindeltypus ?””), bei dem die 
Meridiankurve die Rotationsachse schneidet, und den Wulsttypus ?”?®), 
bei dem jene Kurve die Rotationsachse nicht schneidet. Für ein nega- 
tives x ergibt sich zunächst die Pseudosphäre, auch pseudosphärische 
Rotationsfläche vom parabolischen Typus genannt”). Sie entsteht 
durch Umdrehung der Tractrix genannten Kurve um ihre Asymptote. 
Diese Kurve hat die Eigenschaft, dass auf jeder ihrer Tangenten das 
zwischen dem Berührungspunkt und der Asymptote gelegene Stück 
konstant ist. Versteht man unter p den Winkel der Tangente der 
Tractrix mit der Asymptote, so wird die Pseudosphäre, falls wir die 
Asymptote zur z-Achse wählen und die Halbmesser der Parallelkreise 
mit r bezeichnen, durch die Gleichungen gegeben: 


y= Rsinp, 2—= R(logtg$ + c0sp). 


Ausser der Pseudosphäre tritt hier noch die Rotationsfläche vom 
elliptischen ?°°*) und die vom hyperbolischen Typus ??’) auf. 


290) Vgl. @. Scheffers, Einführung in die Theorie der Kurven, Leipzig 1901, 
p: 98; Einführung in die Theorie der Flächen, Leipzig 1902, p. 123. 

291) Fünfte Auflage von @. Monge, Applic., p. 597, Note 4. 

291°) Ann. mat. fis. 8 (1857), p. 346. 

291®) J. &c. polyt. 22 (1862), p. 85. 

292) M. Schilling, Halle a/S., Modell von P. Vogel, Nr. 200. 

292°) ibid. Modell von P. Vogel, Nr. 201. 

293) Ausführliche Behandlung der Traktrix und ihrer Rotationsfläche bei 
E. Beltrami, Ann. di mat. 6 (1864), p. 273; Giorn. di mat. 10 (1872), p. 147; vgl. - 
„Darboux“ 3, p. 394; „Bianchi“, p. 191; M. Schilling, Halle a/S., Modell von 
‚J. Bacharach, Nr. 208; @. Loria, das unter 178) zitierte Werk, p. 562 (III D 4, Nr.27). 

293%) „„Bianchi“, p. 192; M. Schilling, Halle a. S., Modell von J. Bacharach, 
Nr. 208. 

293®) „Bianchi“, p. 193; M. Schilling, Halle a/S., Modell von W. Dyck, Nr. 209. 
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Hinsichtlich der Linienelemente*%) der pseudosphärischen Flächen 


mit dem Krümmungsmass ar erwähnen wir zunächst den hyper- 
bolischen Typus. Betrachtet man auf einer der fraglichen Flächen 
eine Schar geodätischer Linien, die eine geodätische Linie (L) senk- 
recht schneiden, und nennt » die Bogenlänge von (Z) und u die von 
(L) aus gerechnete Bogenlänge jener geodätischen Linien, so er- 
gibt sich: 

ds? = du? + cos? hyp. 5 dv. 


Wählt man als Parameterlinien die von einem Punkt (P) aus- 
gehenden geodätischen Linien nebst ihren orthogonalen Trajektorien 
und bezeichnet mit « die von (P) aus gerechnete Bogenlänge der 
Geodätischen, mit vo den Winkel, den ihre Tangenten in (P) mit 
einer festen, durch (P) gehenden Flächentangente bilden, so erhält 
man das Linienelement vom elliptischen Typus mit der Gleichung: 


ds? = du? + R? sin? hyp. 7; dv. 
Nimmt man endlich zu Parameterlinien die, eine Kurve mit der 
konstanten geodätischen Krümmung — senkrecht schneidenden, geo- 


R 
dätischen Linien samt ihren orthogonalen Trajektorien, so ergibt 


sich bei entsprechender Bezeichnung wie im ersten Fall der para- 
bolische Typus mit der Gleichung: 


2u 
ds? = du? + er dv. 

Die aufgestellten Formen des Linienelements geben Aufschluss über die 
geodätische Krümmung der in diesen drei Fällen auftretenden Kurven 
u == const. Die fragliche Krümmung — absolut genommen — ist 
im hyperbolischen Fall stets kleiner als 5 die entsprechenden Kurven 
nennt man geodätische Kreise mit imaginären Mittelpunkten. Im ellip- 
tischen Fall ist die fragliche Krümmung stets grösser als 5 Man 
spricht hier von geodätischen Kreisen mit im Kndlichen biegenden 
Mittelpunkten. Im parabolischen Fall wird die fragliche Krümmung 
gleich 2 Die entsprechenden Kurven heissen hier Grenekreise oder 
auch geodätische Kreise mit unendlich fernen Mittelpunkten. 

Für eine Fläche von konstanter Krümmung und nur für eine 
solche lassen sich die Parameter so wählen, dass die endliche Gleichung 
der geodätischen Kreise die Form: (u — a)? + (v — b”’—=r? erhält ?%a), 





294) „Bianchi“, p. 187, 189. 


294°) 5. Lie, Arch. Math. og Naturv. 9 (1884), p. 40; Lie-Scheffers, Geom. 
der Berührungstransf., p. 149. 
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34. Die geodätischen Linien auf den Flächen konstanter 
Krümmung. Die Integration der Differentialgleichung der geodätischen 
Linien einer Fläche von konstanter Krümmung wurde von J. Wein- 
garten auf die Auffindung einer Funktion zurückgeführt, die einer 
gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung und einer mit 
ihr verträglichen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung ge- 
nügt?®). Beltrami zeigte®”), dass die Flächen von konstanter Krüm- 
mung die einzigen Flächen sind, auf denen sich die Parameterlinien 
so wählen lassen, dass die endliche Gleichung der geodätischen Linien 
die Form mu nv +1=0 erhält, wo die Grössen m, n, I willkür- 
liche Konstanten sind, d.h. mit anderen Worten: nur für die Flächen 
von konstanter Krümmung gibt es eine solche Abbildung auf eine 
Ebene, bei der die geodätischen Linien durch gerade Linien abgebildet 
werden (III D 6a, Nr. 9). 

Die Bestimmung der geodätischen Linien einer pseudosphärischen 


Fläche, für die das Quadrat des Linienelements bereits auf die Form 
2u 


du? + er dv? gebracht ist, führt auf eine lineare Differentialgleichung 
und ergibt ?””): 


v—hR Ve eh A +c. 
Um aber das Quadrat des Linienelements auf die fragliche Form zu 
bringen, hat man eine totale®’®) Riccati’sche Gleichung zu inte- 
grieren?®). Es ist daher auf einfach unendlich viele Arten möglich, 
jene Form herzustellen, und zwar werden diese Arten aus einer ein- 
zigen, bekannten, durch die Substitution bestimmt?”): 
® u 
van. , En 
v = (2 ) u; es en 
® 2 _ — v 2 arm: 
Ge Be 


wo a eine willkürliche Konstante ist. u 








295) J. f. Math. 94 (1883), p. 181; 95 (1883), p. 325. In der ersten dieser 

Arbeiten wird gezeigt, dass das Aukdrat des Linienelements einer Fläche mit 
du dv 

7 RER. gebracht werden 
a 
kann, die ihrerseits eine lineare, gebrochene Transformation in sich selbst zulässt. 

296) Ann. di mat. (1) 7 (1865), p. 185. Vgl. R. Liowville, Amer. J. of math. 
10 (1888), p. 283; „Darboux“ 3, p. #1. 

297) „Bianchi“, p. 419. 

297®) G. Scheffers, das unter 253) zitierte Werk, p. 330. 

298) A. Bäcklund, Lunds Universitets Ärsskrift 19 (1882—83), p. 26; „Bianchi“, 
p. 438; „Darboux“ 3, p. 222. 299) „Darboux“ 3, p. 413. 
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Die endliche Gleichung der geodätischen Linien der weiter unten 
erwähnten Bianchi’schen Ergänzungsfläche der Pseudosphäre hat A. 
Wangerin gefunden ?°°?). 

Hinsichtlich der geodätischen Linien einer pseudosphärischen 
Fläche ist ferner zu erwähnen eine Untersuchung von Beltrami ®®), 
die auf der vorhin erwähnten Abbildung der geodätischen Linien 
durch gerade Linien beruht. Betrachtet man auf einer pseudosphä- 
rischen Fläche eine geodätische Linie (L) und einen Punkt (P), so 
gehen durch (P) gerade zwei geodätische Linien g, und 9, deren 
Schnittpunkte mit (Z) als unendlich fern betrachtet werden müssen. 
Zieht man jetzt auf der Fläche durch (P) eine geodätische Linie g,, 
die (Z) senkrecht schneidet, so bilden in (P) die Linien g, und g, 
mit 9, denselben Winkel «, den man den Parallelitätswinkel nennt. 
Je nachdem eine von (P) ausgehende geodätische Linie mit g, einen 
Winkel bildet, der kleiner oder grösser als « ist, schneidet sie die 
Linie (Z) oder sie schneidet (L) nicht. Dabei ist die Bogenlänge ö 
der Linie g,, von (P) bis zu (L) gerechnet, mit dem Winkel « durch 
die Beziehung verbunden ®"!): 


EICH 


eotg > =e 


Die Tangenten jeder der oben (Nr. 33) betrachteten Scharen von 
geodätischen Linien einer pseudosphärischen Fläche müssen das Nor- 
malensystem einer W-Fläche (Nr.17) bilden, weil sie bei der Ab- 
wieklung der Fläche auf eine Rotationsfläche in die Meridiane der 
letzteren übergehen (III D 6a, Nr.31). Beltrami bestimmte die Be- 
ziehungen, welche in jedem Fall zwischen den Hauptkrümmungsradien 
R, und R, der W-Fläche bestehen”). Für die Flächen mit dem 


” = 1 EEE 
positiven Krümmungsmass 73 ergibt sich: 


R 
R—R—Rt(c—7), 
wo c eine Konstante bedeutet. Für die pseudosphärischen Flächen 
folgt im parabolischen Fall: 
RR—-R=RH, 
im elliptischen: 
R, — R, = Rtghyp. nz 
im hyperbolischen: 
R,+e 
R, — R,=R ocotg hyp. Be 
299°) Festschrift, Halle a/S. 1894, p. 200. 


300) Giorn. di mat. 6 (1868), p. 284. 301) „Bianchi“, p. 428. 
302) Giorn. di mat. 3 (1865), p. 34. 
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Die Fläche konstanter Krümmung ist hier jedesmal die eine Schale 
der Krümmungsmittelpunktsfläche der W-Fläche. Die jedesmal auf- 
tretende zweite Schale — Ergänzungsfläche — wurde für die pseudo- 
sphärischen Flächen von Bianchi betrachtet®®). Hier findet sich, dass 
die Ergänzungsfläche jedesmal auf eine Rotationsfläche abwickelbar 
ist. Im parabolischen Fall ist diese Rotationsfläche die Umdrehungs- 
fläche der Tractrix. Im elliptischen bez. hyperbolischen Fall wird die 
Meridiankurve durch die Gleichungen: 


R ; 
amd, z—R(log tg % + cos p), 


R \ 
mad, 2— R(log tg % + cos) 


dargestellt, wo x eine Konstante bedeutet. Man nennt diese Meridian- 
kurve die verkürzte oder verlängerte Traktrix. 


35. Transformationen und Haupttangentenkurven der Flächen 
konstanter Krümmung. Die Differentialgleichung der Flächen kon- 
stanter Krümmung zu integrieren, ist noch nicht gelungen ?%). Doch 
lässt sich zeigen, dass eine solche Fläche durch die Forderung be- 
stimmt ist, dass eine gegebene Kurve auf ihr liegen, und die Fläche 
längs derselben eine vorgeschriebene Tangentialebene besitzen soll, die 
aber nicht mit der Schmiegungsebene der Kurve zusammenfallen darf. 
Soll aber eine gegebene Kurve Haupttangentenkurve einer pseudo- 
sphärischen Fläche sein, so muss sie eine konstante zweite Krümmung 
besitzen. Hier findet sich, dass eine Fläche mit dem Krümmungsmass 
ae eindeutig bestimmt ist, wenn zwei von demselben Punkt aus- 
: und —_— be- 
sitzen und 2) in jenem Punkte dieselbe Schmiegungsebene, aber ver- 
schiedene Tangenten besitzen, die Haupttangentenkurven der Fläche 
sein sollen ®®). — Angesichts der Schwierigkeiten, die, sich der Auf- 
findung des allgemeinen Integrals der Differentialgleichung unserer 
Flächen entgegenstellen, hat man mit Erfolg versucht, Methoden zu 
entwickeln, mit Hülfe derer man aus einer gegebenen Fläche kon- 
stanter Krümmung andere derartige ableiten kann, und zwar haben 
sich bis vor kurzem mit einer Ausnahme diese Transformations- 


gehende Kurven, die 1) die konstanten Torsionen 


303) Math. Ann. 16 (1880), p. 577; „Bianchi“, p. 253. Vgl. @. Bolke, Inaug.- 
Dissert. Halle a/S. 1901. 

304) Vgl. J. A. Serret, J. de Math. (1) 13 (1848), p. 361; O. Bonnet, J. de 
math. (2) 5 (1860), p. 256; J. Weingarten, J. f. Math. 62 (1863), p.172; ©. Guichard, 
Ann. &e. norm. (3) 7 (1890), p. 233; S. Lie, Arch. Math. og Naturv. 5 (1881), p. 518. 

305) Bianchi, Roma Linc. Rend. (5) 3 (1894), p. 143; „Bianchi“, p. 446. 
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methoden ausschliesslich auf pseudophärische Flächen bezogen. Wir 
erwähnen zunächst einen Satz von A. Ribaucour?®). Beschreibt man 
in den Tangentialebenen einer Fläche, deren Krümmungsmass den 


konstanten Wert u besitzt, um die Berührungspunkte Kreise mit 
dem Halbmesser .R, so sind sie die orthogonalen Trajektorien einer 


Flächenschar, die einem dreifach orthogonalen Flächensystem angehört 
und in der jede Einzelfläche wieder das konstante Krümmungsmass 


— besitzt (II D6a, Nr.29). Eine nicht wesentlich von dieser 


Transformation verschiedene Transformation liefert der Bianchische 
Satz”): Ist das Quadrat des Linienelements einer pseudosphärischen 





—+ auf die Form gebracht: 


Fläche (x, y,2) mit dem Krümmungsmass 5 


2u 
du? + eRdv?, so sind: 

@=oa—R, y=y—R%, d=s—R% 
die Koordinaten der Punkte einer pseudosphärischen Fläche mit demselben 
Krümmungsmass. So gehört zu jeder pseudosphärischen Fläche eine ein- 
fach unendliche Anzahl solcher abgeleiteter Flächen; ihre orthogonalen 
Trajektorien sind die im Ribaucour’schen Satze auftretenden Kreise. 
Lie bemerkte, dass man auf den abgeleiteten Flächen die geodätischen 
Linien durch Quadraturen bestimmen kann, falls man diese Linien 
auf der ursprünglichen Fläche kennt®®), Diese Quadraturen sind aus- 
führlich untersucht von Darboux®®). — Eine weitere Transformation 
rührt von A. Bäcklund her?!). Sie wurde zuerst in der folgenden, 
rein analytischen Form veröffentlicht. Sind %, %, 2 die Koordinaten 


einer Fläche, ist ausserdem = =p, u = q und beziehen sich die ent- 


sprechenden mit einem Strich versehenen Buchstaben auf eine zweite 
Fläche, so sei: 
@- a» t+W-W-@-9)=0, 
@- PP +yY-W-@—)=0, 
I+pP+qa’— Kyl+P+eFyi+P®tf=0, 
@- Hy We a0, 


306) Paris, C. R. 70 (1870), p. 330; „Darboux“, 3, p. 426. 

307) Giorn. di mat. 17 (1879), p. 39; Math. Ann. 16 (1880), p. 577. Über 
die Bianchi’sche Transformation vgl. die Arbeiten von $. Lie, Archiv Math, og 
Naturv. 4 (1879), p. 507; 5 (1881), p. 282, 350. 

308) Bull. sei. math. (2) 4 (1880), p. 302; Arch. Math. og Naturv.5 (1881), p. 518. 

309) Paris, C. R. 97 (1883), p. 848, 892, 946; auch Ann. &c. norm. 3 (7) 
(1890), p. 9; „Darboux“, 3, p. 422. 

310) Lunds Universitets Ärsskrift 19 (1882—83), p.7, Vgl. hierzu „Darboux“ 3, 
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wo a und K Konstante bedeuten. Diese Transformation führt eine 


IL 


. in eine einfach unendliche 





Fläche mit dem Krümmungsmass 


Anzahl von Flächen mit demselben Krümmungsmass über und fällt für 
K= 0 mit der Bianchischen Transformation zusammen. Ausserdem 
führt sie Krümmungslinien und Haupttangentenkurven in ebensolche 
über und die letzteren so, dass die Länge des transformierten Kurven- 
bogens gleich der des ursprünglichen ist. Der geometrische Inhalt 
des Bäcklund’schen Satzes besteht darin, dass die beiden Schalen der 
Brennfläche eines Strahlensystems, in dem sowohl die Entfernung der 
Brennpunkte auf jedem Strahl, als der Winkel zwischen den beiden 
durch einen Strahl gehenden Brennebenen konstant ist, pseudosphärische 
Flächen mit demselben Krümmungsmass sind®’'). Man nennt derartige 
Strahlensysteme „pseudosphärische“ Strahlensysteme °"?). 

Bei der geometrischen Formulierung der Bäcklund’schen Trans- 
formation spielen die Eigenschaften der Haupttangentenkurven einer 
pseudosphärischen Fläche eine wesentliche Rolle®'?). Din:®'‘) und 
Enneper ?) zeigten, dass das Quadrat des Linienelementes einer 
solchen Fläche für die Haupttangentenkurven als Parameterlinien die 
Form erhält: 

ds? = du? + 2coswdudv + dv’, 


wo o der Gleichung genügt: 


0°o 


In einem krummlinigen, auf der Fläche gezeichneten Viereck, dessen 
Seiten Haupttangentenkurven sind, haben demnach die gegenüber- 
liegenden Seiten gleiche Längen und der Flächeninhalt des Vierecks 
ist gleich der Summe seiner Winkel vermindert um 2=. D. Hilbert”'®*) 
folgerte aus der letzten Gleichung, dass es eine singularitätenfreie und 
überall regulär analytische pseudosphärische Fläche nicht gibt; @. Lätke- 
meyer, dass eine pseudosphärische Fläche nieht analytisch zu sein 
braucht ®1®). 


chap. 12, und über die im Text nicht erwähnte Lie’'sche Transformation ‚„Dar- 
böux“ 3, p. 381; „Bianchi“, p. 459 (UIID 6a, Nr. 29). 

311) C. Guichard, Ann. &e. norm. (3) 7 (1890), p. 250; E. Genty, Paris soc. 
math. Bull. 22 (1894), p. 106. 

312) „Bianchi“, p. 282. 313) „Bianchi“, p. 129. 

314) Ann. di mat. (2) 4 (1870—71), p. 184. 

315) Gött. Nachr. 1870, p. 496. Vgl. $. Lie, Arch. Math. og Naturv. 4 (1879), 
p- 345. 

315*) Amer. Math. Soc. Transact. 2 (1901), p. 87 (IIID 6a, Nr. 14). 

315®) Inaug.-Dissert. Göttingen 1902; ibid. p. 18 der Nachweis, dass eine 
Fläche von positiver konstanter Krümmung stets analytisch ist. 
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Nimmt man auf der Einheitskugel die sphärischen Bilder der 
Haupttangentenkurven zu Parameterlinien (HI D 6a, Nr.33), so wird 
das Quadrat des Linienelements der Kugel durch den Ausdruck gegeben: 


- (du? — 2 0080 du dv + dv?), 


sodass die sphärischen Bilder der Haupttangentenkurven dieselben 
Eigenschaften haben, wie die Kurven selbst. $. Lie zeigte?!®), dass 
die Haupttangentenkurven einer pseudosphärischen Fläche sich durch 
Quadraturen bestimmen lassen. — Betrachtet man das Tangenten- 
system einer Kurvenschar auf einer pseudosphärischen Fläche, in dem 
der Winkel jeder Tangente mit der durch den Berührungspunkt 
gehenden, zu R, gehörenden, Krümmungslinie mit @, bezeichnet wird, 
und verlangt, dass es ein pseudosphärisches Strahlensystem mit der 
konstanten Entfernung R cos der Brennpunkte sei, so zeigt sich, dass 
2@, der Winkel der Haupttangenten auf der zweiten Schale der 
Brennfläche ist. Es genügt daher @, derselben Differentialgleichung wie 
©, wird aber durch eine Riccati’sche Gleichung bestimmt, sodass o, 
ausser 6 noch eine willkürliche Konstante enthält. Bianchi?") zeigte, 
dass, wenn man aus einer pseudosphärischen Fläche durch zwei zu 
den Konstanten o, und o, gehörende Bäcklund’sche Transformationen 
zwei neue pseudosphärische Flächen 8, und $, herleitet, sich dieselbe 
Fläche ergibt, sei es, dass man mit S\ die zu 6,, oder mit $, die zu 
6, gehörende Transformation ausführt. Kennt man sämtliche 02 zu 
einer pseudosphärischen Fläche gehörenden Bücklund’schen Trans- 
formationen, so erfordert die Bestimmung dieser Transformationen 
für die abgeleiteten Flächen nur Differentiationen und abgebraische 
Rechnungen, zudem lassen sich die Gleichungen der geodätischen 
Linien auf den abgeleiteten Flächen ohne Integration in endlicher 
Form angeben"). 


Hinsichtlich der Flächen mit dem positiven Krümmungsmass = 
bemerkt O. Bonnet?"), dass zu jeder von ihnen zwei im Abstande SR 


befindliche Parallelflächen gehören, deren mittlere Krümmung + ” ist. 


Umgekehrt besitzt jede Fläche von konstanter mittlerer Krümmung unter 
ihren Parallelflächen auch eine solche von konstanter positiver Krüm- 
mung (III D 6a, Nr. 30). Es lassen sich aber, wie Bonnet »20) zeigte, die 
Flächen mit konstanter mittlerer Krümmung so biegen, dass die Haupt- 


316) Bull. sci. math. (2) 4 (1880), p. 304; Arch. Math. og Naturv. 4 (1879), 
p. 345. 317) Roma, Line. Rend. (5) 1 (18922), p. 3. 

318) „Bianchi“, p. 465. 319) Nouv. ann. (1) 2 (1853), p. 437, 

320) J. Ec. polyt. 25 (1867), p. 77; „Darboux“ 3, p. 384, 
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krümmungsradien ungeändert bleiben. Damit ist eine Transformation 
der Flächen mit konstanter positiver Krümmung gegeben. — Eine zweite 
Transformation stellte J. H. Hazzidakis auf??‘). Bei ihr entsprechen 
den geodätischen Linien der ursprünglichen Fläche auf der transfor- 
mierten Fläche Schattenlinien bei parallel einfallenden Lichtstrahlen 
(III A 6). — In neuester Zeit ist es auf Grund eines Guichard’schen®??) 
Satzes gelungen, für unsere Flächen eine ähnliche Transformations- 
theorie zu entwickeln, wie sie für die pseudosphärischen Flächen be- 
steht?®). Man denke sich eine durch das Normalensystem einer Fläche 


(5) mit der konstanten Krümmung - hindurchgelegte Fläche (2) 
und betrachte die Normalen als fest mit & verbunden, so dass sie 
bei einer Biegung von & ihre Lagen gegen die zugehörigen Flächen- 
elemente nicht ändern. Es ist auf 00° Arten möglich, die Fläche & 
so zu wählen, dass sie 1) auf ein verlängertes Rotationsellipsoid mit 
der grossen Achse 2R, oder auf ein zweischaliges Rotationshyperboloid 
mit der Hauptachse 2R abwickelbar ist, und dass 2) jene Strahlen bei 
den Verbiegungen von & die Normalen einer Fläche von der Krüm- 


mung - bleiben. Reflektiert man nun die Normalen von (5) an 


einer Fläche & und fasst auf den reflektierten Strahlen die Punkte 
(P) ins Auge, die hinsichtlich der Tangentialebenen von & symme- 
trisch zu den entsprechenden Punkten von ($) liegen, so bilden die 


Punkte (P) eine Fläche mit der Krümmung 3 deren Normalen die 
reflektierten Strahlen sind. 


VIII. Weitere besondere Flächen. 


36. Flächen mit besonderen Eigenschaften der Hauptkrüm- 
mungshalbmesser. a) Flächen mit konstanter mittlerer Krümmung”). 
Die Krümmungslinien dieser Flächen sind isotherm°?), ihre Minimal- 


kurven lassen sich durch Quadraturen bestimmen°?®). Die Meridian- 


kurve der Rotationsflächen mit der konstanten mittleren Krümmung - 
wird von einem Brennpunkt einer Ellipse oder Hyperbel, deren grosse 


Achse bezw. Hauptachse gleich R ist, beschrieben, falls die betreffende 
321) J. f. Math. 88 (1879), p. 68. 
322) Paris, ©. R. 128 (1899), p. 232. 
323) Bianchi, Ann. di mat. (3*) 3 (1899), p. 185; „Bianch““, p. 641. Vgl. 
Darboux, Ann. &c. norm. (3) 16 (1899), p. 465. 
324) Vgl. M. Chini, Giorn. di mat. 27 (1889), p. 107. 
325) O. Bonnet, J. €c. polyt. 25 (1867), p. 77; „Darboux“, 2, p. 245; 3, p. 383. 
325°) S, Lie, die unter 167) zitierten Arbeiten. 
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Kurve auf einer Geraden rollt ohne zu gleiten; diese Gerade ist zur 
Rotationsachse zu nehmen. Für R= wo hat man eine Parabel rollen 
zu lassen, wo dann ihr Brennpunkt eine Kettenlinie beschreibt ?*). 
Im Anschluss an diesen Delaunay'schen Satz zeigte M. Sturm ?”), 
dass sich dieselbe Meridiankurve ergibt, wenn man die Rotations- 
fläche aufsucht, die bei gegebenem Volumen die kleinste Oberfläche 
besitzt. Darboux??) gab den folgenden Satz: Wenn zwei im Ab- 
stand A von einander parallele Flächen die Strecken zwischen den 
Mittelpunkten ihrer Hauptnormalkrümmungen auf jeder Normale har- 
monisch teilen, so besitzen sie beide dieselbe konstante mittlere 
Krümmung m. 


b) Appell’sche Flächen. P. Appell?) betrachtete die Flächen, bei 
denen die senkrechte Projektion eines festen Punktes auf jede Normale 
den Mittelpunkt der Strecke zwischen den Endpunkten der Hauptkrüm- 
mungshalbmesser trifft, d. h. der Abstand des festen Punktes von der 

R,tR, 


Tangentialebene gleich ——* ist. Zu jeder Funktion einer komplexen 


Veränderlichen gehört eine derartige Fläche. Jedes unendlich dünne 
Normalenbündel einer solchen Fläche schneidet aus einer festen Kugel 
beim Eintritt und beim Austritt gleiche unendlich kleine Flächenteil- 
chen aus. Fällt der feste Punkt mit dem Koordinatenanfangspunkt (0) 
zusammen, und ist (P) ein Punkt einer Minimalfläche, so konstruiere 
man eine Ebene (E), die parallel der in (P) berührenden Tangen- 
tialebene der Minimalfläche liegt, und deren Abstand von (O) gleich 
dem Abstand des Punktes (P) von der xy-Ebene ist. Durchläuft (.P) 
die Minimalfläche, so werden die Ebenen (E) von einer Appell’schen 
Fläche eingehüllt. Auch die Beziehung dieser Flächen zu den von 
Bonnet??®) aus einer Minimalfläche abgeleiteten, bei welchen die 
Mittelpunkte der Normalen in einer Ebene liegen, ist von Appell dar- 
gethan. E. Goursat?”') und E. Baroni’??) untersuchten die Flächen, 
bei denen der Abstand des festen Punktes von den Tangentialebenen 


proportional an ist. 


326) Ch. Delaunay, J. de math. (1) 6 (1841), p. 309; Paris, ©. R. 13 (1841), p. 84. 

327) J. de math. (1) 6 (1841), p. 315; M. Schilling, Halle a/S., Modelle 
von A. v. Braunmühl, Nr. 217—220. Vgl. die Dissertationen von @. Hormann, 
Göttingen 1887 und W. Howe, Berlin 1887, wo sich auch weitere historische An- 
gaben finden (II D4, Nr. 11.) 328) Ann. dc. norm. (3) 16 (1899), p. 467. 

329) American Journ. of math. 10 (1888), p. 175. 

330) Paris, C. R. 42 (1856), p. 486; „Darboux“ 1, p. 255. 

331) American Journ, of math. 10 (1888), p. 187. 

332) Giorn. di mat. 28 (1890), p. 349. 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 3, 23 
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c) Bianchi’sche Flächen®®?). Sie sind gefunden auf Grund einer 
Methode, die Weingarten veröffentlicht hat?®). Hier haben die Kugeln, 
welche über den Strecken zwischen den Endpunkten von R, und R, 
als Durchmesser beschrieben sind, die Eigenschaft entweder eine feste 
Kugel senkrecht zu schneiden (hyperbolischer Fall) oder eine feste 
Kugel in einem grössten Kreis zu schneiden (elliptischer Fall) oder 
durch einen festen Punkt zu gehen (parabolischer Fall). In den 
beiden letzten Fällen haben die Flächen mit den pseudosphärischen 
Flächen das sphärische Bild der Krümmungslinien gemein; im hyper- 
bolischen Fall ebenfalls da, wo die senkrechte Projektion des Mittel- 
punkts der festen Kugel auf die Normalen der Fläche zwischen die 
Endpunkte von R, und R, fällt, sonst hat die Fläche mit denen von 
konstanter positiver Krümmung das sphärische Bild der Krümmungs- 
linien gemein. 

d) De Montchewil?**) bestimmte die Flächen mit der Eigenschaft: 

R+R=FW+F(); 
wo u und w, solche komplexe Parameter sind, mit Hülfe derer die 
Richtungskosinus der Flächennormalen die Formen erhalten: 


u U U un, —1 
EL U En ab En 
uu, +1 u,+1 un, +1 








Gibt man der Gleichung der Tangentialebene die Form: 
tu) tim —wW)y+ (um De +5—=0, 


so genügt hier & der Bedingung: 
Ben 
ou? ou,” 
und für das Normalensystem der fraglichen Flächen lässt sich eine 
geometrische Erzeugungsart angeben. 


37. Flächen mit besonderen Eigenschaften der Krümmungs- 
linien. a) Isotherme Flächen ®**”). Mit diesem Namen belegt man neuer- 


333) Ann. di mat. (2) 24 (1896), p. 347. 

334) Paris, C. R. 112 (1891), p. 607; 116 (1893), p. 493. 

334%) Par. soc. math. Bull. 26 (1898), p. 103; 27 (1899), p. 114. 

334°) Vgl. die Inaug.-Dissert. von H. Willgrod, Göttigen 1883, in der die 
isothermen W-Flächen bestimmt werden, und der Satz bewiesen wird, dass die 
Transformation mittelst reziproker radii vectores isotherme Flächen in eben- 
solche überführt. „Darboux“ 2, chap. 11, wo gezeigt wird, dass die fünf penta- 
sphärischen Koordinaten (III A 7) einer isothermen Fläche, als Funktionen der 
Parameter der Krimmungslinien betrachtet, einer linearen partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung mit gleichen Invarianten (II A 5, Nr. 53) genügen. Vgl. 
ferner: Lie-Schefjers, Vorl. über Differentialgleichungen, Leipzig 1891, p. 178. 
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dings die Flächen mit isothermen Krümmungslinien. Weingarten???) 
sprach die Bedingung für die fragliche Eigenschaft einer Fläche so 
aus: Ist die Fläche durch eine Gleichung von der Form p(2,y,2) =0 
gegeben, so muss der Ausdruck: 





ı 0(@, + 93) 0 + 9) ö( + 9) 
ea + ae at za) 
das Totaldifferential einer Funktion des Orts in der Fläche sein; sind 
aber die Koordinaten der Fläche als Funktionen der Parameter u und » 
der Krümmungslinien gegeben, so muss der Ausdruck: 


Alog (0 — + TE F an +EIEE qu 

ein exaktes Differential sein. Andere Formen dieser Bedingung stellten 
J. Knoblauch?) und @. Frobenius®”) auf. Darboux?”®) betrachtete 
isotherme Flächen mit einer Schar ebener Krümmungslinien und fand, 
dass die Ebenen der letzteren einen Kegel umhüllen. Den Fall, dass 
der Kegel in einen Zylinder ausartet, untersuchte P. Adam°”®). Der 
fragliche Umstand findet bei den hierher gehörenden Flächen von kon- 
stanter mittlerer Krümmung statt). Hingewiesen sei auf eine Arbeit 
von A. Thybaut®*'), in der unter anderem gezeigt wird, dass die beiden 
Schalen einer Fläche, die eine doppelt unendliche Schar von Kugeln 
umhüllt, stets isotherm sind, wenn die auf jeder Kugel liegenden 
Berührungspunkte mit der Einhüllenden harmonisch sind zu den 
Brennpunkten der durch die Berührungspunkte gelegten Strahlen. 

b) Gwichard-Bianchi’sche Flächen. ©. Guichard #2) betrachtete 
die Flächen, bei denen in jedem Punkt die senkrechten Abstände der 
beiden Hauptnormalebenen von einem festen Punkt ein konstantes 








Über die Integration der Differentialgleichung der isothermen Flächen vgl. 
R. Rothe, Inaug.-Dissert. Berlin 1897, wo sich weitere Litteraturangaben finden. 

335) Berlin, Sitzungsberichte (1883), p. 1163. 

336) J. f. Math. 103 (1888), p. 40. 

337) ibid. 110 (1892), p. 34. 

338) Bull. sci. math. (2) 7 (1883), p. 257; Paris, C. R. 96 (1883), p. 1202, 
1294; „Darboux“ 4, p. 235. 

339) Ann. €c. norm. (3) 10 (1893), p. 319. 

340) Vgl. M. Voretzsch, Göttingen, Inaug.-Dissert. 1883. 

341) Paris, C. R. 131 (1900), p. 932. Auf eine weitere besondere Art iso- 
thermer Flächen machte L. Raffy aufmerksam: ibid. 128 (1899) p. 285. Isotherme 
Flächen, die mit der Biegung eines Paraboloids in Verbindung stehen, behan- 
delte A. Thybaut, Ann. &e. norm. (3) 14 (1897), p. 45 (IT D 6a, Nrr. 13, 31); solche, 
die mit dem Rollen einer Fläche zweiter Ordnung auf einer Abwickelbaren in 
Verbindung stehen, @. Darboux, ibid. p- 497 (HID 6a, Nr. 18). 

342) Paris, C. R. 116 (1893), p. 487. 
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Verhältnis haben und gab eine Transformation dieser Flächen, die 
wieder zu solehen führt. Bianchi®?) zeigte, dass diese Flächen zu 
den früher von ihm untersuchten **) gehören, auf denen ein doppelt 
unendliches System von isogonalen Trajektorien der Krümmungslinien 
vorhanden ist, welches die Fläche in infinitesimale äquivalente Paral- 
lelogramme teilt. Beschreibt man um den festen Punkt eine Kugel 
und konstruiert alle Kreise, welche die Kugel und eine feste Fläche 
mit der fraglichen Eigenschaft senkrecht schneiden, so sind sie die 
orthogonalen Trajektorien einer Flächenschar, die aus lauter Flächen 
mit derselben Eigenschaft besteht. Ebenso geht jede Fläche mit 
dieser Eigenschaft durch eine Inversion von dem festen Punkt als Pol 
aus in eine ebensolche über. 

ce) Hypercyklische Flächen. Mit dieser Benennung belegt Bianchi*") 
die Flächen mit einer Schar von Krümmungslinien, deren erste Krüm- 
mung konstant ist. Zu einer jeden solchen Fläche gehört eine zweite 
mit derselben Eigenschaft. Sie ist der Ort der Mittelpunkte der 
ersten Krümmung der fraglichen Krümmungslinien. Man kann hier 
eine der Bäcklund’schen ganz ähnliche Transformationstheorie ent- 
wickeln. Dasselbe gilt von den von E. Nannei?'*) untersuchten 
Flächen, bei denen die erste Krümmung der Krümmungslinien einer 
Schar nur längs jeder Einzelkurve als konstant vorausgesetzt wird. 

d) Die Flächen mit einem System kongruenter Krümmungslinien 
untersuchte J. N. Hazzidakis®"). Wenn hier die erzeugenden Kurven 
doppelt gekrümmt sind, bleiben auch die von den Flächennormalen 
berührten Evoluten der Erzeugenden kongruent, und man hat es mit 
Schraubenflächen zu tun. 

e) Eine Untersuchung über die Flächen, bei denen in jedem Punkte 
die beiden, die Tangenten der Krümmungslinien enthaltenden, Normal- 
ebenen in Bezug auf eine Fläche zweiter Ordnung konjugiert sind, 
findet sich bei „Darboux“ 2, chap. 14. 


38. Flächen mit besonderen Eigenschaften der Haupttangenten- . 
kurven und konjugierten Linien. a) Bianchi®®) betrachtete die 
Flächen, auf denen die Haupttangentenkurven der einen Schar kon- 
stante Torsion besitzen. Die fraglichen Linien werden dann durch 


343) Roma, Linc. Rend. (5) 3? (1894), p. 77. 

344) Ann. di mat. (2) 18 (1890), p. 349. 345) ibid. (2) 13 (1885), p. 222. 

346) Giorn. di mat. 26 (1888), p. 201. 

347) J. f. Math. 98 (1885), p. 49. Vgl. M. Bricard, Paris, C. R. 130 (1900), 
p. 475 und A. Demoulin, ibid. p. 823. 

348) Roma Line. Rend. (4) 6! (1890), p. 352 u. Ann. di mat. (2) 18 (1890), 
p- 340. 
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die Haupttangentenkurven der anderen Schar in proportionale Bögen 
geteilt, und dieselbe Eigenschaft besitzen die sphärischen Bilder der 
Haupttangentenkurven. Mittels einer der Bäcklund’schen ähnlichen 
Transformation lassen sich aus jeder der fraglichen Flächen andere 
herleiten, auf denen die Kurven der einen Schar der Haupttangenten- 
kurven dieselbe konstante Torsion und dieselbe Bogenlänge besitzen, 
wie die entsprechenden Haupttangentenkurven der ursprünglichen 
Fläche. 

b) Die Flächen, auf denen eine Schar von Haupttangentenkurven 
aus Schraubenlinien besteht, die auf parallelen Zylindern liegen, be- 
stimmte Dini”®). Die orthogonalen Trajektorien der Haupttangenten- 
kurven liegen in Ebenen, die zur Achse der Schraubenlinien senk- 
recht sind. 

c) P. Stäckel?°) betrachtete die Flächen, die durch die Haupt- 
tangentenkurven in unendlich kleine Rhomben mit konstanten Winkeln 


geteilt werden (III D6a, Nr.30). Hier ist das Verhältnis = kon- 


stant. Ist es gleich — 1, so ergeben sich die Minimalflächen; ist es 
von — 1 verschieden, so gehen die zu ein und demselben Winkel der 
Haupttangentenkurven gehörenden Flächen alle aus einer einzigen 
durch eine Ähnlichkeitstransformation hervor, und letztere ist eine 
Rotationsfläche. 

d) Die von $. Lie behandelte Frage nach den Flächen, deren 
Haupttangentenkurven linearen Komplexen angehören, wird erörtert 
in der Inaug.-Dissertation von A. Peter (Leipzig 1895), woselbst sich 
weitere Litteraturangaben finden °°%®), 

e) K. Peterson nennt eine auf einer Fläche liegende Kurve zylin- 
drisch oder konisch, wenn die Fläche längs der Kurve von einem 
Zylinder oder einem Kegel berührt wird. Die Flächen, auf denen es 
zwei konjugierte Scharen zylindrischer Kurven gibt, fallen mit den 
Translationsflächen zusammen (Nr.6). Für die Koordinaten der Punkte 
der Flächen, auf denen es zwei konjugierte Scharen konischer Kurven 
gibt, erhält Peterson die Darstellung °'): 


Bi %+ X Br Mer 


ray euere 





349) Ann. di mat. (2) 4 (1870—71), p. 190. 

350) Leipzig, Berichte 1896, p. 491; ibid. 1898, p. 10. 

350°) Vgl. Lie-Scheffers, Geom. der Berührungstransf., p. 369. 

351) Über Kurven und Flächen, Leipzig 1868, p. 27; vgl. A. Voss, Math. 
Ann. 39 (1891), p. 205. Daselbst p. 207, 214 weitere konjugierte Systeme; solche, 
die aus ebenen Kurven bestehen, bei „Darboux“ 1, p. 123. 
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wo %...ı, Funktionen von « allein, x...x; Funktionen von » allein 
bedeuten. 

f) L. Raffy bestimmte die Flächen, deren Koordinaten sich durch 
die Gleichungen: 


<= gu), y=9plu)%W), 2= Yu) b,(v) 
darstellen lassen, während die Kurven «u = const., v = const. kon- 
jugiert sind, und zeigte, dass die Bestimmung der Haupttangenten- 
kurven dieser Flächen nur Quadraturen erfordert®!®). Diejenigen unter 
diesen Flächen, bei denen die Tangenten der Parameterlinien ein und 
demselben tetraedralen Komplex (HI D4, Nr.35) angehören, dessen 
Fundamentaltetraeder aus den Koordinatenebenen und der unendlich 
fernen Ebene besteht, sind, wie A. Demoulin zeigte ®°!P), die einzigen 
Flächen, auf denen ein konjugiertes Kurvensystem mit der fraglichen 
Eigenschaft seiner Tangenten vorhanden ist. 

g) L. Raffy bestimmte die Flächen, auf denen die von den 
Ebenen eines Büschels ausgeschnittenen Kurven mit ihren kon- 
jugierten Kurven ein System mit gleichen Invarianten bilden ®°1°) 


(II A 5, Nr.53; III D 3, Nr. 3%). 


39. Flächen mit besonderen Eigenschaften der geodätischen 
Linien und geodätischen Kreise. a) A. Voss®’!*) bemerkte bei den 
Flächen mit einem System konjugierter geodätischer Linien die Eigen- 
schaft, dass die sphärischen Bilder dieser Kurven mit denen der 
Haupttangentenkurven der pseudosphärischen Flächen übereinstimmen 
(IIID 6a, Nr.25). 0. Guichard®®”) wurde zu den fraglichen Flächen 
auf folgende Art geführt: Das Tangentensystem der zu R, gehörenden 
Krümmungslinien auf einer Fläche (5) besitzt als zweite Schale der 
Brennfläche eine Fläche ($,), die der Ort der Mittelpunkte der geo- 
dätischen Krümmungen der zu R, gehörenden Krümmungslinien ist. 
Den Krümmungslinien auf ($) entsprechen auf ($,) stets konjugierte 
Kurven. Falls diese sich aber rechtwinklig schneiden, entspricht den 
Krümmungslinien von ($) auf der zu R, gehörenden Schale der 
Krümmungsmittelpunktsfläche von (5) ein System konjugierter, geo- 
dätischer Linien. 


351%) Par. soc. math. Bull. 24 (1896), p. 2. 

351®) ibid. 25 (1897), p. 83. 351°) ibid. 24 (1896), p. 54. 

351%) München, Berichte 1888, p. 95; Math. Ann. 39 (1891), p. 253. Vgl. 
A. Razzaboni, Bologna, Mem. (4) 9 (1888), p. 765, wo gezeigt wird, dass die ge- 
wöhnliche Schraubenfläche die einzige hierher gehörende Minimalfläche ist. 
„Darboux“ 4, p. 103, 105; „Bianchi“, p. 284; O. Guichard, Paris, C. R. 110 
(1890), p. 995. 

352) Ann. dc. norm. (3) 7 (1890), p. 231. 
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b) Betrachtet man in einem dreifach orthogonalen Flächensystem 
(II D1,2, Nr.23; IID6b), bei dem die eine Schar aus Flächen 
mit demselben konstanten negativen Krümmungsmass besteht, die- 
jenigen orthogonalen Trajektorien dieser Schar, welche eine Haupt- 
tangentenkurve einer Einzelfläche treffen, so schneidet die von ihnen 
gebildete Fläche ($) auch die anderen Flächen der Schar in Haupt- 
tangentenkurven; ($) besitzt somit eine Schar geodätischer Linien 
von konstanter Torsion. C. Fibbi?°®) untersuchte die Flächen mit 
einem System geodätischer Linien, deren Torsionen nur von Kurve 
zu Kurve sich ändern, und weiter diejenigen unter ihnen, bei denen 
die orthogonalen Trajektorien der geodätischen Linien entweder Kreise 
mit demselben Radius sind oder konstante erste Krümmung besitzen. 
In beiden Fällen treten ähnliche Transformationen, wie die Bäck- 
lund’sche auf. 

©) Über Flächen mit einem System kongruenter geodätischer 
Linien oder kongruenter Haupttangentenkurven vgl. eine Arbeit von 
J. N. Hazzidakis”*). 

d) Sind die Koordinaten der Punkte einer Fläche als Funktionen der 
Parameter u und v gegeben, so versteht man unter einer linearen Schar 
von geodätischen Linien eine solche, die durch gerade, parallele Linien 
in der u, v-Ebene abgebildet wird, deren Gleichung sich also in der 
Form: au + bv = const. darstellt. @G. Finsterwalder ?°°) zeigte, dass 
eine Fläche, auf der vier wesentlich verschiedene derartige Scharen 
vorkommen, notwendig konstantes Krümmungsmass besitzen muss. 
Auf den Rotationsflächen gibt es drei solche Scharen. Die Frage 
nach der Form des Quadrats des Linienelements der Flächen, auf 
denen drei lineare Scharen vorkommen, behandelten F. Ahl?°%) und 
P. Stäckel?°'). Es zeigt sich, dass hier auch eine solche Form auf- 
treten kann, die für eine Spiralfläche (Nr. 7) kennzeichnend ist. 

e) Die Frage nach denjenigen Flächen, deren sämtliche geodätische 
Linien geschlossen sind, scheint bisher nur für die Rotationsflächen 
beantwortet zu sein ®°’®). @. Darboux entwickelte in dem Lehrbuche 
von M. Despeyrous ®®) eine Methode zur Auffindung von derartigen 
Rotationsflächen. Auf Grund derselben fand J. Tannery?°”) die Rota- 
tionsfläche mit der Gleichung: 


353) Pisa Ann. 5 (1888), p. 79. 354) J. f. Math. 95 (1883), p. 120. 
355) Deutsch. Math.-Vereinig. Jahresber. 6 (1899), p. 50. 
356) Inaug.-Diss. Kiel 1901. 357) Math. Ann. 56 (1902), p. 502. 


357%) Vgl. P. Stäckel, Deutsche Math.-Ver. Jahresber. 9 (1901), p. 128. 
358) Cours de M&canique 2, Paris 1887, p. 467. Vgl. „Darboux“ 2, p. 454; 
8, p- 6. 359) Bull. sci. math. (2) 16 (1892), p. 190. 
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160? (2? -+ y?) = 2? (2a? — 29), 

deren geodätische Linien nicht nur sämtlich geschlossen, sondern auch 
algebraisch sind. O0. Zoll?°®) behandelte ausführlich die Flächen mit 
einer Schar geschlossener geodätischer Linien und fand eine singulari- 
tätenfreie Rotationsfläche mit lauter geschlossenen geodätischen Linien. 

f) (vgl. UI D5, Nr. 38). Von ©. Bonnet wurden die Flächen 
bestimmt, auf denen die Krümmungslinien aus geodätischen Kreisen 
bestehen°®'). Man hat es hier mit den Einhüllenden einer Schar von 
Kugeln zu tun, die durch zwei feste reelle oder imaginär konjugierte 
Punkte gehen. A. Ribaucour ?®”) leitete das Bonnet'sche Ergebnis auf 
geometrischem Wege her. Nach „Darboux“ 3, p. 121 bestehen die 
fraglichen Flächen aus den Rotationsflächen, den Kegeln, den Zy- 
lindern und den aus diesen Flächen durch Inversion sich ergebenden 
Flächen. A. Voss zeigte, dass, wenn auf einer Fläche zwei Kurven- 
scharen liegen, von denen jede aus geodätischen Kreisen von gleicher 
‚ geodätischer Krümmung besteht, und die sich zudem unter kon- 
stantem Winkel schneiden, die Fläche ein konstantes negatives Krüm- 
mungsmass besitzt ?®®). Die Frage nach den Flächen mit isogonalen 
Systemen von geodätischen Kreisen wurde von F. Probst ?**) eingehend 
behandelt. Wir erwähnen den Satz, dass eine Fläche mit mehr als 
zwei Orthogonalsystemen von geodätischen Kreisen unendlich viele 
solcher Systeme und damit konstantes Krümmungsmass besitzt. 


40. Imaginäre Flächen. Beschränkt man sich nicht auf reelle 
Flächen, sondern lässt auch imaginäre Flächen zu, so erhalten die 
Sätze der Flächentheorie mannigfache Erweiterungen, die analytisch 
von Interesse sind, und von @. Scheffers (Einführung in die Theorie 
der Flächen, Leipzig 1902) systematisch berücksichtigt werden. Der 
zuerst behandelte Fall’) trat bei der von G. Monge untersuchten 
Frage nach den Flächen auf, bei denen in jedem Punkt die beiden 
Hauptkrümmungshalbmesser gleich sind. Ausser der‘ Kugel ergeben 
sich imaginäre Flächen mit nur einer Schar von Krümmungslinien, 
Flächen, bei denen also die beiden quadratischen Fundamentalformen 
einen gemeinsamen Faktor besitzen (II D 6a, Nr.2). Eine derartige 
Fläche von konstantem Krümmungsmass wurde von J. A. Serret be- 


360) Inaug.-Dissert. u. Preisschrift, Göttingen 1901 (TID6a, Nr. 14). 

361) J. &c. polyt. 25 (1867), p. 133. 

362) Bull. soc. philom. 6 (1869), p. 1; 7 (1870), p. 24; vgl. P. Adam, Par. 
soc. math. Bull. 22 (1894), p. 110. 

363) Münch. Ber. 22 (1892), p. 268. 

364) Inaug.-Dissert. Würzburg 1893. 

365) Monge, Application d’Analyse ä la G&om., 5'* Aufl. Paris 1850, p. 196. 
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merkt®®). Eingehend untersucht wurden die fraglichen Flächen von 
P. Stäckel ?°°) und @. Scheffers°®). Der erstere zeigte, dass die Krüm- 
mungslinien dieser Flächen aus Minimalgeraden bestehen *°), der 
letztere, dass längs jeder solchen Geraden das Krümmungsmass der 
Fläche konstant ist. Stäckel fand, dass die Fläche überhaupt kon- 
stantes Krümmungsmass besitzt, wenn der Ort der Hauptkrümmungs- 
mittelpunkte eine Minimalkurve ist. Für diesen Fall wurden die 
Koordinaten der Punkte der Fläche von Scheffers mittelst dreier 
Quadraturen, von Stäckel durch von Integralen freie Ausdrücke dar- 
gestellt. 

An zweiter Stelle erwähnen wir die Tangentenflächen der Minimal- 
kurven. Sie werden von @. Darboux ®'°) zuerst developpables focales, 
später developpables isotropes, von G. Scheffers Minimaldeveloppable ge- 
nannt (III D 6a, Nr.2). Wir sind ihnen in Nr. 15,29, 30 bereits 
begegnet. Die Determinante EG — F? ist hier stets Null, während 
keine Fundamentalgrössen zweiter Ordnung auftreten >”). 

Endlich sei die algebraische imaginäre Fläche erwähnt, die sich 
aus der Cayley’schen Linienfläche (Nr. 6, Anm. 83) durch eine lineare, 
imaginäre Koordinatentransformation ergibt. Sie tritt zuerst bei S. Lie 
auf als Minimalfläche dritter Klasse®”?), sodann als Minimalfläche mit 
unendlich vielen Translationserzeugungen °”?) (Nrr.6, 27). Ribaucour ?*) 
fand, dass die Frage nach den geradlinigen Minimalflächen ausser auf 
die gewöhnliche Schraubenfläche noch auf eine imaginäre Fläche führt, 
deren Linienelement er bestimmt. Diese Fläche fällt nach den Unter- 
suchungen von A. Demoulin ®®) mit der Lie’schen Fläche zusammen, 
sie erscheint hier als Hauptnormalenfläche einer kubischen Raumkurve. 
(Vgl. die ausführliche Darstellung von @. Scheffers ?®"*). 


366) J. de math. (1) 13 (1848), p. 361. 

367) Leipz. Ber. 1896, p. 478; 1902, p. 108. 

368) Einführung in die Theorie der Flächen, p. 114, 228, 229. 

369) Vgl. „Darboux“ 3, p. 295. 

370) Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algebriques et 
la theorie des imaginaires, Paris 1873, p. 9. 

371) @. Scheffers, Einführung in die Theorie der Flächen, p. 29, 107; Lie- 
Scheffers, Geom. der Berührungstransf., p. 429, 432. 

372) Math. Ann. 14 (1878), p. 353. 

373) Arch. Math. og Naturv. 3 (1878), p. 488. 

374) Die unter 268) zitierte Arbeit, p. 72. 

375) Bruxelles M&m. cour. in 4°, 58 (1899). 

376) Einführung in die Theorie der Flächen, p. 242 (IIID4, Nr. 20). 


(Abgeschlossen im August 1903.) 
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Nachtrag zu IID3. 


p. 109, Fussn. 6°), statt 1901 lies: 1900. 


. 124, 2.11, statt = lies: — 


ö op. 


0 ou 


. 133, Z. 27, hinter „Ausdruck“ lies: auf J. Liouville’s Vorschlag (Monge, Applic. 


Note I, p. 568). 
2. 28, statt R. Liowville lies: J. Liowville. 


” 


. 155, Fussn. 130), vgl. J. Liowville, J. de math. (1) 11 (1846), p. 362; Note II in 


Monge, Applic. p. 569; „Darboux“ 1, p. 148. 
168, Fussn. 170), statt 2 lies: 9. 


174, Fussn. 183). Wohl zuerst bei J. Liowville, J. de math. (1) 12 (1847), p. 281. 
176, Z. 7—9, lies: Sie gehen durch projektive Transformation !?!) und durch 
Transformation mittels reziproker Polaren („Darboux“ 1, p. 137) wieder 
in Haupttangentenkurven über. 
Fussn. 191), statt 408 lies: 406. 
. 178, Z. 10, statt Radien lies: Polaren. 


. 181, Fussn. 207). Vor „Darboux“ lies: O. Bonnet, J. €e. polyt. 25 (1867), p. 132. 
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A. Einleitung. 


1. Vorbemerkungen. Es soll im folgenden der Versuch gemacht 
werden, eine zusammenfassende Übersicht über die Lehre von der Ab- 
bildung und Abwickelung der krummen Flächen auf einander zu 
geben. In der geschichtlichen Entwickelung dieser Probleme lassen sich 
folgende hinsichtlich ihres allgemeinen Charakters wohl unterschiedene 
Perioden bezeichnen. 
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Erste Periode. Die Zeit bis auf Joh. I Bernoulli’s (1698), Jac. 
I Bernoulli’s (17128), A. Clairaut’s (1731), L. Euler's (1777), J.L. La- 
grange's (1779) und G. Monge’s (1785) Arbeiten: Behandlung einzelner 
Fragen der Abbildung und Abwickelung; erste Einführung der krumm- 
linigen Koordinaten u, v.!) 

Zweite Periode. Das Erscheinen der Gauss’schen?) Preisarbeit 
über konforme Abbildung (1822) und die Disquisitiones generales 
eirca superficies curvas (1827), sowie die Arbeiten von F. Minding 
(von 1830 an), dann von E. Bour, O. Bonnet und D. Codazzi infolge 
der Preisaufgabe der Pariser Akademie für 1860 nebst J. Weingarten’s 
ersten Untersuchungen über die W-Flächen (1861, 1863). 

Dritte Periode. E. Beltrami’s Lehre von den Differentialpara- 
metern?) (1364), die durch B. Riemann’s Habilitationsvorlesung (1854) 
angeregte Untersuchung der Transformation der quadratischen Differen- 
tialausdrücke und ihrer Invarianten (E. B. Christoffel (1869) und R. Lip- 
schitz (1870)), sowie die sich daran schliessenden Arbeiten über Flächen 
konstanter Krümmung‘). 

Die gegenwärtige Periode, welche die allgemeine Erledigung der in 








1) Über die von den genannten Mathematikern behandelten Probleme siehe 
die reichhaltigen Angaben von P. Stäckel, Bemerkungen zur Geschichte der geo- 
dätischen Linien, Leipz. Ber. 45 (1893), p. 444, sowie Nr. 21. Nach Stäckel (Biblio- 
theca math. (3) 2 (1901), p. 122) hat übrigens schon Euler 1766 (Opera postuma 1, 
Petropol. 1862, p. 494) unter Zugrundelegung der Parameter «, v und der Fun- 
damentalgrössen erster Ordnung das allgemeine Problem der Abwickelung einer 
Fläche auf eine gegebene gestellt, ohne es allerdings weiter zu behandeln. 

2) Wesentlich neu ist bei Gauss der Begriff und die Eigenschaften des 
Krümmungsmasses k, die allgemeine Verwendung der Parameter «, v insbesondere 
für die Theorie der geodätischen Linien (während Lagrange 1779 nur das karto- 
graphische Problem so behandelt hatte), endlich die Erkenntnis der Fundamental- 
grössen erster Ordnung in ihrer Beziehung zu den inneren Eigenschaften der 
Flächen. Nach Stäckel (Leipz. Ber. 45, p. 455) hat bereits’O. Rodrigues (Corre- 
spondance sur l’&cole polytechnique 3 (1815), p. 162) die Beziehung des Produktes 
der Hauptkrümmungsradien einer Fläche zur sphärischen Abbildung ihres Flächen- 
elementes in einer speziellen Form gekannt. F‘. Minding, dem man auch die 
Einführung der geodätischen Krümmung (II D 3, Nr. 11,12) und ihrer Invarianz 
verdankt, behandelt im Gauss’schen Sinne zuerst die Biegung gewisser Flächen. 

3) Beltrami’s Differentialparameter (IB2, Nr. 22; IID3,Nr.$8) erster und 
zweiter Ordnung treten schon in Minding’s (1838) und O. Bonnet’s (1860) Arbeiten 
auf. Riemann’s Arbeit über die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde 
liegen (Werke, p. 254), ist erst 1868 (Göttinger Abh. 13) veröffentlicht; man 
vergleiche auch die Commentatio mathematica von 1861 (Riemann, Werke, p. 370 
und Fussn. 150). 

4) Wegen der mit diesen Untersuchungen in engster Beziehung stehenden 
Ausbildung der nicht-euklidischen Geometrie, die hier nicht berücksichtigt wer- 
den kann, vgl. man IIIA 1. 
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den früheren aufgeworfenen Fragen anstrebt, ist in geometrischer Hin- 
sieht durch die Verwendung des Mannigfaltigkeitsbegriffs, der Theorie 
der Berührungstransformationen von S$. Lie (seit 1870), der Strahlen- 
systeme (beginnend mit A. Ribaucour’s Arbeiten 1870), in methodischer 
Beziehung durch die Einführung kinematischer Gesichtspunkte (E. La- 
guerre 1872, G@. Darboux, Legons sur la theorie generale des surfaces 
vgl. IID1,2, Nr. 10; III D 3, Nr. 10) und die freieste Verwendung 
des allgemeinen Koordinatenbegriffs, sowie durch die Einführung der 
kovarianten Differentialprozesse (@. Ricei, seit 1888) gekennzeichnet. 

Eine auch nur einigermassen vollständige Darlegung dieser letz- 
teren auf den vereinigten Arbeiten der deutschen, französischen und 
italienischen Mathematiker beruhenden Periode kann schon wegen der 
ausserordentlichen Vielseitigkeit der in ihr zur Verwendung kommenden 
Gesichtspunkte hier nicht erwartet werden. Die Darstellung muss 
sich vielmehr mit der Hervorhebung einzelner besonders wichtig er- 
scheinender Forschungsrichtungen begnügen, um so mehr, da sich die- 
selben gegenwärtig in lebhaftester Entwickelung befinden. 


2. Allgemeine Übersicht über die Aufgaben der Abbildung 
und Abwickelung. Zwei Flächen F und F’ heissen aufeinander ab- 
gebildet), wenn jedem Punkte P(xyz) von F ein Punkt P’(a,y,2) 
von F” nach einem gewissen Gesetze eindeutig umkehrbar zugeordnet ist. 
Unter Beschränkung auf stetige Zuordnungen werden dabei, sobald es 
sich nicht nur um Untersuchungen aus dem Gebiet der Analysis situs 
(III A 4) handelt, xyz und &,y,2, in der Umgebung von P und P’ 
als Funktionen der unabhängigen Parameter u, v mit stetigen par- 
tiellen Differentialquotienten nach diesen Variabeln in dem Umfange, 
wie dieselben gebraucht werden, oder auch wohl als (reguläre) ana- 
lytische Funktionen der u, v vorausgesetzt. Desgleichen ist auch an- 
zunehmen, dass von den drei Funktionaldeterminanten 


ee 
uv)’ \uv)’ \uv 
mindestens eine von Null verschieden ist. 


Da jede Verwandtschaft durch Funktionen mit stetigen ersten 
Differentialquotienten im Unendlichkleinen projektiv ist), so bilden 


5) So C. F. Gauss 1822 in den Astronom. Abh. von H. C. Schumacher, 
1825, p. 1. 

6) Dies hat wohl zuerst allgemein A. Tissot bemerkt, sur les cartes g6o- 
graphiques, Paris, C. R. 49 (1859), p. 673; Nouvelles ann. de math. (2) 17, 1878, 
dann im M&moire sur la representation des surfaces, Paris 1881. Nach Tissot 
besteht die Zuordnung hinreichend kleiner korrespondierender Bereiche von P 
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die korrespondierenden Tangenten von P und P’ projektive Büschel; 
da in zwei solchen reellen Büscheln entweder unendlich viele ent- 
sprechende Rechtwinkelpaare oder ein einziges enthalten sind (III A 5), 
hat man Tissot’s Satz, dass entweder einem einzigen Orthogonalsystem, 
den Hauptkurven von F', auch ein solches von F” entspricht, oder dass 
dies für jedes Orthogonalsystem auf F der Fall ist. Bezeichnet man 
die Fundamentalgrössen erster Ordnung (HI D 1,2, Nr.34) von F und 
F’ durch E, F,@; E’, F', @,') so muss im letzteren Fall wegen der 
Orthogonalitätsbedingung der Kurvenelemente du, dv; du, dv: 


Edudu-+ F(dudv + dvdu) + Gdvdv— 0 
ee E:F:G=E:FfF:@ 
bestehen, d. h. die Abbildung ist eine konforme (IL B1, Nr. 5), die korre- 
spondierenden Tangentenbüschel sind entweder direkt oder invers kon- 
gruent?). 
Erst Lie”) bemerkte, dass Tissot’s Satz aus der Beziehung ent- 
springt, in der die Bilder der Minimal- oder Nullkurven (IIID1, 2, 


und P’ in geeigneter ähnlicher Vergrösserung und senkrechter Projektion des 
einen auf das andere, vgl. z. B. Scheffers 2, p. 90. Der Satz selbst ist übrigens 
eine unmittelbare Folge von der vorausgesetzten Existenz der stetigen partiellen 
Differentialquotienten der Koordinaten nach den vw, v, und in Bezug auf spezielle 
Fragen (Kreisverwandtschaft (III A 7)) schon von Möbius gekannt. 
7) Die Differentialgleichung der Hauptkurven ist: 

du? — dudv dv? 

E F G |=0 

E’ 2 @' 
die Grösse 7T=-+ YEG — F? nach dem obigen stets von Null verschieden 
mit Ausnahme der Minimaldeveloppabelen (IIID5, Nrr. 15, 29, 30, 40) (siehe Dar- 
boux, Legons 1, p.148). Auch giebt es für jeden Punkt zwei reelle oder imagi- 
näre Richtungen, für die das Längenverhältnis ds : ds’ gleich Eins ist (auto- 
mekoische oder längentreue Kurven, Tissot, p.130; Aequideformaten bei E. Hammer, 
Die geographisch wichtigsten Kartenprojektionen, Stuttgart 1889, p. 23. 

8) Bis auf Grössen von höherer als erster Ordnung; vgl. A.Voss, Über kon- 
forme Abbildung, Math. Ann. 46 (1895), p. 133. 

9) S. Lie, Math. Ann. 20 (1882), p. 419 Fussn. 1; in analytischer Darstellung 
bei P. Stäckel, Math. Ann. 44 (1894), p. 555. Die Bezeichnung Minimalkurven 
stammt von Lie, Math. Ann. 14 (1878), p. 337; sie wurden übrigens schon von 
Bonnet und Bour (1860), sodann namentlich von A. Ribaucour, seit 1870 be- 
ständig bei flächentheoretischen Untersuchungen angewandt (III D 4, Nr. 35). — 
Lie hat überhaupt zuerst mit Nachdruck auf die allgemeine Bedeutung imagi- 
närer Beziehungen in der Differentialgeometrie hingewiesen; vgl. indes P. Stäckel, 
Beiträge zur Flächentheorie, Leipz. Ber. 48 (1896), p. 478, sowie Scheffers Lehr- 
bücher 1, 2, welche zum ersten Male in systematischer Weise die imaginären 
Gebilde und die durch sie bedingten Ausnahmefälle berücksichtigen. 


} 
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Nr. 12) von F zu denen der Nullkurven von F’ stehen. Denn die 
Abbildung der Involution orthogonaler Tangentenpaare bei P liefert 
eine Involution bei P’, deren Doppelelemente die Bilder der Tangenten 
der Minimalkurven von F sind. Und nun sind drei Fälle möglich. 
Fallen diese Doppelelemente nicht mit den Tangenten der Minimal- 
kurven bei P’ zusammen, so giebt es ein gemeinsames harmonisches 
Paar zu den Doppelelementen beider Involutionen bei, P’; dieses bildet 
die Tangenten der Tissot’schen Hauptkurven. Entsprechen aber die 
Minimalkurven von F’ denen von F, so fallen die Doppelelemente 
beider Involutionen zusammen; man hat die konforme Abbildung. Bei 
der reellen Abbildung reeller Flächen sind keine anderen Fälle mög- 
lich; bei imaginärer Beziehung können aber die beiden Involutionen 
bei P’ auch in einem Doppelelement koinzidieren: das gemeinsame 
Örthogonalsystem reduziert sich dann auf dieses ausgeartete, auf sich 
selbst senkrechte System der Minimalkurven !P). 

Der Bedeutung der Differentialgleichung der Nullkurven auf F 
und F’ 

Edu? + 2Fdudv + GdW = 0 


Eduw +2Fdudv + GdwW — 0 


zufolge verallgemeinert Stäckel!') Lie’s Betrachtung durch die An- 
nahme von zwei beliebigen Gleichungen: 


a) Adu” +2Bdudvd + ld” = 0 
A,dW +2Bdudv + (0 da” —=0. 


Jede derselben bestimmt, falls die Disceriminanten der Formen (1) 
nicht verschwinden, ein Tangentenpaar von F und F’. Entsprechen 
nun bei der Abbildung diese Paare sich nicht, so existiert für die- 
selbe ein, durch die Jacob’’sche Determinante der Formen bestimmtes, 
gemeinsames harmonisches Tangentenpaar, welches bei reellen Flächen 
und reeller Beziehung sicher reell ist, wenn nur eine der Formen definit 
ist (IIID3, Nr.8). Wenn aber beide Tangenten eines Paares den beiden 
andern entsprechen (A:B: 0 = 4':.B’:C”), so sind unendlich viele 
solcher Paare vorhanden; endlich ist auch noch der ZLie’sche Fall 
möglich, dass nur eine Tangente des einen Paares einer des andern 
entspricht (die Gleichungen (1) haben einen gemeinsamen Faktor, 
dessen Quadrat die Jacobi’ssche Form ist). Bedeuten daher jetzt 
L, M, N; L’, M’, N’ die Fundamentalgrössen zweiter Ordnung von F 
und F’ (II D1,2, Nr.34), also die Gleichungen (1) die Haupttangenten- 





10) Einige Autoren bezeichnen diese Beziehung als halbkonforme Abbildung. 
.11) P. Stäckel, Über Abbildungen, Math. Ann. 44 (1894), p. 556. 
Encyklop. d. math. Wissensch. III 3, 24 
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kurven (IIID1,2, Nr.35; IIID3, Nr.1) der Flächen, so folgt der Satz 
von K. Peterson”), dass „im allgemeinen“ bei jeder reellen Abbildung 
ein einziges gemeinsames, nach Dupin konjugiertes System konjugierter 
Kurven'®) (II D 1, 2, Nr. 37; II D 5, Nr.3, 37) vorhanden ist, falls 
nicht beide Haupttangenten sich gegenseitig entsprechen '*). Im letztern 
Falle heisst die Abbildung nach Stäckel konjunktiv; jedem konjugierten 
Systeme von F entspricht ein solches von F’.®) 
Ist der Modulus m der konformen Beziehung 


(2) Edu? +2Fdudv + Gdv? —= m? (Edu? + 2F’dudv + G’dv) 


konstant, so hat man eine ähnliche Abbildung; für m=1 entsteht die 
direkt oder invers kongruente Zuordnung. Nach Gauss bezeichnet 
man den Fall m = 1 als eine Abwickelung*) (explicatio, application, 
applicazione). Allerdings lassen sich dann die Punkte von F' so auf 
F’ beziehen, dass die Winkel und Längengrössen der Figuren dabei 
erhalten bleiben. Von einer Abwickelung aber lässt sich streng ge- 
nommen nur dann reden, wenn eine stetige Biegungsdeformation, wie 
z. B. bei den „abwickelbaren“ Flächen (Nr. 21) (Developpabelen, surfaces 
döveloppables, superficie sviluppabile), Rotationsflächen (Nr. 23), Regel- 
(Nr.22) und Minimalflächen (Nr. 27) ete. bekannt ist, durch den jene 
Ausbreitung realisiert wird"). Da die Lehre von den „auf einander 


12) K. Peterson, p. 37. Dies System heisst dort die Basis der Abbildung; 
später bei A. Ribaucour, Paris, ©. R. 103 (1891), p. 324; vgl. Darboux, Legons 4, 
p. 120; verallgemeinert bei A. Petot, Sur les syst&mes conjuguees et les couples 
de surfaces applicables, Paris, C. R. 115 (1892), p. 1250. Vgl. auch Nr. 25. 

13) Oh. Dupin, Developpements de geometrie, Paris 1813, p..44, 91. 

14) Der Ausnahmefall ist hier nicht berücksichtigt, vgl. Scheffers 2, p. 286. 
Das System ist sicher reell, wenn eine der Flächen positiv gekrümmt ist. 

15) P. Stäckel, Math. Ann. 34 (1889), p. 538; Peterson, p. 40, nennt die Be- 
ziehung L:M: N=L:M’: N’ Konjunktion. Zwei konform und konjunktiv 
auf einander bezogene Flächen sind nach Stäckel im allgemeinen ähnlich, falls 
sie nicht einer bestimmten Klasse von Flächen angehören (Stäckel, Math. Ann. 
44 (1896), p. 560; Leipz. Ber. 48 (1896), p. 489. Zu derselben gehören ausser 
der Kugel und den Minimalflächen (IID5, Nr.19#f.) noch gewisse C-Flächen, 
so z. B. diejenigen, die durch ihre Haupttangentenkurven in Rhomben mit kon- 
stantem von m/2 verschiedenem Winkel geteilt werden (IIID5, Nr. 38); es sind 
dies nach Stäckel (Leipz. Ber. 50 (1898), p. 10) Rotationsflächen, die 00° konform 
konjunktive Abbildungen in sich gestatten (Leipz. Ber. 48, p. 497). 

16) Das Wort „explicare“ in dieser Bedeutung schon bei L. Euler, de soli- 
dis, quorum superficiem in planum ezxplicare licet, Petrop. Nov. Comm. 16 
(1772), p. 3. 

17) Schon Peterson (p. 42) spricht nicht von einer Abwickelung oder Biegung 
der Flächen, sondern definiert Biegung als Zuordnung mit Erhaltung der Längen- 
elemente. Angemessener ist es vielleicht, diesen Ausdruck auf die von Biegungs- 
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abwickelbaren Flächen“ zunächst sich mit dieser Frage nicht beschäftigt, 
soll der Fall m = 1 als Isometrie der beiden Flächen, und zwei „auf 
einander abwickelbare“ Flächen (surfaces applicables) als zu einander 
isometrische, kurz als isometrische Flächen‘®) bezeichnet, der Fall einer 
kontinuierlichen von Biegungsparametern abhängigen isometrischen De- 
formation aber Biegung genannt werden. — Übrigens lässt sich jede 
Fläche auf jeder zu ihr isometrischen durch „rollende“ Bewegung „ab- 
wälzen“, d. h. durch ein gleichsam typographisches Verfahren auf die- 
selbe „übertragen“, 
Alle Flächen mit demselben 


ds? —= Edu? + 2Fdudv + Gdv? 


bilden eine vollständige Gruppe (nach Weingarten Klasse) isometrischer 
Flächen (Nr.31). Das wesentlich durch Gauss’ Disquisitiones angeregte 
Problem der „biegsamen unausdehnsamen Flächen“ ist allerdings schon 
früher auf dem Boden der Mechanil; erwachsen '?). Eine rein geo- 
metrische Basis erhält die Isometrie aber erst durch den Gauss’schen 
Begriff®®) der nur von den E, F,G@ abhängigen inneren?®®) (intrin- 
sequen) Eigenschaften der Flächen. Ihnen stehen die üusseren (ex- 
trinsequen), d. h. bis auf die absolute Lage im Raume bestimmten 
gegenüber, welche nach Bonnet’s Satz?) über die durch die Funda- 
mentalgrössen erster und zweiter Ordnung vermittelte bis auf Kon- 
gruenz und Symmetrie eindeutige Bestimmung einer Fläche (IIED'E.2; 
Nr. 34) in den Fundamentalgrössen zweiter Ordnung L, M, N ihren 
Ausdruck finden. 

Die konforme Beziehung kann man übrigens durch die Forderung 


8) Adu® +2Bdudv + Cdv? = Adw? + 2 B’du dv’ + (’dv’? 
verallgemeinern, in der A, B,C irgend welche aus den uv; EFMG; 


parametern stetig abhängenden Zuordnungen zu beschränken; ähnlich auch neuer- 
dings Bianchi, p. 180; Scheffers 2, p. 274. 

18) So A. Voss, Münch. Ber. 1892, p. 247; Math. Ann. 46 (1896), p. 97. 
A. Pellet (Paris, C. R. 124 (1897), p. 1337) nennt isometrische Flächen allerdings 
solche, deren Krümmungslinien ein „isometrisches“ (dasselbe ist eine Verallge- 
meinerung des isothermen (IIID 3, Nr. 19)) System bilden. 

19) P. Stäckel, Bemerkungen zur Geschichte der geodätischen Linien, Leipz. 
Ber. 45 (1893), p. 455. 

20) Gauss, Disquisitiones art. 13. 

20*) Es handelt sich übrigens hier nur um die „inneren‘‘ Eigenschaften in 
Rücksicht auf die Isometrie, nicht um solche im Sinne der Analysis situs (III A 4); 
vgl. F. Klein, Über den Zusammenhang der Flächen, Math. Ann. 8 (1876), p. 478; 
W. Dyck, Beiträge zur Analysis situs, Math. Ann. 32 (1888), p. 474. 

20°) Nach Stäckel (Biblioth. math. (3) 2, p. 124) findet sich dieser wichtige 
Satz schon 1853 in einer nicht veröffentlichten Arbeit von K. Peterson. 

24* 
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L, M, N und deren Derivierten gebildete Formen, insbesondere Diffe- 
rentialinvarianten (II A 6, Nr.13) einer bestimmten Gruppe von Trans- 
formationen, A’, 5’, C’ die entsprechend gebildeten für F’ sind. Von 
diesen allgemeinen Abbildungen sind ausser den oben erwähnten kon- 
junktiven und den äquivalenten oder flächentreuen (Nr. 6): 
Tdaudv=kTdudv, 
bisher erst wenige untersucht; selbstverständlich lassen sich diese 
Fragen auf beliebige höhere Differentialformen (IB 2, Nr. 22, Anm. 347), 
insbesondere auch auf das Entsprechen einfacher oder mehrfacher 
Scharen von durch Differentialgleichungen definierten Kurvensystemen 
(so z. B. die geodätischen Abbildungen Nr. 9) erweitern. Andere Ab- 
bildungsprinzipe werden dadurch gewonnen, dass man die Normalen, 
Tangenten ete. von Kurvensystemen auf F und F’ einander zuordnet. 
Eine besonders fruchtbare Quelle für dieselben liegt aber in der durch 
A. Ribaucour 1870 begonnenen, namentlich von (©. Gwichard, E. Cosserat 
und L. Bianchi fortgesetzten Betrachtung der Strahlensysteme, welche 
von den Verbindungslinien der Punkte P, P’ gebildet werden, und 
deren Beziehungen zu den Flächen F, F’ (Nr.13; IIID5, Nr. 30). 
Es sollen im folgenden zuerst die Hauptprobleme der Abbildung, 
dann die der Isometrie dargelegt werden. Bei manchen derselben hat 
man übrigens zwei Probleme, A und B, zu unterscheiden. _A besteht 
in der Bestimmung solcher (analytischer) Funktionen der Koordinaten, 
durch welche die vorgeschriebene Zuordnung bewirkt wird. Enthält 
die allgemeine Lösung von A willkürliche Funktionen, so besteht das 
Problem B in der Zuordnung berandeter Flächenstücke F und F’, 
wobei noch Ausnahmestellen im Innern oder auf dem Rande, oder auch 
für den letzteren weitergehende Randbedingungen vorgeschrieben sein 
können. .B ist naturgemäss funktionentheoretischer Art (IIB1, Nr. 5) 
und kann hier nur in seinem unmittelbaren Zusammenhang mit der 
Infinitesimalgeometrie kurz erwähnt werden. e 


B. Die Abbildung der Flächen. 


3. Die konforme Abbildung (III D 3, Nr. 19). Man bezeichnet 
die konforme?‘) Abbildung E: F:@G = E’: F’:@', welche in der Pro- 
portionalität der korrespondierenden Längenelemente ds = mds’ und 
der daraus vermöge der Formel für den Cosinus des Neigungswinkels 
zweier Richtungen d, ö 





21) Bezeichnung von Gauss in den Untersuchungen über Gegenstände d. 
höheren Geodäsie, Gött. Abh. 1844 = Werke 4, p. 262, auch Gött. gel. Anz. 1843 
== Werke 4, p. 348, 
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dsös c0s0 = Edudu + F(dudv + dv du) + Gdvdv 


folgenden Erhaltung der Winkel®) zwischen ds, ös besteht, auch als 
winkeltreue??) oder in den kleinsten Teilen ähnliche *), geographische *) 
oder graphische®), isogonale®) (isogonische), autogonale?”), ortho- 
morphische (orthomorphie projection) 22), etc. 

Da zwei auf ein und dieselbe dritte konform bezogene Flächen 
auch zu einander konform sind, kommt das Problem für zwei belie- 
bige Flächen auf das der konformen Abbildung einer Fläche auf die 
Ebene zurück”). 

Aber auch hier genügt die Kenntnis einer einzigen Abbildung in 
Verbindung mit allen konformen Abbildungen der Ebene auf eine 
andere Ebene. Nach Gauss®®) und Jacobi!) zerfällt die Aufgabe, 
alle konformen Abbildungen einer Fläche auf die Ebene zu finden, 
in die zwei folgenden. Da nämlich jedes Isothermensystem (III D 3, 
Nr.19) bei der konformen Abbildung isotherm bleibt, so hat man 
zunächst irgend eine Transformation zu bestimmen, welche 


Edu? + 2Fdudv + Gav? = 1,:(du? + dv,’) = A?da, dß, 


bewirkt, wobei unter «,,v, rechtwinklige Koordinaten der Ebene ver- 
standen werden, d.h. irgend einen der beiden komplex konjugierten inte- 
grierenden Faktoren x, x, ‚ der beiden Differentialausdrücke (HI D3,Nr.19) 


22) So A. Breusing (zweiter deutscher Geographentag, Halle 1882). 

23) Gauss, Werke 4, p. 194. 

24) Trace geographique, so J. Liouville, p- 601 Note V in den Applications 
von Monge; so namentlich die italienischen Mathematiker, wohl mit Darboux, 
Lecons 1, p. 153 zur Unterscheidung von dem funktionentheoretischen Problem 
der representation conforme (IIB1, Nrr. 5, 18). 

25) Peterson, p. 41. 

26) F'. Siebeck, J. f. Math. 54 (1858), p. 221. 

27) Tissot, p. 75. 

28) A. Cayley, J. f. Math. 107 (1892), p. 262 und manche englische Mathe- 
matiker. 

29) Diese Reduktion findet bei allen ähnlichen Fragen, z.B. der äquivalenten 
Abbildung etc. statt. 

30) Gauss, Werke 4, p. 196; 8, p. 370. Wahrscheinlich hat Gauss die all- 
gemeine Aufgabe der konformen Abbildung schon vor 1816 gestellt. Auch hier 
zeigt sich, wie Gauss in charakteristischer Weise (ebenso wie d’Alembert, La- 
grange, Laplace) seine allgemeinen Untersuchungen an Fragen anknüpfte, die 
eine unmittelbare praktische Verwendung gestatten. 

31) ©. @. J. Jacobi, Berl. Monatsber. 1849 — Werke 2, p. 62; J. f. Math. 
59 (1861), p. 74 = Werke 2, p. 401. Die Einführung der komplexen Grössen 
indes schon bei Lagrange, Berlin, Nouveaux mem. 1779 — Oeuvres compl. 4, 
p. 643. 
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F+:iT 
FRE (VBau ee VE dv) 
— F—«iT 
dB, — (VBau ir 72 do) 
zu suchen, sodann aber alle Lösungen der Gleichungen: 
4,’(du,? + dv’) = A,’da,dP, = A?dazdß, — A(duz? + dv,?) 
zu bestimmen. Dies geschieht durch die Gleichungen): 
%=F(a,), R=F(); 
in denen man rechter Hand auch « und ß noch vertauschen kann. 
Die allgemeine Lösung wird daher gegeben durch: 


(1) | „+w,—=Faw+ in), 


U, — 1% = Fu — iv), 








wobei F und F, willkürliche Funktionen ihrer komplexen Argumente 
sind, übrigens rechtsstehend © durch — i ersetzt werden darf. Für 
den Fall reeller Transformation müssen dann F und F\ komplex kon- 
jugierte Funktionen ihres Argumentes sein. Der Multiplikator 


1 
Mi nel Fon 
genügt dabei der Beltrami’schen Differentialgleichung”) (IIID 3, Nr.19): 
A, (log A)= —k, 


wobei unter k das Krümmungsmass der Fläche verstanden wird. 
Nimmt man in (1) F und F, als komplex konjugierte Funk- 
tionen, so wird: 
= RP + in), ®*) 
y = — RiFlu + iv), 


und jede dieser Funktionen genügt der partiellen Differentialgleichung: 
0° 0. 
nezetzan—. 


Nach Beltrami ergeben sich alle konformen Abbildungen auf die Ebene 
mit den rechtwinkligen Koordinaten u,,v, vermöge der partiellen 
Differentialgleichung: 


t 
x 


32) So J. Liowville, J. de math. 11 (1846), p. 362, auch Note II der Appli- 
cations von Monge, p. 573; vgl. auch Darboux, Legons 1, p.148. Das im Texte 
gewählte Zeichen entspricht der direkten Ähnlichkeit. 

33) E. Beltrami, Giorn. di mat. 2 (1864); Math. Ann. 1 (1869), p. 579; vgl. 
J. Knoblauch, Flächentheorie, p. 175; R. Lipschitz, Bull. sci. math. (2) 16 (1892), 
p. 207. Über die Beziehung zwischen den Krümmungsmassen konform aufeinander 
abgebildeter Flächen vgl. @. Souslow, Paris, C. R. 126 (1898), p. 30. 

33*) A bedeutet den reellen Bestandteil des betreffenden Ausdruckes. 
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ou, ou, OR ou, 
(RB) ee) 
du % et: ov y 22: 


Denn in der That wird für jede reelle Lösung derselben, falls 











Pan -ri) 

”- (rn), 
ee ee 
Ki u: Ti BER 


gesetzt wird, 
Edu? + 2Fdudv + Gdv? = 1,:(du? + Ru de) 


4. Besondere konforme Abbildungen. Die konforme Eigenschaft 
der stereographischen Abbildung der Kugel ») und der Merkator’schen 
Projektion®®) ist seit langer Zeit bekannt (VI 4). 

Lambert ?®) leitete zuerst diese und andere konforme Abbildungen 
aus der Forderung der Erhaltung der Winkel, d. h. der Ähnlichkeit 
in den kleinsten Teilen her. Lagrange?”) gab die allgemeine kon- 
forme Abbildung der Rotationsflächen. Aber erst bei Gauss findet 
sich die bei Zagrange?'®) nur angedeutete konforme Abbildung belie- 
biger Flächen, verbunden mit der Erkenntnis, dass das Problem nur 
von der Proportionalität der Fundamentalgrössen erster Ordnung ab- 
hängt. 

Das schon von Lagrange gelöste Problem der konformen Trans- 
formationen der Ebene, bei denen Kreise in Kreise übergehen ®), löst 


33») Vgl. z. B. Bianchi, p. 69. 

34) Die Erhaltung der Kreise bei der stereographischen Projektion der 
Kugel (diese Bezeichnung zuerst bei Fr. Aguillon, opticorum libri 6, Antwerpen 
1613) kannte schon Hipparch,; die daraus folgende Erhaltung der Winkel scheint 
(mach Lagrange, Oeuvres compl. 4, p. 639) später wieder in Vergessenheit ge- 
raten zu sein. 

35) @. Kremer, 1512—1594 (genannt Merkator, der deutsche Geograph, 
A. Breusing, Duisburg 1869), vollendete 1569 die erste nach seiner Methode 
entworfene Weltkarte. 

36) J. H. Lambert, Beiträge zum Gebrauch der Mathematik und deren An- 
wendungen, Berlin 3 (1772), p. 185—199; Ostwald’s Klassiker Nr. 54. 

37) J. L. Lagrange, Oeuvres compl. 4, p. 637; second m&m. daselbst p. 665. 
Lagrange zeigt, dass die Aufgabe völlig bestimmt ist, wenn das Bild eines Me- 
ridians punktweise vorgeschriebene Gestalt in der Ebene haben soll (Erste 
Lösung eines Problems B), p. 647. 

37°) Lagrange, Oeuvr. compl. 4, p. 665. 

38) Vgl. Darboux, Lecons 1, p. 167. 
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Lie??) auf synthetischem Wege, davon ausgehend, dass Translationen 
T, Ähnlichkeitstransformationen (Rotationen) A und Transformationen 
durch reziproke Radien R konforme Transformationen sind, welche 
Kreise in Kreise überführen. Eine jede konforme“®) Transformation 


C der Ebene, welche Kreise in Kreise verwandelt, kann symbolisch 
durch 
O= RART 


ausgedrückt werden. Hiernach giebt es o0® konforme Transformationen 
dieser Art, deren analytischer Ausdruck nach Lagrange 


PER Ba} 
cs +d 





mit drei komplexen Konstanten ist. 

Von der Mühll*') hat Lagrange's Untersuchungen in der Art weiter 
geführt, dass auch Abbildungen betrachtet werden, bei denen parallele 
Geraden in Kegelschnitte übergehen. Die von Gauss nur besprochene 
Abbildung der Mittelpunktsflächen zweiten Grades erledigte Jacobi?) 
durch die Einführung der elliptischen Koordinaten; das bei Jacobi 
nicht behandelte Paraboloid ist von Hoppe*”) hinzugefügt (III C 4). 

Die konforme Abbildung von Ebenen auf Ebenen, grösstenteils 
unter Beschränkung auf Problem A vermöge der Beziehung zwischen 
den komplexen Variabeln z, 2’ der beiden Ebenen sind nach Siebeck’s 
Vorgange*‘) ausführlich durch Holzmüller“) dargelegt worden. 

In Betreff des Problems B der konformen Abbildung sei hier 


39) Lie-Scheffers 1, p. 6 und 415. Vgl. die historischen Bemerkungen da- 
selbst, p. 423 über das Prinzip der reziproken Radien (III C 7) und dessen Ver- 
wendung für geometrische Zwecke seit @. Bellavitis (1836). 

40) Nach Lie (Lie-Scheffers 1, p. 416) ist übrigens jede Punkttransformation 
der Ebene, welche Kreise in Kreise verwandelt, auch konform, vgl. auch p. 422. 

41) K. v. d. Mühll, Über Abbildung von Ebenen auf Ebenen, J. f. Math. 
69 (1868), p. 264. Konforme Abbildungen, bei denen Kurven einer gegebenen 
Schar in Kurven mit konstanter Längenvergrösserung übergehen, bestimmt 
P. Pizzetti, Roma Lincei Rend. (4) 1, p. 599 u. 628. 

42) O0. @. J. Jacobi, Berl. Monatsber. 1839, p. 64; J. f. Math. 19 (1839); 
p. 311; vgl. die vor der Veröffentlichung von Jacobi’s Arbeit, J. f. Math. 59 (1861) 
p. 74, entstandene Preisschrift von E. Schering, Über die konforme Abbildung 
des Ellipsoids auf der Ebene, Göttingen 1858. 

43) R. Hoppe, Math. Ann. 2 (1869), p. 504. 

44) F. H. Siebeck, J. f. Math. 55 (1858), p. 221; 57 (1860), p. 359; 59, 
(1861), p. 173. 

45) @. Holzmüller, Einführung in die Theorie der isogonalen Verwandt- 
schaften und der konformen Abbildungen, Leipzig 1892; daselbst auch reich- 
haltige Litteratur; über letztere vgl. auch H. Amstein, Diss. Zürich 1872. 
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nur Riemann’s*®) grundlegender Satz erwähnt: Jedes ebene einfach 
zusammenhängende Flächenstück F kann nur auf eine Art konform 
so auf eine Kreisfläche K abgebildet werden, dass ein Punkt im 
Innern von F dem Mittelpunkt von X und ein Randpunkt von F' 
einem Randpunkt von K entsprechen soll; hinsichtlich der weiteren 
funktionentheoretischen Untersuchungen ist auf IIB1, Nr.5, p. 19—23 
zu verweisen. 


5. Vorteilhafteste konforme Abbildung. Schon Gausst”) stellte 
sich 1843 die Frage nach möglichst vorteilhaften konformen Abbil- 
dungen. Er definiert sie für die Abbildung der Kugel resp. des 
Sphäroids auf die Ebene dadurch, dass der Ähnlichkeitsmodul m für 
die gegebene Breite A, gleich Eins, für benachbarte A aber zu (A — A,)? 
proportional werden soll, und hat die betreffenden Formeln völlig 
ausgeführt. 

H. Weber“?) definiert als Fehler des Ortes auf der ebenen Fläche 
bei der Abbildung eines beliebigen Flächenstücks den Quotienten 


log (1) 


beim Fortschreiten auf irgend einer vom Punkte O ausgehenden Kurve 
und gelangt so zu dem Begriffe des Gesamtfehlerss F vermöge der 


Gleichung: Füe De ei. 


46) B. Riemann, Diss. Göttingen 1851 — Werke (1876), p.40. Erste Durch- 
führung für die Abbildung des Quadrats und Dreiecks, der Ellipse etc. auf den 
Kreis bei H. A. Schwarz, 1864; Über einige Abbildungsaufgaben, J. f. Math. 70 
(1869), p. 105 = Ges. Abh. 2, p. 65; des allgemeinen Polygons bei E. B. Ohri- 
stoffel, sul problema delle temperature stazionarie e la rappresentazione di una 
data superficie, Ann. di mat. (2) 1 (1867), p. 89; vgl. Darboux, Lecons 1, p. 176; 
von durch Kreisbogen begrenzten Polygonen bei Schwarz, J. f. Math. 70, p. 115, 
von durch algebraische Kurven begrenzten Flächenstücken durch F. Lindemann, 
Münch. Ber. 1894, p. 403; insbesondere für von Bogen konfokaler Kegelschnitte be- 
grenzte Polygone, derselbe, Münch. Ber. 1895, p.219; 1896, p.401; endlich A. G@öttler, 
konforme Abbildung eines von konzentrischen gleichseitigen Kegelschnitten oder 
gewissen Kurven n‘* Ordnung begrenzten Flächenstückes, Diss. München 1897; 
N.Perry, Das Problem der konformen Abbildung für eine spezielle Kurve von 
der Ordnung 3n, Diss. München 1901; sodann Münch. Ber. 1902, p. 43. 

47) Gauss, Gött. Abh. 1844 — Werke 4, p. 261; vgl. indess Werke 4, 
p- 209. Bei Lagrange, Oeuvres compl. 4, p. 637 werden diese Fragen nur ganz 
allgemein berührt. Vgl. auch P. Tschebyschef‘, Oeuvres 1, p. 233 f. (1856); A. A. 
Markoff, Über die günstigste Abbildung eines Teils einer Rotationsoberfläche 
auf die Ebene, Petersb. Bull. 52 (1895), p. 77; Referat von M. Sintzow in den 
Fortschritten der Math. 26, p. 772, Berlin 1898. 

48) H. Weber, Über ein Prinzip der Abbildung der Teile der Erdoberfläche, 
J. f. Math. 67 (1867), p. 229. 
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wo do das Flächenelement bedeutet; die Abbildung ist eindeutig be- 
stimmt, wenn F' ein Minimum werden soll und die Bilder zweier 
Orte gegeben sind, aber die Lösung dieses Problems hängt von der 
einer linearen partiellen Differentialgleichung 4. Ordnung ab. 

Eisenlohr*”) definiert als Fehler an einer Stelle den Maximal- 
betrag der geodätischen Krümmung (II D 3, Nr.12) der Abbildung 
der geodätischen Linien der Fläche; das ähnlich wie bei Weber kon- 
struierte Fehlerintegral führt auf ein einfacheres Minimumproblem, 
dessen unmittelbare Verwendung für praktische Fragen bisher nicht 
völlig durchgeführt ist. 


6. Konforme Abbildungen bei mehr Dimensionen. Die kon- 
formen Punkttransformationen des euklidischen Raumes von n Dimen- 
sionen werden allgemein durch die Gleichung 


Dar =oDaX,, ee ey 
ausgedrückt. Liowwille®) bewies zuerst analytisch den wichtigen Satz, 
(vgl. IID 1,2, Nr.24) dass für n— 3 alle konformen Transformationen 
in der Ähnlichkeit (Spiegelung) und der Abbildung durch reziproke 
Radii vectores bestehen. Synthetische Untersuchungen über diesen 
Satz sind erst später entstanden°"). 
Lie5?) bestimmte schon 1871 nach synthetischen Gesichtspunkten 


49) A. Eisenlohr, J. f. Math. 72 (1876), p. 143; vgl. auch Ztschr. d. Gesellsch. 
f. Erdkunde, Berlin 10, p. 305 und E. B. Ohristoffel, Über die Bestimmung der 
Gestalt einer krummen Fläche durch lokale Messungen auf derselben, J. f. Math. 
64 (1864), p. 193. 

50) Liowville, J. de math. 12 (1847), p. 265, dann Note VI der Applications 
von Monge, Extension au cas des trois dimensions de la question du trac& geo- 
graphique, ib. p. 609. Analytische Beweise für die bereits von Liouvdlle ver- 
mutete Ausdehnung des Satzes auf n Variabele bei R. Beez, Ztschr. Math. 
Physik 20 (1875), p. 252 und Darboux, Ann. ec. norm. (2) 7 (1878), p. 282. 

51) Die synthetischen Beweise für n— 3 von L. Bianchi Giorn. di mat. 
17 (1879), p. 40, und A. Capelli, Sulla limitata possibilitä di trasformazioni con- 
formi nello spazio, Ann. di mat. (2) 1 (1885), p. 227, der wie Lie (Nr. 4) schon die 
allgemeine Transformation aus spezielleren zusammensetzt, beruhen zum Teil 
noch auf beschränkenden Voraussetzungen; vgl. auch E. Goursat, sur les sub- 
stitutions regulieres de l’espace, Ann. &c. Norm. (3) 6 (1889), p- 1. Bei A. Gia- 
comini (Giorn. di mat. (2) 4 (1897)), p. 125 wird der Satz auf das Dupin’sche Theo- 
rem (III D 6b) zurückgeführt. 

52) Lie, Gött. Nachrichten 1871, p. 191 u. 535. Vgl. F. Klein, Einleitung 
in die höhere Geometrie, autograph. Vorlesungen, Göttingen 1892/93, p. 378 ff. ; 
desgl. Darboux’s Darstellung, sur les transformations conformes de l’espace ä 
trois dimensions, Archiv Math. Phys. (3) 1 (1901), p. 34. Auf die allgemeine in- 
variantentheoretische Behandlung (IB 2, Nr.22) der Transformation der Differen- 
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alle konformen Punkttransformationen der n-fachen Mannigfaltigkeit. 
Eine vollständige synthetische Ausführung für »—3 findet sich in 
seiner Geometrie der Berührungstransformationen p. 419; man ver- 
gleiche die in Nr. 4 gegebene symbolische Formel C= RART, welche 
den Liouville'schen Satz für n—=53 enthält. 

Es sei hier überhaupt auf die Bedeutung der Berührungstrans- 
formationen für ähnliche Probleme der Geometrie, wie z. B. das der 
Krümmungslinien in Haupttangentenkurven, etc. verwiesen°®) (IIID 8). 


%. Äquivalente oder flächentreue Abbildungen. Zwei Flächen 
sind äquivalent oder flächentreu°*) auf einander abgebildet, wenn die 
Inhalte korrespondirender Flächenstücke in konstantem Verhältnisse 
stehen (dasselbe kann übrigens ohne Beschränkung [durch Ähnlich- 
lichkeitstransformation] gleich Eins angenommen werden); d. h. wenn 
die Parameter «, vo’ der Fläche F’ solche Funktionen der Parameter 
u,v sind, dass die Gleichung 


ou ov ew ovV T 


—— > 


u o% u T 








erfüllt ist??). 

Das Problem kommt auch hier auf das der Abbildung einer 
Fläche auf die Ebene zurück. Man hat daher erstens die recht- 
winkligen Koordinaten x, y der Ebene so von den Parametern u, v 


der Fläche abhängig zu machen, dass 


0x 0y 0x 0y 
(1) Du de au T 
wird, und zweitens alle äquivalenten Abbildungen der Ebene z,y auf 
eine zweite mit den rechtwinkligen Koordinaten «,v vermöge der 
Gleichung: 


‘ tialausdrücke nach E. B. Christoffel (J. f. Math. 70 (1869), p. 46) wird die Frage 


von E.Cotton, Paris, C. R. 125 (1896), p. 225 u. 127 (1898), p. 349 zurückgeführt. 

53) Vgl. namentlich die Darstellung bei Darboux, Lecons 2, p. 219, 314 ff; 
4, p. 172 ff.; Lie-Scheffers, p. 649 ff. 

54) Dans von A. Breusing und E. Hammer; representation autha- 
lique bei Tissot, p. 75, isomer bei Lambert 1772. M. Fiorini, le projezioni delle 
carte geografiche, Bologna 1881; le projezioni quantitative ed equivalenti nella 
cartografia, Rom 1887 unterscheidet noch die quantitativen Abbildungen von 
den äquivalenten, bei denen der Modul gleich Eins ist. 

55) Lambert behandelt bereits mehrere flächentreue Abbildungen, Beiträge 
(Fussn. 64), p. 181. Neuere Arbeiten von Fr. Schellhammer, Zeitschr. Math. 
Physik 23 (1878), p. 68; A. Korkine, sur les cartes g6ographiques, Math. Ann. 
35 (1889), p. 588; vgl. das Referat von F.. August, Fortschritte d. Math. 22, p. 830; 
E. Holländer, Diss. Halle 1891, auch Programm Gymn. Mühlheim a. Ruhr, 
Nr. 447 (1891). 
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2) Du um! 

zu suchen. Während nun die Gleichung (1) naturgemäss auf grössere 
Schwierigkeiten führt (in einfacher Weise gelingt die Lösung z. B. 
für diejenigen Flächen, bei denen 7 von der Form U:YV ist?6), lässt 
sich die Gleichung (2) nach Grave?”) vollständig durch die nach x 
und % aufzulösenden Relationen 


aa, 
m year, 
in denen 2 irgend eine Funktion von u,x bedeutet, für die 
Bir 
ou0x 


nicht Null ist, resp. in dem hierdurch nicht berücksichtigten Aus- 
nahmefall, wo den Geraden & = const. die Geraden z = const. ent- 
sprechen, durch 

<= p(u) 


y-v:? 4%) 


lösen, wobei 9, y willkürliche Funktionen von u sind. 

Andere hierher gehörige Probleme entstehen durch die Verbin- 
dung mit dem Tissofschen Satze (Nr.2). Man kann z.B. verlangen, dass 
dem System der Tisso’schen Hauptkurven der einen Ebene (Nr. 2) 
ein orthogonales System von vorgeschriebenem Charakter entspreche. 
Ist das letztere insbesondere von den Parallelen zu den Axen eines 
rechtwinkligen Systemes x,y gebildet, so hat man das System der 
beiden Gleichungen: 


Dud au! 
0802 , dyoy__ 
IT De | 


d. h. Tissot’s Problem der rektangulären Abbildung. Zur Bestimmung 
von y ergiebt sich, wenn die Differentialquotienten nach u,v durch 
P,4,r,5,t bezeichnet werden, durch Elimination von & die Gleichung: 


e— Nr —H)+4pgs=0, 
die durch Berührungstransformation auf die Zaplace’sche Gleichung?) 





56) E. Holländer, Diss., p. 6 (Fussn. 55). 

57) D. A. Grave, sur la construction des cartes g6ographiques, J. de Math. 
(5) 1 (1896), p. 317; vgl. auch Scheffers 1, p. 123. Siehe indes die Notiz bei 
Gauss, Werke 8, p. 373. 

58) P. @. Laplace, Paris Hist., annde 1773, p. 341. 
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0°2 

IT Bl 
reduziert wird°®). In ganz allgemeiner Weise giebt Darboux®) mit 
Hilfe der Differentialparameter die partielle Differentialgleichung, ver- 
möge der eine gegebene Fläche in der soeben bezeichneten Weise 
äquivalent auf die Ebene abgebildet wird. 

In Analogie zu den Untersuchungen Lagrange's bestimmt Grave ®") 
alle äquivalenten Abbildungen, bei denen ein rechtwinkliges Parallel- 
koordinatensystem der Ebene in Systeme von Kreisen (Geraden) 
übergeht. 

Untersuchungen über flächentreue Abbildungen bei vorgeschriebener 
Begrenzung (Problem B) finden sich bereits bei Schellhammer®?) (Ab- 
bildung des Polygons auf ein Dreieck, schliesslich auch beliebiger 
Konturen auf den Kreis). 

Flächentreue Abbildungen im Raume haben nur einen sehr be- 
schränkten Charakter; sie reduzieren sich auf die Ähnlichkeit#®), 


8. Die Kartenkonstruktionen. Die Konstruktion geographischer 
Karten auf Grund der in den Nr. 3—7 besprochenen Abbildungsarten 
kann hier nur im allgemeinen behandelt werden ®) (VI 4). 


59) Holländer, Diss. p. 14; zu derselben Gleichung gelangt auch A. Korkine 
(Fussn. 55). Über die Lösung der Laplace’schen Gleichung vgl. $. D. Poisson, 
Theorie de la chaleur, 1835, p. 146; desgl. J. &c. polyt. cah. 19 (1823), p. 215, 
sowie die umfassende Darstellung bei Darboux, Legons 2, p. 23 ff. (II A 5, Nr.58). 

60) Darboux, Legons 3, p. 206. Der spezielle Fall der Abbildung der 
Kugel in seiner Beziehung zu den Flächen konstanter Krümmung ist von 
L. Bianchi, sopra una classe di rappresentazioni equivalenti della sfera sul 
piano, Roma Lincei Rend. (4) 6 (1890), p. 226 durchgeführt. 

61) D. A. Grave, J. de math. (5) 1 (1896), p. 317; es ergeben sich dabei elf, 
im wesentlichen sechs verschiedene Typen (p. 359). 

62) Schellhammer, a. a. O. (Fussn. 55), p. 81. 

63) A. Razzaboni, Sulle rappresentazioni dello spazio sopra se stesso che 
conservano le aree delle superficie correspondenti, Bologna Rend. 1889/90, p. 21; 
über Flächen, die mit parallelen Tangentenebenen flächentreu aufeinander be- 
zogen sind, siehe C. Guwichard, Par. C. R. 136 (1903), p. 151. 

64) Die Theorie der Abbildung und Abwickelung der Flächen hat sich 
überhaupt aus dem geographischen Problem entwickelt und hat auch bis in die 
neueste Zeit immer wieder an dasselbe angeknüpft. Zur Litteratur vergleiche 
man: J. H. Lambert, Beyträge zum Gebrauche der Mathematik, 3, Berlin 
1772; Lagrange, sur la construction des cartes geographiques, Oeuvres compl. 4; 
A. Tissot, M&moire sur la representation des surfaces, Paris 1881, deutsche 
Bearbeitung von E. Hammer, Stuttgart 1887; A. Germain, traite des cartes geo- 
graphiques, Paris 1866; 7%. Craig, A treatise on projection, Washington 1882; 
K. Zöppritz, Leitfaden der Kartenentwurfslehre, Leipzig 1884, 2. Auflage von 
A. Bludau, Leipzig 1899; E. Hammer, Über die geographisch wichtigsten Karten- 
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Betrachtet man als wesentlichste Elemente einer auf die Ebene 
abzubildenden Fläche die Winkel, Flächen und Längengrössen der 
auf ihr gezeichneten Figuren, so wird man derjenigen Darstellung 
den Vorzug geben, welche die wahren Verhältnisse derselben in einem 
gewissen gegebenen Bereiche am genauesten wiedergiebt. 

Bei der winkeltreuen Abbildung findet zwar infinitesimale Ähn- 
lichkeit statt, die endlichen Längen- und Flächengrössen werden aber 
sehr erhebliche Verzerrungen aufweisen können, und die in Nr. 5 be- 
sprochenen vorteilhaftesten konformen Abbildungen haben bisher in 
der Praxis weniger Berücksichtigung erfahren. 

Allgemeine flächentreue Abbildungen dagegen sind viel zu will- 
kürlich und werden nur dann verwendbar, wenn sie sich mit der 
Forderung der Längentreue für charakteristische Kurvensysteme ver- 
binden. Aus diesen Gesichtspunkten entspringt eine grosse Zahl von 
Kartenentwürfen, deren prinzipielle Nomenklatur trotz der systemati- 
schen Bezeichnungen Tissot’s®°) und neuerer Kartographen wie Hammer 
und Zöppritz noch immer nicht einheitlich resp. übersichtlich festge- 
setzt erscheint. 

Unter Hinweis auf die in den Fussnoten angegebene neuere 
Litteratur sei hier nur die Untersuchung von ZTissot®®) über die Ver- 
zerrung der Winkel, Flächen und Längengrössen und ihre gleich- 
mässige Verwendung bei der Konstruktion einer Karte hervorge- 
hoben. 

Grundlegend ist dabei der Tissotsche Satz (Nr. 2). Das Bild 
eines unendlich kleinen um P mit dem Radius r auf der Fläche be- 
schriebenen Kreises ist daher eine orthogonale Projektion derselben, 


projektionen, Stuttgart 1889; N. Herz, Lehrbuch der Landkartenprojektionen, 
Leipzig 1885; A. Breusing, das Verebnen der Kugeloberfläche, Leipzig 1892; 
M. Fiorini, Le projezioni della cartografia, Bologna 1881; le projezioni quanti- 
tative ed equivalenti della cartografia, Roma 1887; M. Fiorini, Erd- und Him- 
melsgloben, ihre Geschichte und Konstruktion, frei bearbeitet ven S. Günther, 
Leipzig 1895. Man vergleiche ferner die historischen Notizen von $. Günther, 
Geograph. Jahrbuch 9, p. 405; 12, p. 1; 14, p. 183; E. Hammer, ibid. 14, p. 4; 
sowie das schon erwähnte Werk von E. Hammer, Stuttgart 1887, p. 88; ferner 
Eug. Geleich, Geschichte der flächentreuen Projektionen, Ztschr. d. Gesellsch. f. Erd- 
kunde, 21, p. 285 (Berlin 1886); d’Avezac, Coup d’oeil historique sur les pro- 
jections des cartes, Paris societE de geographie Bull. (5) 5 (1863), p. 351. — 
Erste Weltkarte in stereographischer Projection 1512; erste flächentreue Pro- 
jektion 1514 nach Joh. Staben von J. Werner (Annotationes Joan. Verneri, Nürn- 
berg 1514). 

65) Tissot's Nomenklatur im M&moire, Paris 1881, p. 129. 

66) Vgl. Tissot-Hammer 64), p. 1—21; die mathem. Theorie der Abbildung 
d. Rotationsflächen daselbst, p. 284 ff. 


ni este ee 
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d. h. eine Ellipse mit den Axen ra, rb. Ist 2» die grösste Ver- 
änderung, welche für den Winkel zweier von P ausgehenden Tan- 
gentenrichtungen eintritt, und » das Verhältnis korrespondierender in- 
finitesimaler Flächenstücke, so ist: 


; a—b n @ a 
ar er, (+3) V%, n= ab; 


bei konformer Abbildung ist «a—=b, bei äquivalenter ab=1. Die 
Längenverzerrung der Hauptrichtungen ist a,b (dies sind zugleich die 
Extremwerte), die Flächenverzerrung ist ab; bei flächentreuer Ab- 
bildung fallen die dann immer reellen automekoischen Kurven mit den 
Richtungen der extremalen Winkelverzerrung zusammen. Mit Rück- 
sicht hierauf konstruierte Tissot®’) seine kompensative Projektion eines 
nach allen Richtungen um einen Nullpunkt ausgedehnten Bereiches 
auf einer Rotationsfläche. Entsprechen den Axen der rechtwinkligen 
Koordinaten &,y der Ebene der Nullmeridian und Nullbreitenkreis, 
ist p die Breite, r der Halbmesser des zugehörigen Breitenkreises, 
sind ferner @,,r, die Werte von p,r für den Nullpunkt, s der Bogen 
des Meridians zwischen den Breitenkreisen @, und @, endlich £ der 
Bogen des Breitenkreises vom Nullmeridian aus gezählt, so besitzen 
alle Projektionsarten, welche durch die Gleichungen 
as + ma fs Bet fee 
(0) 
y-2:+ 22 4 Ast — Bee +SP 
) 
gegeben sind, unter der Bedingung 
2(4 +) cos? p, = 008 29, 
Winkelverzerrungen von dritter, Längenverzerrungen von zweiter Ord- 
nung in Bezug auf s,t. Durch ein graphisches Verfahren lassen sich 
die Konstanten schliesslich so wählen, dass diese Abweichungen den 
möglichst kleinen Betrag für ein gegebenes, allerdings innerhalb ge- 
wisser Grenzen liegendes endliches Gebiet erhalten. — Im Vergleich 
zu Lagrange's, im allgemeinen auch von Gauss und anderen später 
festgehaltenen Standpunkte, la plus grande perfection d’une carte 
geographique doit consister dans la moindre alteration des distances 
(Oeuvres compl. 4, p. 637), erscheint Züssot’s Verfahren als ein wesent- 
licher Fortschritt. 


9. Die geodätische Abbildung, representation gdodesique, Tap- 
presentazione geodetica. Beltrami‘?) stellte zuerst die Aufgabe, alle 


67) Siehe Tissot-Hammer 64), p. 30 ff. 
68) E. Beltrami, Riportare i punti di una superficie sopra un piano in 
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Flächen zu finden, die sich auf die Ebene so abbilden lassen, dass wie 
bei der Zentralprojektion der Kugel, den geodätischen Linien die 
Geraden entsprechen. Es sind dies die Flächen konstanter Krümmung*”), 
und aus einer Abbildung dieser Art gehen bei einer gegebenen Fläche 
nach A. F. Möbius alle anderen durch Kollineation der Ebene hervor. 

Das gleichfalls von Beltrami”®) gestellte Problem der Flächen, 
die mit Erhaltung der geodätischen Linien auf einander bezogen 
werden können, ohne zu einander isometrisch oder ähnlich zu sein, 
löste Dini”!) für reelle Abbildungen und reelle Flächen mit Be- 
nutzung des Tissot’'schen Satzes (Nr. 2). Zwei Flächen F und F’ 
stehen nur dann in Din?scher Beziehung, wenn ihre Längenelemente 
die Liowville'sche Form (UID3, Nr. 18) 9): 


ds? = (U— V) (du? + dv?) 


(tr) 


haben, aber zu jeder Fläche F gehören noch &! Flächen F’, weil, 
ohne Änderung von U— V, U durch U+h, V durch V + h ersetzt 
werden können. 

Ohne Beschränkung auf das Reelle löste Lie?) das Problem und 
fand ausser den Liowville'schen Flächen die des Längenelementes"*) 


d?—=(u+YV)dudv, 
wo nun bei notwendig imaginärer Beziehung nur die eine Schar der 
Minimalkurven auf beiden Flächen sich entspricht. 


modo che le linee geodetiche vengano rappresentate da linee rette, Ann. di mat. 
(1) 7 (1886), p. 185; Opere 1, p. 262; in vereinfachter Form bei Dini (siehe Fuss- 
note 71) und Darbouwx, Legons 3, p. 40. 

69) Beltrami, ibid., p. 189, 203 (III D 5, Nr. 34). 

70) ibid., p. 204. 

71) U. Dini, Sopra un problema che si presenta nella teoria generale delle 
rappresentazione geografiche, Ann. di mat. (2) 8 (1869), p. 269; vgl. Darboux, 
Lecons, p. 42, auch Scheffers, 2 p. 424; Bianchi, p. 434; zwei auf einander geo- 
dätisch abbildbare Flächen sind daher „im allgemeinen“ zu einander ähnlich. 

72) J. Liowville, J. de math. 11 (1846), p. 345. Die beiden den Formen von 
ds?, ds,? entsprechenden Flächen können auch isometrisch sein; vgl. R. Liowville, 
Paris, C. R. 108 (1889), p. 335. L. Raffy nennt die Flächen mit Liowville’schem 
Längenelement surfaces harmoniques, Paris soc. math. Bull. 22 (1894), p. 63. 

73) Lie, Universitäts-Programm Christiania 1879; Math. Ann. 20 (1882), 
p. 419; Leipz. Berichte 1889, p. 155; Lie-Scheffers I, p. 166. Vgl. auch die Dar- 
stellung bei Darboux, Legons 3, p. 63 ff.; desgl. @. Königs, Toulouse Ann. 6 
(1892), p. 1. 

74) Über die Beziehung der speziellen Flächenklasse der Spiralflächen 
(IID5, Nr.?7) d’ = e?“ f(u + v)dudv zur Dini’schen und Lie'schen Abbildung, 
vgl. Lie, Math. Ann. 20, p. 390, 431; Lie-Scheffers 1, p. 162. 
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Wesentlich verallgemeinert hat das Din’sche Problem Fr. Busse”) 
durch die Forderung, dass jeder geodätischen Linie von F' ein geo- 
dätischer Kreis von F” entsprechen soll”®). Das System der nach Dini 
gebildeten Gleichungen lässt sich auch hier unter Voraussetzung der 
Minimalkurven von F’ integrieren; in ausgezeichneter Weise tritt dabei 
die „Schwarz’sche Derivierte“ hervor””). Natürlich gehören zu diesen 
Flächenpaaren F' und F” je zwei solche, welche der Din?’schen Aufgabe 
entsprechen. Die Bedingungen der allgemeineren Busse’schen Frage sind 
dagegen nur dann erfüllt, wenn F' zu einer waillkürlichen Rotations- 
fläche isometrisch ist. Und alsdann muss die Fläche F' konform auf 
eine Fläche F,, welche mit F' in Dinvscher Beziehung steht, so ab- 
gebildet sein, dass jeder geodätischen Linie von F, ein geodätischer 
Kreis von F’ entspricht; dabei ist auch F” selbst isometrisch zu einer 
Rotationsfläche®®). Und bei den Flächen F, und F’, und nur bei 
diesen, entspricht auch jedem geodätischen Kreise wieder ein solcher"®). 
Ist insbesondere F, von konstanter Krümmung, so kann auf dieselbe 
jede andere Fläche konstanter Krümmung (und nur eine solche) kon- 
form so abgebildet werden, dass jeder geodätischen Linie von F, ein 
geodätischer Kreis von F” entspricht®®). 

Die soeben berührte Frage nach den Flächen, bei denen jedem 
geodätischen Kreise wieder ein solcher entspricht, ist übrigens weit 
früher von Lie behandelt, der zu denselben Resultaten gelangte®"); 
diese Frage lässt sich übrigens noch dahin erweitern, dass nur das 
Entsprechen von oo? geodätischen Kreisen verlangt wird®?). 

75) Fr. Busse, Über diejenige punktweise eindeutige Beziehung zweier 
Flächenstücke auf einander, bei welcher jeder geodätischen Linie der einen eine 


Linie konstanter geodätischer Krümmung der andern entspricht, Berlin, Ber. 
1896, p. 651. 

76) So nach Darboux’s Bezeichnung der Kurven konstanter geodätischer 
Krümmung (UIID 3, Nr.38) (Kurven kürzesten Umrings bei Minding, J. f. Math. 6 
(1830), p. 159), in den Lecons 3, p. 151, im Gegensatz zu den geodätischen 
Kreisen von Gauss (II D 3, Nr. 15). 

77) Siehe H. A. Schwarz, Über einige Abbildungsaufgaben, J. f. Math. 70 
(1869), p. 116 — Ges. Abh. 2, p. 65; Busse 75), p. 653 (IB2, Nr. 20). 

78) Busse, ibid. p. 659. 

79) Busse, ibid. p. 660. 

80) Busse, ibid. p. 663. 

81) Lie, Archiv for Math. og Naturv. 9 (1884), p. 62; vollständige Durch- 
führung, ebenfalls mit Benutzung der Schwarz’schen Derivierten in Lie-Scheffers 1 
(1893), p. 165). Es sei hier zugleich hingewiesen auf die Bedeutung der Lie- 
schen Untersuchungen über Berührungstransformationen der Schar der geodäti- 
schen Kreise, die bereits 1884 begonnen, ebenda p. 133 behandelt werden (III D 8). 

82) Fr. Busse, Dissertation Berlin 1896/97, Über eine spezielle konforme 
Abbildung der Flächen konstanten Krümmungsmaasses auf die Ebene, p. 7, 

Encyklop, d, math, Wissensch, III 3. » 28 
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Eine andere Verallgemeinerung des Beltrami’schen Problems be- 
steht in der Forderung, dass den oo? geodätischen Linien der einen 
Fläche überhaupt Kurven einer bestimmten Gattung auf einer andern 
entsprechen sollen. So sind die Flächen konstanter Krümmung auch 
die einzigen, welche konform so auf die Ebene abgebildet werden 
können, dass den geodätischen Linien Kreise (resp. Gerade) der Ebene 
entsprechen®?) (III D 5, Nr. 34). 

In Bezug auf die DR schen Sätze aber ergeben sich noch weitere 
Fragen, die aufs engste mit der Lehre von der Abbildung zusammen- 
hängen. 

Ist das Längenelement 

ds? —= Edu? + 2 Fdudv + Gdv 
überhaupt in die Liowvillesche Form transformierbar, so muss die 
partielle Differentialgleichung der geodätischen Linien (III D 3, Nr.16): 





00 08 00 00\? 
a ea 2 
(1) Aa (oe 2 00 (5) er 
ein homogenes Integral von der Form 
00 00 00\? 
(2) Ar ) +2B 5, +C (7) — const. 


haben“). Ein besonderes Interesse gewinnen diejenigen Flächen, 
deren ds? auf mehrfache Art die Form von Liowville annehmen kann, 
die also auf einen grösseren Umfang von Flächen geodätisch abbildbar 
sind, wie im allgemeinen Falle. Nach Darboux®°) ist jede Fläche, 
deren ds? auf zwei verschiedene Arten jene Form annehmen kann, 
auf 00! verschiedene Weisen so transformierbar und so ergiebt sich 
das von Darboux®) gestellte Problem, das Längenelement dieser sur- 
faces doublement harmoniques (L.Raffy'®)) zu bestimmen. Diese 
schwierige Frage, die in Zusammenhang mit Lies bereits 1882 be- 


83) Busse, Dissertation, p. 9; ein allgemeinerer Satz bei Tne-Scheffers, p. 150. 

84) Darboux, Legons 3, p. 331. Nach Darboux ist des Längenelement ds 
auf die Ziowville'sche Form a, wenn die Formen (1), (2) des Textes 
keinen gemeinsamen linearen Faktor «- Fu se PT 28 „ haben; im Ausnahmefalle ist 
ds? von der Form Lie's: (u + V) du dv (s. p. en 

85) Darboux, Legons 2, p. 209; 3, p. 34. 

86) Darboux, Legons 2, p. 218. Vollständig behandelt @. Ricei, Lezioni 
p. 253 ff. diese Frage. Auf en Flächen konstanter Krümmung existieren 00° 
Kurvensysteme von Liowvilleschem Charakter (Ricci, p. 256); auf den zu Rotations- 
flächen isometrischen können unter gewissen Bedingungen o0* Systeme vor- 
handen sein (p. 263); auf einer allgemeinen Fläche können sich unter gewissen 
Umständen oo! ergeben, 
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gonnenen Untersuchungen über geodätische Linien steht#”), ist von 
Königs und Raffy beantwortet worden ®8). 

L. Bianchi?®®) weist neuerdings auf eine Beziehung der geodäti- 
schen Abbildung zur Isometrie der Flächen hin. Auf einer Fläche F 
bilden die Kurven Zdu? + 2 Mdudv + Nau — 0, falls Z, M, N alle 
Wertsysteme der Fundamentalgrössen zweiter Ordnung sind, die den 
Codazzischen Gleichungen (III D 1, 2, Nr. 34; IT D3, Nr.23) des zu 
F' gehörigen ds? entsprechen, ein System potentieller Haupttangenten- 
kurven. Sollen nun zwei Flächen F und ® so aufeinander abgebildet 
sein, dass alle potentiellen Haupttangentenkurven von F denen von ® 
entsprechen, so muss für ihre Fundamentalgrössen L,M,N; A,M,N, 
die Beziehung bestehen: 


L:M:N=N:M:!:N; 
notwendig ist dazu, dass F und ® Dini’sche Flächenpaare sind, und 
man hat unter diesen diejenigen besonderen Paare auszuwählen, auf 


denen sich zugleich die geodätischen Kurven und konjugierten Systeme 
entsprechen. 


10. Die projektive oder kollineare Abbildung”). Diese Ab- 
bildungen können hier nur insoweit betrachtet werden, als dabei für 
die Flächentheorie eigentümliche Probleme hervortreten. Die einzige 
konform perspektive Abbildung ist die durch Ähnlichkeit oder reziproke 
Radii vectores®). Bei der Kollineation der Ebene besteht das 
System der 7össot’schen Hauptkurven (Nr. 2) aus konfokalen Kegel- 
schnitten®‘) (III C 1, Nr. 65). Insbesondere hat Scheffers®?) die Ver- 
zerrungsgesetze der Figuren bei der ebenen Kollineation synthetisch be- 


87) Lie, Untersuchungen über geodätische Kurven, Math. Ann. 20 (1882), 
p. 357. 

88) @. Königs, Resume d’un m6moire sur les lignes geodesiques, Toulouse, 
Ann. 6 (1892), p. 1; M&moire sur les lignes geodesiques, Paris M6m. savants tr. 31 
(1894), Nr. 6; sodann L. Raffy, Recherches sur les surfaces harmoniques, r&sume, 
Bull. soc. math. 22 (1894), p. 63 und 84; Determination des &l&ments doubles 
harmoniques, J. de math. (4) 10 (1894), p. 331; vgl. auch die in Fussnote 86 er- 
wähnte Arbeit von @. Ricei (1898). 

88*) L. Bianchi, Sopra un problema della teoria della deformazione delle 
superficie, Roma Lincei, Rend. (5) 9 (1902), p. 265. 

89) Siehe Nr. 2. 

90) So z.B. R. Hoppe, Archiv Math. Phys. (2) 4 (1886), p. 328. 

91) Siehe J. Liowville, J. de math. 9 (1846), p. 346. 

92) @. Scheffers, Verzerrung bei projektiver Abbildung ebener Figuren, 
Leipz. Ber. 44 (1892), p. 162. Analoge Untersuchungen für den Raum scheinen 
noch nicht ausführlicher behandelt zu sein. Vgl. indes F. Richelot, J. f. Math, 
70 (1869), p. 137, 146, 

25 * 
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handelt. Es giebt zwei Systeme konfokaler Parabeln, deren Kon- 
tingenzwinkel bei der Abbildung (bis auf Grössen höherer Ordnung) 
ungeändert bleiben, und je zwei Tangenten ein und derselben Parabel 
behalten vermöge der Kollineation ungeänderten Neigungswinkel. 
Umgekehrt sind die Liouville'schen konfokalen Kegelschnitte die Kurven 
der grössten Verzerrung der Kontingenzwinkel, in deren Tangenten zu- 
gleich die grösste Längenverzerrung stattfindet, während die auto- 
mekoischen Kurven transcendent sind. 

Sodann sei Lie's Problem®?) der Flächen, die kontinuirliche projek- 
tive Transformationsgruppen in sich gestatten, erwähnt. Wenn eine 
Fläche mehr als oo? Transformationen dieser Art besitzt, so ist sie 
eine Regelfläche (eine Fläche zweiten Grades lässt sogar 00° zu); die 
Flächen‘) mit 0? solchen Transformationen ergeben sieben, teils 
algebraische, teils transcendente Typen; endlich giebt es noch 10 Typen 
von Flächen mit oo! Transformationen. Hieran schliesst sich das 
von Lie schon 1872 in Angriff genommene Problem der Bestimmung 
der Translationsflächen, die in mehrfacher Weise durch Translation 
einer Kurve erzeugt werden können®) (II D 5, Nr. 6). 

Andere Fragen betreffen die Erhaltung gewisser Kurvengattungen 
auf den Flächen bei projektiver Umformung. Invariant sind z. B. 
die Haupttangentenkurven (III D 3, Nr. 36), allgemeiner die kon- 
jugierten Systeme (Nr. 2)°) (II D3, Nr.37); man vergleiche damit 


93) Lie, Bestimmung aller Flächen, die eine kontinuirliche Schar projektiver 
Transformationen enthalten. Erste Mitteilung von 1869; vollständige Durch- 
führung in Band 3 der Theorie der Transformationsgruppen, Leipz. 1893, p. 180 
und den Leipz. Ber. 46 (1895), p. 209; weniger vollständig bei F. Enriques, Le 
superficie con infinite projezioni projettivi in se stesse, Veneto Istit. Atti (7) 4 
(1893), p. 1590; (7) 5 (1894), p. 638. Vgl. auch die Untersuchungen von @. Fano, 
Roma Linc. Rend. (5) 4 (1895), p. 119; (5) 8 (1899), p. 562, sowie weitergehende 
Betrachtungen von @. Castelnuovo und F. Enriques, Paris, C. R. 121 (1895), 
p. 242; P. Painleve, ibid., p. 318. Über die Klein-Lie’schen W-Flächen s. 
UIID 5, Nr. 6. ü 

94) Lie, Leipz. Ber. ibid., p. 218—235; bemerkenswerte Untergruppe daselbst, 
p. 247 mit 00° vertauschbaren Transformationen. 

95) Lie, Christiania Verhandl. 1872, p. 27; Archiv f. Math. og Natur- 
vidensk. 7; sodann: Die Theorie der Translationsflächen und das Abel’sche 
Theorem, Paris, C. R. 114, p. 277 (1892); Leipz. Ber. 48 (1896), p. 141; 49 (1895), 
p. 181; vgl. Lie-Scheffers 1, p. 398. 

96) Die sogenannte zweite Differentialform der Flächentheorie (IIID1,2, 
Nr. 34; III D3, Nr. 8) 

Ldu?+2Mdudv+ Ndv? 
ist überhaupt in Bezug auf solche Transformationen invariant derart, dass die 
L, M, N nur einen gemeinsamen Faktor bei denselben erhalten; vgl. A. Voss, 
Zur Theorie der Krümmung der Flächen, Math. Ann. 39 (1891), p. 189; ins- 
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wieder die Invarianz der Krümmungslinien bei der Transformation 
durch reziproke Radien (IIID 3, Nr. 35), resp. die Lie'schen Berührungs- 
transformationen, welche Krümmungslinien in Haupttangentenkurven 
verwandeln (IID8) ete. Bei der Projektion von Flächen auf eine Ebene 
ergiebt sich der Satz von Königs) (III D 3, Nr. 36): die Projektion 
der Haupttangentenkurven bildet ein Kurvensystem gleicher Invarianten 
der betreffenden Zaplace'schen Differentialgleichung. Auch hier scheint 
die Kollineation im Raume, namentlich in ihren Beziehungen zu 
metrischen Grössen, weniger vollständig untersucht zu sein”), 


Il. Die sphärische Abbildung (IIID 3, Nr. 7). Bei Gauss’ 2 
sphärischer Abbildung gehört zu jedem Punkte P der aber als nicht 
developpabel vorausgesetzten Fläche F der Punkt p der Einheitskugel, 
in dem die letztere von dem durch ihr Zentrum parallel zur positiven 
Flächennormale von P gezogenen Halbstrahle getroffen wird); die 
Abbildung hat dabei gleichen oder entgegengesetzten Sinn in Bezug 
auf die Punkte P und p, je nachdem die Krümmung von F daselbst 
elliptisch oder hyperbolisch ist, falls man die Fläche von ihrer positiven 
Seite, die Kugel von aussen betrachtet‘). Für Punkte mit hyper- 
bolischer oder elliptischer Krümmung ist die Abbildung immer eine 
umkehrbar eindeutige. Eine Mehrdeutigkeit tritt für die Umgebung 
parabolischer Flächenpunkte auf, die ausführlicher zuerst von Hilbert, 
insbesondere aber von W. Boy in Rücksicht auf ihre verschiedenen 
Gattungen untersucht sind!) Zugleich entspricht jeder Tangente 
PP auf F die Tangente pp’ der Kugel, welche zur konjugierten 
Richtung von PP’ senkrecht steht!%); ist also PP’ insbesondere eine 


besondere auch Bianchi’s isotherm konjugierte Systeme M=0, L=N (Bianchi, 
p. 136) (IIID 3, Nr. 42). 

97) @. Königs, Paris, C. R. 114 (1892), p. 55; vgl. Darboux, Lecons 4, p. 33. 

98) Vgl. A. Voss, Math. Ann. 39 (1891), p. 179; hinsichtlich der Trans- 
formation des Krümmungsmaasses und anderer invarianter Gebilde siehe auch 
R. Mehmke, Zeitschr. Math. Phys. 36 (1891), p. 212; 37 (1892), p. 186; G@. Vivanti 
(ibid. 37, p. 1). 

99) Gauss, Disquisitiones art. 6, vgl. indessen Fussn. 2. 

100) Die Punkte P, p besitzen daher bei jeder Beleuchtung durch parallele 
Strahlen gleiche Helligkeit. 

101) Diese Vorzeichenunterscheidung schon bei Gauss; insbes. Werke 8, 
p. 425. Vgl. $. Finsterwalder, Mechanische Beziehungen bei der Flächendefor- 
mation, Deutsch. Math.-Verein. Jahresber. 6 (1899), p. 60; J. Hadamard, J. de 
math. (5) 3 (1897), p. 352; auch Scheffers 2, p. 210. 

102) Vgl. Finsterwalder, Fussn. 101; W. Boy, Über die Curvatura integra 
und die Topologie geschlossener Flächen, Diss. Göttingen 1901, p. 18. 

103) Darboux, Legons 1, p. 201; Bianchi, p. 118. 
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der Haupttangenten, so wird pp’ senkrecht zu PP','%) und konjugierte 
Kurvensysteme von F bilden sich daher mit ungeändertem Sinus ihres 
Koordinatenwinkels ® auf die Kugel ab!®). Für die Tangenten der 
Krümmungslinien von F und nur für diese wird endlich pp’ || PP‘. 
Bezeichnet man die Richtungscosinus der Normalen, d. h. die Koor- 
dinaten des Punktes p, durch X, Y, Z, so erhält man für das Längen- 
element ds der Kugel die Gleichung: 


do? — edu? + 2fdudv + dv, 
wobei: 


e= 7 (EM —2FLM+GI)=hL—kE 
f= 75 (EMN— F(LN+ MY + GLM)=hM—kF 


9= m (EM —2FMN+GMN)=IN—kG, 


falls k das Krümmungsmass und h die mittlere Krümmung (UID1,2, 
Nr. 35): 
„1.1 _HN-2FM+GL 
Bene 7: 





bedeutet. 

Und hieraus folgert man wieder den Bonnet’schen Satz!%), dass die 
Krümmungslinien (F=0, M = 0) sich bei jeder Fläche in ein Ortho- 
gonalsystem auf der Kugel abbilden (III D 3, Nr. 35), und dass — von 
dem trivialen Falle der Kugel selbst (UID3, Nr. 4), wo E:F:@G 
— L:M: N, abgesehen — die sphärische Abbildung der Minimalflächen 
(und nur dieser) zugleich eine konforme ist!) (HID5, Nr.21). 

Von Wichtigkeit ist bei der sphärischen Abbildung der Flächen der 
von Gauss in Analogie zum Krümmungsmass der Kurven gewonnene 
Begriff des Krümmungsmasses k'®): 


104) Dieser Satz von der rechtwinkligen Drehung der Bilder der Haupt- 
tangenten wohl zuerst bei U. Dini, Ann. di mat. (2) 4, p. 180° (1870/71). 

105) Nach Bianchi, p. 120 geht bei elliptischer Kane o in m —o über; 
bei hyperbolischer Krümmung bleibt ® ungeändert. 

106) O. Bonnet, Paris, C. R. 37, p. 529 (1853). 

107) ©. Bonnet, Sur l’emploi d’un nouveau systeme de variables dans l’Etude 
des proprietes des surfaces courbes, J. de math. (2) 5, p. 227 (1860). Ebenda 
auch der übrigens aus den im Texte angegebenen Werten der e, f, g folgende 
Satz, dass die Minimalkurven auf der Kugel den zu den Minimalkurven auf der 
Fläche konjugierten Kurven entsprechen. 

108) Vgl. Fussn. 2 und IID1,2, Nr.86; IIID3, Nrr.33, 34. Wegen der 
oft — namentlich von Nichtmathematikern — beanstandeten Bezeichnung als 
Krümmungsmass der Fläche vgl. Gauss’ eigene Worte in den Gött. gel. Anz. 
1827, Werke 4, p. 343: „Übrigens liegt weniger an den Benennungen selbst als 
daran, dass ihre Einführung durch prägnante Sätze gerechtfertigt wird.“ 
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k = lim (&) für Ao=0, 


wo Ao und Aw korrespondierende Flächenstücke von F und der 
Einheitskugel bezeichnen, nebst der Curvatura integra: 


Khao, 


welche in Erweiterung von Gauss’ Satz über die Curvatura der geo- 
dätischen Dreiecke!) durch Bonnet mit Hülfe des Green’schen Satzes 
(ITA 7b, Nr. 12) durch ein über die Kontur von F erstrecktes 
Randintegral ausgedrückt wird‘!%) (III D 3, Nr.15). 

Über die Probleme der sphärischen Abbildung siehe Nr. 33. 


12. Andere Abbildungen. Da die Lehre von der Abbildung 
der Flächen schliesslich völlig mit der von den eindeutigen Trans- 
formationen derselben zusammenfällt, muss sich die folgende Dar- 
stellung auf einige besonders interessante Fälle von Abbildungen 
beschränken. 

Zu diesen gehört das bereits von T'schebyscheff gestellte‘!'), später 
von Voss!!?) behandelte Problem des habillement des surfaces (III D 3 
Nr.40). Ein aus etwa rechtwinkligen Maschen völlig biegsamer un- 
ausdehnbarer Fäden gebildetes „kontinuierliches Gewebe“ kann man 
im allgemeinen immer auf unendlich viele Arten auf einer krummen 
Fläche (allerdings nur innerhalb gewisser Grenzen) ausbreiten, ent- 
sprechend den unendlich vielen Arten, auf die das Längenelement ds? 
auf die Form 

ds? = du? + dv? + 2fdudv 
gebracht werden kann. Zwei der einfachsten Beispiele dieser Art 
geben die Translationsflächen (deren erzeugende Kurven ein solches 
Gewebe bilden), sowie die Flächen negativer konstanter Krümmung 
deren Haupttangentenkurven ein solches Netz bilden‘!3), während das 


109) Gauss, Disquisitiones art. 20. Seinem Vorzeichen nach wird k durch 
2 
on definiert. 

110) O. Bonnet, J. €c. polyt. cah. 41 (1865), p. 216. In anderer Weise 
drückt W. Boy (Diss. Göttingen 1901) K durch ein über die sphärische Abbildung 
der Kontur von F' auf die Kugel genommenes Integral aus. 

111) Tschebycheff, Sur la coupe des vetements, Assoc. frang. Congres de 
Paris 1878. Bei Darboux, Legons 3, p. 206 die partielle Differentialgleichung 
des Problems mit Hülfe‘ der Differentialparameter. 

112) A. Voss, Über ein Prinzip der Abbildung krummer Oberflächen, Math. 
Ann. 19 (1881), p. 1; Deutsche Math.-Verein., Katalog, München 1892, p. 16. 

113) Andere Beispiele bei Voss, Katalog, ibid., p. 20ff. Vgl. auch Servant, 
Sur l’habillage des surfaces, Par. C. R. 135 (1902), p. 575. 
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Problem, auf der Kugel alle Systeme dieser Art zu finden, mit der 
Bestimmung der Flächen konstanter Krümmung = 1 zusammenfällt"#). 

Das Christoffe’sche Problem") der Flächen, die durch parallele 
Normalen konform auf einander bezogen sind, liefert abgesehen von 
ähnlichen und gewissen imaginären Flächen die Minimalflächen (IILD5, 
Nr.22) und die Klasse derjenigen Flächen, die durch ihre Krümmungs- 
linien konform auf einander bezogen sind. Es sind dies die isothermen 
Flächen Bour’s"'*) (IID5,Nr.3%), und zu jeder solchen Fläche mit 
dem Längenelement 

ds? = A(du? + dv?) 

gehört auch wirklich eine zweite: 


ds? — —- (du? + dv), 


die in der angegebenen Weise der ersteren zugeordnet ist. Darboux''") 
hat neuerdings Christoffel’s Satz so erweitert, dass vermöge einer 
Enveloppenbeziehung von Kugeln jeder isothermen Fläche unendlich 
viele andere entsprechen. 

Die für die konforme Abbildung in der Ebene bekannte Eigen- 
schaft, dass korrespondierende Längenelemente einen nur vom Orte, 
nicht von der Richtung derselben abhängigen Winkel mit einander 
bilden, lässt sich nur in beschränkter Weise auf die Beziehungen 
zwischen zwei krummen Flächen übertragen. Soll überhaupt für zwei 
Flächen z, Y, 2; &%, %, 2 die Beziehung 

dxzdx' + dydy + d2dz’ = Adsds’ 
bestehen (A ist Funktion von u, v), so ist die Beziehung konform, 
wenn nicht A = 0 ist, d. h. korrespondierende Elemente einen rechten 
Winkel mit einander bilden''%). Eine solche konforme Beziehung 


114) J. Weingarten, Zur Theorie der Oberflächen, J. f. Math. 62 (1863), p. 172. 

115) E. B. Christoffel, Über eine allgemeine Eigenschaft der Minimums- 
flächen, J. f. Math. 67 (1867), p. 218; vgl. Darboux, Legons 2, p. 239; desgl. 1, 
p. 326. 

116) E. Bour, Sur la deformation des surfaces, J. &c. polyt. cah. 39, p. 118. 
Man beachte übrigens, dass die Fundamentalgrössen HE, @ der auf ihre Krüm- 
mungslinien bezogenen Fläche nicht als willkürliche Funktionen von u, v an- 
genommen werden können, sondern einer verwickelten Bedingung, die z. B. von 
E. Combescure, Paris, €. R. 74 (1872), p. 1514 aufgestellt wird, genügen. Über 
die Oberflächen mit isometrischen Krümmungslinien vgl. man ausser der in der 
Dissertation von H. Willgrod, Göttingen 1883 erwähnten Litteratur auch J. Wein- 
garten, Über die Oberflächen, die durch ihre Krümmungslinien in Quadrate geteilt 
werden können, Berl. Ber. 1883, p. 1163. 

117) Darboux, Sur les surfaces isothermiques, Ann. &c. norm. (3) 6 (1899), 
491, insbes. p. 503. 

118) Man erkennt leicht durch Anwendung des Tissot'schen Koordinaten- 
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findet aber nur dann wirklich statt, wenn die beiden Flächen Minimal- 
flächen sind. Denn nun müssen, wie Darboux!!) zeigt, die Gleichungen 


da? +dy?+ da?= Ads? 
dad, + dydy, + dzdz, = udsds, — vds? 


erfüllt sein; aus ihnen folgt, dass die Flächen Minimalflächen sind, 
deren Tangentenebenen in korrespondierenden Punkten parallel laufen. 
Und umgekehrt sind zwei beliebige Minimalflächen stets in der ge- 
wünschten Beziehung, wenn man auf ihnen die Punkte mit parallelen 
Tangentenebenen einander zuordnet (III D 5, Nr. 23). Von Goursat ist 
das Mathe’sche‘'®) Problem noch erweitert. Flächen mit entsprechen- 
den Scharen paralleler Ebenen sind durch parallele Tangenten der ent- 
sprechenden Schnittkurven konform auf einander abgebildet, wenn diese 
Flächen entweder zwei „derivierte“ Minimalflächen oder zwei Rota- 
tionsflächen sind '29), 


13. Die Strahlensysteme (III D 3, Nr. 5). In den vorigen 
Nummern sind meist besonders wichtige Punkttransformationen erwähnt. 
Die Zahl der Abbildungen wird weit grösser, wenn man auch noch 
die mannigfachen Beziehungen beachtet, die durch Berührungstrans- 
formationen, insbesondere aber durch die Strahlensysteme vermittelt 
werden. Da die neueren Fortschritte in der Theorie der Abbildung 
hauptsächlich auf diesem Gebiete liegen, erscheint eine kurze Dar- 
stellung der letzteren hier notwendig. 

Bei einem Strahlensystem '*'), einer Kongruenz, d.h. einem (reellen) 
kontinuierlichen System von zweifach unendlich vielen Geraden, giebt es zu 
jedem Strahle g zwei benachbarte, deren kürzeste Abstände d, und d, 
von g durch die Minimumseigenschaft ausgezeichnet sind; die stets 
reellen Fusspunkte @,, G, dieser Abstände d,, d, sind die Grenzpunkte 
auf 9, und die Ebenen d,g, d,9 stehen auf einander senkrecht. Der 








systems, bei dem F' und F’ auf beiden Flächen Null sind, dass YE@ —YGE, 
abgesehen von dem Ausnahmefalle = 0 (über denselben vergleiche man Nr. 32) 
sein muss. 

119) Bei Darboux wird übrigens konforme Beziehung der Flächen nebst 
der Bedingung für die Winkel korrespondierender Elemente vorausgesetzt; Darboux, 
Legons 1, p. 329; vgl. auch @. Mathet's, J. de math. (2) 8 (1863), p. 313 u. 323, 
Arbeit, in der zum erstenmale die betreffenden Fragen gestellt waren. 

120) E. Goursat, Acta math. 11 (1888), p. 135. Eine Minimalfläche bleibt 
bis auf ihre absolute Lage ungeändert, bei reeller Rotation ihrer Minimalkurven, 
sie geht dagegen bei imaginärer Rotation derselben in eine derivierte Minimal- 
fläche über, ibid. p. 144, vgl. auch IIID5, Nr. 28. 

121) E. E. Kummer, Allgemeine Theorie der geradlinigen Strahlensysteme, 
J. f. Math, 57 (1860), p. 189; vgl. R. Hamilton, Theory of systems of rays, Dublin 
Trans. 15 (1828), p. 69; 16 (1830) (IIID 9). 
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Mittelpunkt M von G, und G, bildet die Mittelfläche 122) der Kon- 
gruenz. Zu jeder Geraden g giebt es ferner zwei benachbarte RR 
welche sie in den Brennpunkten F,, F,, deren Mittelpunkt wieder M 
ist, schneiden; sie bilden die durch g gehenden Developpabelen der 
Kongruenz und die Ebenen E, = (9g,), E,— (99,) sind die Brenn- 
ebenen; die Brennfläche ® ist der Ort der Punkte F\, F, und gleich- 
zeitig die Enveloppe der Ebenen E,, E,, aber E, berührt ® in ER 
E, in F,. Durch diese Zuordnung von F, und F, sind die beiden 
Mäntel der Brennfläche, die hier als verschiedene krumme Flächen 
angesehen werden, auf einander abgebildet‘®), und beim Fortschreiten 
im Kongruenzstrahl im Punkte F, gehört die zum Strahle FF, kon- 
Jugierte Richtung von ® im Punkte F,. 

Die Kongruenz besteht aus den Haupttangenten einer Fläche, 
wenn die Brennpunkte zusammenfallen; sie heisst eine isotrope'), 
wenn die Grenzpunkte zusammenfallen; die Brennebenen sind dann 
isotrope Ebenen, weil sie den imaginären Kreis im Unendlichen berühren; 
die Enveloppe der Mittelebenen ist eine Minimalfläche‘®) (IILD 5, Nr.30). 
Die Kongruenz ist eine Normale oder Normalenkongruenz, wenn ihre 
Strahlen Normalen eines (Parallel-)Flächensystems sind; d. h. wenn die 
Brenmebenen auf einander senkrecht stehen (Brenn- und Grenzpunkte zu- 
sammenrücken)'?®); sie heisst harmonisch zu einer Fläche F) wenn ihre 
Developpabeln auf F ein konjugiertes System ausschneiden, und eine 
harmonische Normalenkongruenz heisst eine Dupin’sche'?"). 

Sind zwei Flächen F und F, punktweise so auf einander bezogen, 
dass korrespondierende Tangenten zu einander senkrecht stehen (vgl. 
Nr. 32), so entsprechen sie sich durch Orthogonalität der Längen- 
elemente (Moutard’sche Zuordnung) '?®). Die durch die Punkte von F, 


122) Kummer, ibid. p. 207; surface moyenne bei Ribaucour, Etude des 
@lassoides ou surfaces de courbure moyenne constante, Bruxelles M&m. couronn6es 
in 4°, 44 (1882), p. 2. Die Enveloppe der senkrecht zu g durch M gehenden 
Mittelebenen ist die enveloppde moyenne. 

123) Peterson (Über Kurven und Flächen, p. 40) nennt diese Beziehung 
Konjunktion; die dort in Aussicht gestellte Theorie derselben ist leider nicht 
erschienen. 

124) Ribaucour, Etude p. 21, 31, 119. 

125) Fussn. 2; Ribaucour ibid; Bianchi, p. 273. 

126) Vgl. Kummer, J. f. Math. 57, p. 227; die Bedingung für die Brenn- 
ebenen schon bei J. Bertrand, J. de math. 9 (1844), p. 133. 

127) Ribaucour, ibid. p. 3. 

128) Moutard, Paris soc. philom. Bull. 1869, p. 45; vgl. Ribaucour, Etude 
p: 37. Die isotropen Kongruenzen sind diejenigen Ribaucour’schen, deren er- 
zeugende Fläche eine Kugel ist, Bianchi, p. 305. 
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parallel zu den korrespondierenden Normalen gezogenen Geraden bilden 
eine Ribaucour’sche Kongruenz, deren erzeugende Fläche F, deren 
Mittelfläche F, ist. Ihre Developpabelen entsprechen den Haupt- 
tangenten von F und schneiden die Mittelfläche F, in einem kon- 
jugierten System gleicher Invarianten'?®). Und umgekehrt ist nach 
Gruichard‘”®) jede Kongruenz, deren Developpabele die Mittelfläche in 
einem konjugierten System schneiden, eine Ribaucour’sche. 

Bei einer Guichard’schen'?') Kongruenz schneiden die Develop- 
pabelen auf den beiden Brennmänteln die Krümmungslinien aus; die 
sphärischen Bilder der Developpabelen sind zugleich die der Haupt- 
tangentenkurven einer Fläche negativer konstanter Krümmung. Bei 
einer Weingarten'schen Kongruenz'”?) entspechen sieh die Haupttan- 
gentenkurven auf den beiden Brennmänteln; einen besonderen Fall 
bilden die Kongruenzen von Thybaut '°°). 

Eine cyklische Kongruenz'*) wird gebildet von den Axen der 
Kreise, die ein ceyklisches System bilden, d. h. ein System von oo! 
Orthogonalflächen besitzen. 

Auf die allgemeinen von 00° Kurven gebildeten Kongruenzen '°) lassen 
sich manche dieser Vorstellungen übertragen; indessen beschränken 
sich die Anwendungen auf Fragen der Abbildung bis jetzt grössten- 
teils auf die geradlinigen Kongruenzen. 


14. Abbildungen allgemeineren Charakters. Von noch all- 
gemeinerer Art sind gewisse Abbildungsprozesse, die durch Fragen 
der Geodäsie veranlasst werden. So zeigt Christoffel”%), dass ein 


129) Ein konjugiertes System auf einer Fläche hat gleiche Invarianten, 
wenn die Koordinaten x, y, z der Gleichung 


0? 0A 0 , 04 0 


E 
genügen (IIID 3, Nr. 36). Oudo Du du" Du Do 

130) ©. Gwichard, Ann. &c. norm. (3) 6 (1889), p. 333; Bianchi, p. 303. 

131) Bianchi, Sopra alcune nuove classi di superficie, Ann. di mat. (2) 18 
(1890), p. 308; Bianchi, p. 284. 

132) Bianchi, p. 315. 

133) A. Thybaut, Sur la deformation du paraboloide, Ann. de. norm. (3) 14 
1897, p. 71; die beiden Brennmäntel sind Minimalflächen, deren Haupttangenten- 
kurven sich entsprechen; vgl. Bianchi, Roma Lincei, Rend. (5) 8 (1899), p. 15. 

134) Bianchi, Ann. di mat. (2) 18 (1890), p. 314; Bianchi p. 346. 

135) Man vergleiche Darboux, Legons 2, p. 1 ff, sowie Lie’s Untersuchungen, 
‘ Über Komplexe, Math. Ann. 5 (1872), p. 145 (IIED 9). 

136) E. B. Christoffel, J. f. Math. 64 (1864), p. 193; bei J. Weingarten, 
Festschrift der technischen Hochschule Berlin 1884, p. 43 wird an Stelle von 
R, + R, der Abstand der Tangentenebene der Fläche vom Anfang eingeführt. 
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Flächenstück F' seiner Gestalt nach vollkommen bestimmt ist, wenn 
man unter der Voraussetzung eindeutiger Beziehung und gewisser 
Stetigkeitsbedingungen seine sphärische Abbildung und für jeden Punkt 
derselben die Summe der Hauptkrümmungsradien von F kennt; man 
kann also auch aus einer endlichen Anzahl der sphärischen Koordinaten 
X, Y, Z und der zugehörigen Grösse R, + KR, die Gestalt von F 
durch Interpolation näherungsweise bestimmen. 

Von einer sehr allgemeinen Fragestellung geht auch Lüroth'?”) 
aus. Zwei Flächenstücke F, F’ sind derart auf einander stetig bezogen, 
dass bei entsprechenden Punkten P, P’, denen die sogenannten Lot- 
linien a, a zugeordnet sind, zu Ebenenbüscheln durch a projektiv 
entsprechende durch a’ gehören. Der Charakter dieser Abbildung ist 
notwendig eine Projektivität des Raumes, welche in die Ähnlichkeit 
übergeht, wenn man für die Ebenenbüschel Kongruenz verlangt. 

Der allgemeinste Fall eindeutig stetiger Abbildung ”*) findet endlich 
in der Lehre von den Riemann’schen Flächen, d.h. in der Analysis situs 
(III A 4) ausgedehnte Verwendung. Hier sei nur der Satz von C.Jordan'*®) 
erwähnt: Zwei zweiseitige stetig deformierbare Flächen sind punktweise 
auf einander abbildbar, wenn die Anzahl ihrer Randkurven und die 
Maximalzahl der einander nicht schneidenden und die Flächen nicht 
in getrennte Stücke zerlegenden Rückkehrschnitte die gleiche ist. 

Auf die wichtigen, ebenfalls in dieses Gebiet gehörigen Unter- 
suchungen Hadamard’s"®) über die Eigenschaften der sphärischen 
Abbildung singularitätenfreier Flächenstücke, denen sich die von 
Hilbert), W. Boy und O. Zoll") anschliessen, kann hier nur hin- 
gewiesen werden. 


Über einen ähnlichen Satz für Ovaloide vgl. H. Liebmann, Gött. Nachr. 1397: 
p-. 134. 

137) J. Lüroth, Zeitschr. f. Vermessungswesen, 19 (1890), p. 353; in verall- 
gemeinerter Form Münch. Ber. 1892, p. 27; in weiterer geometrischer Durch- 
führung: Studien über geodätische Abbildung, Math. Ann. 51 (1899), p. 161. 

137%) Auf die Abbildungen der algebraischen Flächen auf einander, insbe- 
sondere auf die Ebene kann hier nicht eingegangen werden, da diese Fragen 
nicht der Infinitesimalgeometrie angehören (III C 10). 

138) C. Jordan, Sur la deformation des surfaces, J. de math. (2) 11 (1866), 
p. 105. Der Satz gilt übrigens auch für zwei einseitige Flächen, vgl. W. Dyck, 
Beiträge zur Analysis situs I, Math. Ann. 32 (1888), p. 488. 

139) J. Hadamard, Sur certaines proprietes des trajectoires en dynamique, 
J. d. math. (5) 3 (1897), p. 331; les surfaces ä& courbures oppos6es et leurs lignes 
g6odesiques, ibid. (5) 4 (1898), p. 27 (II D3, Nr. 15). 

140) D. Hilbert, Über Flächen konstanter Gauss’scher Krümmung, Amer. 
math. soc. Trans. 2 (1901); p. 87 (IIID 5, Nrr. 82, 35). 

141) O. Zoll, Über Flächen mit Scharen von geschlossenen geodätischen 
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C. Die Isometrie der Flächen. 


a) Allgemeine Probleme. 


15. Das Minding’sche Problem. Nach Nr. 2 besteht die Frage 
nach der Isometrie zweier Flächen F und F\, deren Koordinaten x, y, 25 
%, Y, 2, als Funktionen der Parameter u, v; u, v, gegeben sind, in 
der Untersuchung, wann 


ds? = E,dw’ + 2F,du, dv, + G, dv, 
dadurch, dass «,, v, in geeigneter Weise mit Hülfe zweier Gleichungen 
N u = p(u, v) 
(1) a 
v = vu, v) 
von u, v abhängig gemacht werden, in 


ds’ —= Edu? + 2Fdudv + Gdv! 


transformiert werden kann, wobei nun die vermöge (1) einander zu- 
geordneten Stellen beider Flächen einander isometrisch entsprechen. 
Nach F. Minding“) ist dazu nicht erforderlich, etwa sämtliche zu 
F' isometrische Flächen zu ermitteln, unter denen sich dann auch 14 
befinden müsste, sondern die Bestimmung einer solchen Transformation 
kann durch Differentiation und Elimination allein erhalten werden, so 
lange nicht oo! oder 003 solche Zuordnungen vorhanden sind 43), 
Aus der Gleichheit der Krümmungsmaasse!#) % und %k, in ent- 
sprechenden Punkten von F und F, folgt sofort die notwendige Be- 
ziehung: 
(2) k=k.. 


Ist nun erstens k = k, —= const., so zeigt Minding durch Einführung 
geodätischer Polarkoordinaten (IIID 3, Nr. 15), dass beide Flächen wirk- 
lich isometrisch auf einander bezogen werden können ), Der Beweis 


Linien, Preisschrift Göttingen 1901 (IHID5, Nr.89); W. Boy, Über die Curva- 
tura integra und die Topologie geschlossener Flächen, Diss. Göttingen 1901; 
hervorgehoben sei hier die Abbildung der projektiven Ebene auf eine einseitige 
geschlossene singularitätenfreie Fläche, p-. 46 (HIA1,5; IIID3, Nr. 7). 

142) E. F. A. Minding, Wie sich entscheiden lässt, ob zwei gegebene 
krumme Flächen auf einander abwickelbar sind, J. f. Math. 19 (1839), p. 370. 

143) ibid. p. 387. 

144) Dies ist Gauss’ „Theorema egregium“, Disquisitiones art. 12. 

145) ibid. p. 374; vgl. Darboux, Legons 3, p. 219. Und zwei Flächen von 
gleichem konstanten Krümmungsmaass lassen sich immer auf 00° Arten einander 
so zuordnen, dass zwei beliebige Punkte P, P’ und zwei beliebige Tangenten- 
richtungen in diesen sich entsprechen. Hierzu ist die vollständige Kenntniss 
der geodätischen Linien der betreffenden Flächen erforderlich, was für k= k, = 0 
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beruht einfach darauf, dass für ein Koordinatensystem, gebildet von 
den von einem beliebigen Punkte P auslaufenden geodätischen Linien 
mit der Länge « und den von einem beliebigen Azimuth aus gezählten 


Richtungswinkeln v ihrer Tangenten in P das Längenelement einer 
Fläche k=-+ 1, 0 die Form 


ds? = du? + F(u)dv? 
annimmt, wo F(w) eine von jener Stelle und der Wahl des Azimuths 
unabhängige Funktion ist. 
Sind zweitens k und k, Funktionen von u, v; u,, v,, so entwickelt 
Minding aus (2) die Gleichung: 


g En?’— 2 Fmn+ @m? E,n?—2F,m,n, +6, m,? 
(3) T? xp? 7 ’ 








wobei 
dk=mdu + ndv 


dk, = m, du, + n, dv, 


gesetzt ist. Ist nun (3) eine Identität‘), so lassen sich F und F\ 
vermöge der Lösung einer Differentialgleichung auf einander isome- 
trisch beziehen; im andern Falle liefern dagegen die Gleichungen (2), 
(3) zwei von einander unabhängige Relationen, welche gestatten zu 
entscheiden, ob eine endliche Zahl von Zuordnungen vorhanden ist, 
oder überhaupt eine Isometrie nicht stattfindet). 

Unabhängig von Minding hat dann Bonnet'*) die Bedingungen 
der Isometrie geometrisch entwickelt. Er geht davon aus, dass nach 
Gauss’ Theorem die Kurven konstanten Krümmungsmasses auf F und 





nur Quadraturen, für k = const. die Lösung je einer Riccati'schen Gleichung 
(I A4 b, Nr. 8) verlangt; vgl. Darboux, Legons 3, p. 223; J. Weingarten, Über die 
Eigenschaften des Linienelementes der Flächen von konstanter Krümmung, J. f. 
Math. 94 (1883), p. 181; 95 (1884), p. 325. Vereinfachungen treten ein, wenn 
man auf der betreffenden Fläche schon gewisse Kurvensysteme kennt. Sind 
insbesondere die Minimalkurven der Fläche konstanter Krümmung bekannt, so 
erfordert nach Lie (Archiv for Math. og Naturv. 4 (1879), p. 363) die Ermitte- 
lung der geodätischen Linien nur noch Quadraturen, während nach Darboux, 
Lecons 1, p. 62 (vgl. auch L. Raffy, Paris, C. R. 126 (1898), p. 1852) die isome- 
trische Zuordnung sogar ohne weitere Integration ausgeführt werden kann. 

146) d. h. entweder an und für sich oder vermöge der Gleichung (2) des 
Textes; man vgl. Liowville in den Applications von Monge Note 4, p. 592; 5, 
p. 600, 

147) Minding, J. f. Math. 19, p. 387. 

148) 0. Bonnet, M&m. sur la theorie generale des surfaces, J. &e. polyt. 
cah. 32 (1848), p. 1, namentlich p. 83 ff; Bonnet zitiert dabei nur Minding's 
Arbeit 200) über die Deformation der Regelflächen von 1838. 
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F, sich entsprechen müssen, und reproduziert Minding’s Verfahren 14), 
aber so, dass alle Gleichungen desselben eine durchsichtige geometrische 
Bedeutung erfahren; seine Formeln entsprechen dabei genau den durch 
Beltrami’s Differentialparameter (IILD 3, Nr. 8) gelieferten 1%), 

Die auf der Betrachtung dieser invarianten Funktionen des Längen- 
elementes beruhende Form der Darstellung ist bei Darboux 151) etwa 
folgende. 

Sind, — abgesehen von dem Falle k — k, = const. — 


y(u,v) und p,(u,, v,) 

Yu, v) und Y,(u,, d,) 
zwei von einander unabhängige invariante Funktionen der Längen- 
elemente von F und F,, welche demnach für den Fall der Isometrie 
in korrespondierenden Punkten gleichen Wert haben müssen, so er- 
geben sich aus den notwendigen Gleichungen 


(4) 9-9; ver 
4, v, als Funktionen der «, v. Sind nun überdies die Gleichungen 


(5) | Ay)=A, ($ı), Ay)=A, (%,) 
A(p, Y) —ÄA, (Pi, Y%,) 


vermöge (4) erfüllt, so sind F und F, isometrisch. Insbesondere kann 
man auch Y = A(p) setzen, wenn A(g) von p unabhängig ist. 

Wählt man daher 9=k, und ist A(k) unabhängig von k, so 
sind die Flächen F und F, dann und nur dann isometrisch, wenn die 
zwei Gleichungen 


A(Ack)) = A, (A, (k)) 
Ak, A(k)) Sr A, (k,, A, (ky)) 


eine Folge der als verträglich vorausgesetzten Gleichungen 


149) O. Bonnet (1860), M&m. sur la theorie des surfaces applicables sur une 
surface donnee, J. &c. polyt. cah. 41 (1865), p. 208. 

150) Zugleich ergiebt sich die Lösung der Minding’schen Differential- 
gleichung, welche bei 00! Isometrieen auftritt, nach Bonnet, Fussn. 149, p. 229 
durch Quadratur. Übrigens findet sich der Differentialparameter A(k) schon bei 
Gauss, Disquisitiones art. 20; A(k) und A,(k) bei Minding (1839); bei Bonnet, 
p. 222 ff. 

151) Darboux, Legons 3, p. 223; vgl. J. Weingarten, J. f. Math. 94 (1883), 
p-. 183; Stahl und Kommerell, p. 109; in etwas anderer Anordnung bei @. A. Nitsche, 
Über das Problem der Biegung und der sphärischen Abbildung von Oberflächen, 
Diss. Leipzig 1898; desgl. auch Bianchi, p. 183, sowie Liouville in den applications, 
p- 592. Kennt man auf beiden Flächen schon die Minimalkurven, so kann die 
Frage natürlich einfacher entschieden werden, vgl, Scheffers 2, p. 277, 
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(6) k=k, Al)=A,(k,) 
sind. 

Ist aber A(k) nicht unabhängig von %k,'?) also A(k) = f(k), so 
widersprechen sich die Gleichungen (6), falls nicht auch A, (k,) = f(k,) 
ist. Ist jedoch diese Bedingung erfüllt, so tritt die ebenfalls not- 
wendige Gleichung 
(7) A; (k) = A,,(k,) 
hinzu. Sind diese Differentialparameter (7) von k, k, unabhängig, so 
sind die Flächen zu einander isometrisch, wenn die den Gleichungen (5) 
entsprechenden Bedingungen erfüllt sind, die sich nach Darboux, 
Lecons 3, p. 226 auf eine reduzieren. Ist aber A,(k) = y(k) und zu- 
gleich A,,(k,) = y(h,), so existieren oo! durch eine Quadratur be- 
stimmte Zuordnungen, F' und F, sind beide zu derselben Rotations- 
fläche isometrisch. 

Seinem analytischen Charakter nach gehört das Minding’sche 
Problem zu der Lehre von der Transformation der quadratischen 
Differentialausdrücke, welche durch Riemann’s Arbeiten eingeleitet 
wurde?5®), während insbesondere COhristoffel‘%*) die Möglichkeit nach- 
wies, auch für » Variabele das genannte Problem im allgemeinen auf 
Differentiations- und Eliminationsprozesse zu reduzieren. 


152) Ist A(k) = f(k) und f(k) nicht Null, so sind die Kurven konstanten 
Krümmungsmasses geodätisch parallel (III D3, Nr. 15). Der leicht zu ergänzende 
Fall A(k) = 0, wo die Kurven Minimalkurven sind, und also auch A, (k) = 0 ist, 
scheint bisher nicht berücksichtigt zu sein, und ist auch im Texte ausgeschlossen. 
In diesem Falle versagt auch das Kriterium (Bianchi, p. 185; Darboux, Legons 3, 
p. 229), nach welchem eine Fläche isometrisch zu einer Rotationsfläche ist, wenn 
A(k) und A,(k) Funktionen von k allein sind. Dass k—=k, im allgemeinen nicht 
A(k) = A,(k,) ete. nach sich zieht, belegen P. Stäckel und A. Wangerin durch 
Beispiele, Leipz. Ber. 45 (1893), p. 163 und 170; so z. B. haben alle Flächen des 
Linienelementes 


2 
ds? dw + 7 (a+D 7) dr? 


in korrespondierenden Punkten gleiches k, ohne doch für beliebige a, b isome- 
trisch zu sein. 

153) B. Riemann, Fussn. 3. 

154) R. Lipschitz, Untersuchungen in Betreff der ganzen homogenen Funk- 
tionen von n Differentialen, J. f. Math. 70 (1869), p. 71; 71 (1870), p. 214, 288; 
72 (1871), p. 1; E. B. Christoffel, Über die Transformation der homogenen 
Differentialausdrücke zweiten Grades, J. f. Math. 70 (1869), p. 46; A. Voss, Zur 
Theorie der Transformation quadratischer Differentialausdrücke, Math. Ann. 46 
(1880), p. 129 u. 571; @. Ricei, Sui parametri e gli invarianti delle forme quadra- 
tiche differenziali, Ann. di mat. (2) 14 (1886), p. 1; Lezioni, p. 105; Bianchi, p. 34. 
Für das binäre Gebiet insbesondere vgl. Weingarten, wen der technischen 
Hochschule Berlin 1884 (IB 2, Nr. 22). 
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In Rücksicht auf die Vorstellungen der Flächentheorie nennt man 
nun bei zwei unabhängigen Variabeln u, v eine Biegungsinvariante or 
jede Funktion des Ortes auf der Fläche, welche bei Einführung neuer 
Variablen absolute Invarianteneigenschaft besitzt, d. h. durch denselben 
Prozess in den «, v wie in den «,, v, definiert ist. Enthält dieselbe 
nur die E, F, @ und ihre Derivierten bis zur Ordnung n, so heisst 
sie eine Gauss’sche Invariante (einfachstes Beispiel für n—2 ist k 
selbst'°®); enthält sie noch willkürliche Funktionen 9, %, welche bei 
der Transformation ihren Wert nicht ändern, so heisst sie eine 
Beltramische Invariante (Beltramis Differentialparameter) 5”), so z. B. 
Ay, A,p, A(p, %). Enthält sie dagegen die Differentialquotienten 
dv’ dv? ' 
fachstes Beispiel ist die geodätische Krümmung (UI D 3, Nr. 12) einer 
auf der Fläche gezogenen Kurve. Die allgemeinste Invariante endlich 
setzt sich aus den drei angegebenen Klassen zusammen, und die 
inneren Eigenschaften der Flächen finden ihren vollständigen Aus- 
druck durch die systematische Untersuchung derselben. 


, 80 heisst sie eine Minding’sche Invariante®s); ihr ein- 


16. Flächen mit diskreten Isometrieen in sich. Es kann vor- 
kommen, dass die Gleichungen (4) und (5), von denen im allgemeinen 
die isometrische Beziehung zweier Flächen F und F, nach Nr. 15 
abhängt, mehrere Auflösungen nach «,, v, gestatten; 7 ist dann in 
mehrfacher Weise zu F isometrisch, besitzt also Isometrieen in sich. 
Ob eine Fläche eines gegebenen Längenelementes ds? überhaupt in 
sich isometrisch ist, kann natürlich vermöge der Betrachtungen in 
Nr. 15 entschieden werden, indem man sämtliche Lösungen der be- 
treffenden Gleichungen (4), (5), abgesehen von der identischen u — U, 
v— v,, aufsucht'”®®). In vielen Fällen wird schon durch die Beschaffen- 


155) Weingarten, J. f. Math. 94(1883), p. 182; ganz allgemein bei K. Zorawski, 
Über Biegungsinvarianten, Acta math. 16 (1891), p. 1. 

156) Gauss, Disquisitiones art. 11; J. Liowville, J. de math. 16 (1851), p. 131; 
symmetrischer Ausdruck für k in der Festschrift von Weingarten, p. 8ff. Es giebt 
(Zorawski, Acta math. 16, p. 31) nur eine Gauss’sche Invariante von der zweiten 
oder dritten Ordnung; für n>3 aber n—1 solche. 

157) E. Beltrami, Giorn. di mat. 2 (1864), p. 355; 3 (1865), p. 89, 260 etec.; 
vgl. Darboux, Legons 3, p. 203; Bianchi, p. fehlt. 

158) F. Minding, J. f. Math. 5 (1829), p. 303; 6 (1830), p. 159. Es existiert 
eine Minding’sche Invariante für jede Ordnung der Differentialquotienten von u 
nach v, mit Ausnahme des Falles n—3, wo zwei solche vorhanden sind (Zorawski, 
Acta math. 16, p. 41). 

158°) Man kann auch direkt an geometrische Verhältnisse anschliessen. 
Entsprechende Stellen können — falls das Krümmungsmass nicht konstant ist 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 3, 26 
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heit der Form Edu? + 2Fdudv + Gdv? zu entscheiden sein, ob 
einfache Transformationen dieser Ärt möglich sind!?®»), Eine allgemeine 
Behandlung in dem Sinne, dass für bestimmte Flächenklassen die Be- 
dingungen aufgesucht werden, unter denen dieselben auch ausser der 
Identität Isometrieen in sich besitzen, scheint bisher nicht erfolgt zu 
sein. Nur die Minimalflächen, bei denen vermöge der Weierstrass- 
schen Darstellung (III D 5, Nr.21) durch Funktionen einer einzigen kom- 
plexen Variabeln die Betrachtungen der Substitutionstheorie sich un- 
mittelbar anwenden lassen, sind nach dieser Richtung hin vollständig 
auf ihren gruppentheoretischen Charakter untersucht®?). 


17. Die Kongruenz der Flächen. Eine ebenso vollständige 
Theorie der äusseren Eigenschaften einer Fläche, wie sie nach der 
Schlussbemerkung der Nr. 15 auf Grund der ersten Differentialform 
für die inneren möglich ist, ist systematisch in Bezug auf die zweite 
Differentialform ZLdu? + 2Mdudv + Ndv? bisher nicht durchgeführt. 
Das zuerst von Lie gestellte Problem der Kongruenz'°) besteht nach 
Bonnet's Fundamentalsatz°°®) in der Untersuchung, wann sich auf zwei 
Flächen, die willkürlich durch Gleichungen gegeben sind, solche Para- 
meter u, v; u,, v, einführen lassen, dass ihre sechs Fundamentalgrössen 
identisch werden (UIID 1,2, Nr. 34; UIID 3, Nr.22). Notwendig ist dazu, 
dass für die beiden etwa auf ihre Krümmungslinien bezogenen Flächen 
die Gleichungen 
(1) R=R,i=1l2, 

Bor 108 2 0m 1 OR 


ı Be ac 


(2) VE VE on vo oa yo de 


stattfinden; dieselben sind auch hinreichend, denn die Fundamental- 
grössen werden identisch, sobald vermöge der durch (1) bewirkten 











— nur auf den Kurven konstanten Krümmungsmaasses liegen und auch nur da, 
wo die geodätische Krümmung und die geodätischen Abstände dieser Kurven 
von den benachbarten denselben Wert annehmen. — Bei periodischen Flächen 
sind natürlich diese Bedingungen von selbst erfüllt. 

158®) So z. B. bei den aus den Binormalen einer Kurve gebildeten Regel- 
flächen; beachtenswert ist auch das Beispiel bei F. Ahl, Untersuchungen über 
geodätische Linien, Diss. Kiel, 1901, p. 50. 

159) L. Sinigaglia, Sulle superficie ad area minima applicabili su se stesse, 
Giorn. di mat. 36 (1898), p. 172; 37 (1899), p. 171; vgl. auch L. Lecornu, Acta 
math. 10 (1887), p. 201. 

160) Lie, Zur Invariantentheorie der Gruppe der Bewegungen, Leipz. Ber. 
48 (1896), p. 466; Vorlesungen über die Theorie der kontinuierlichen Gruppen, 
bearbeitet von @. Scheffers, Leipz. 1893, p. 710 #.; vgl. auch Scheffers, 2, p. 341, 
der Kongruenz und Symmetrie unterscheidet, 
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Abhängigkeit der «,, v, von den “, v die vier Gleichungen (2) be- 
stehen 1"). 


18. Das Bour’sche Problem. Das zweite Hauptproblem erfordert 
die Bestimmung aller zu einer Fläche isometrischen Flächen, allgemeiner 
aller Flächen eines gegebenen Längenelementes: 


ds —= Edu? + 2 Fdudv + Gdn. 


Abgesehen von speziellen Lösungen desselben!) ist dasselbe zuerst 
durch Bour, Bonnet und Codazzi in Angriff genommen 1%), 

Setzt man mit Bour das Längenelement ds? in der Form 4Adu dv 
voraus (ID 3, Nr.19), so sind die Gleichungen 


+ + 
I 
zu lösen. Durch die Annahme 
0x . 0x ; 
Zu P, 7, = weos6, 75 iq cos 6, 
Pi 6, = ip sin, ig sin 6, 


erhält man für z die Bour’sche Differentialgleichung 1%) mit der singu- 
lären Lösung pgq = 4.16%) Bei seiner zweiten Methode 166) benutzt Bour 
orthogonal-geodätische Koordinaten (HID3, Nr.15) und findet ein 
System von achtzehn Gleichungen zur Bestimmung der Richtungs- 
cosinus eines mit diesem Koordinatensystem fest verbundenen recht- 
winkligen Trieders, als deren Integrabilitätsbedingungen nun die 
Bour - Codazzi’schen Gleichungen auftreten, durch deren Integration 
überhaupt die Lösung zu erfolgen hat. 


161) In dem besonderen Falle der Weingarten’schen Flächen W (UHlD5, 
Nr. 17), bei denen eine Beziehung zwischen R, und R, besteht, ist diese Be- 
trachtung etwas zu modifizieren; vgl. Lie, ibid. p. 714; Scheffers, 2, p. 367; die 
Entscheidung erfolgt übrigens auch hier durch Differentiation und Elimination. 

162) So von Minding, Über die Biegung krummer Flächen, J. f. Math. 18 
(1838), p. 297 u. 365; desgl. 20 (1840), p. 171. 

163) Siehe die Angaben im Litteraturverzeichnis. Gauss hat übrigens nicht 
nur das allgemeine Problem (vgl. Fussn. 1) bereits gestellt, sondern auch zu er- 
ledigen gesucht; Nachlass, Werke 8, p. 447. 

164) Bour, J. &c. polyt. cah. 39, p- 13; in etwas anderer Form bei Bonnet 
cah. 42 (1867), p. 2. 165) Siehe Fussn. 168. 

166) Bour, ibid. p. 17. Bour’s dritte, übrigens nicht viel weiter reichende 
Methode, p. 123, besteht in der Ermittelung allgemeinerer Lösungen aus solchen 
mit willkürlichen Konstanten mit Hülfe der Lagrange’schen Enveloppenbildung 
(II A 5, Nr. 32), 

26* 
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Dini) gab zuerst die Bour’sche Differentialgleichung unter Vor- 
aussetzung eines allgemeinen Längenelementes. In übersichtlicherer 
Form wird dieselbe von Darboux durch Benutzung einer in neuerer 
Zeit vielfach angewandten Transformation entwickelt, der’) in der 
Gleichung 


d2? + dy? = Edu? + 2Fdudv + Gdv? — da? 
1 2 
> ma) +2 le use) anno + (65) 
das Krümmungsmass der rechten Seite gleich Null setzt und so die 
Fundamentalgleichung 
(2) Ay) = (1 — Aa)k 
erhält; jeder reellen Lösung derselben, bei der A(x) < 1 ist, entspricht 
auch eine reelle Fläche des gegebenen Elementes, die dann mit Hülfe 
von Quadraturen gefunden werden kann). 

Die Gleichung (2), auf welche (abgesehen von durch Berührungs- 
transformationen erfolgenden Umformungen) jede andere Behandlung 
des Problems führt, die an die drei auf der sphärischen Abbildung 
beruhenden Codazzi’schen Fundamentalgleichungen (IIID1,2, Nr. 34; 
III D 3, Nr.%) für die Z, M, N") anknüpft, ist von der Monge-Ampere- 
schen Form (II A 5, Nr. 43): 

rt — )+Ar+2B+0t+D=0; 


167) U. _Dini, Giorn. dimat. 2 (1864), p. 282. Bour’s zweite Methode ist da- 
gegen von R. Lipschitz (Berlin, Monatsber. 1882, p. 1077; 1883, p.169 u. 541) unter 
Voraussetzung des allgemeinen Längenelementes vollständig durchgeführt worden. 

168) So schon 1872 im M&moire sur une classe remarquable de courbes et 
de surfaces, 2. &d. Paris 1896, p. 17 und 182; vgl. Darboux, Legons 3, p. 250. 
Dabei zeigt sich auch der Grund für das Auftreten von Bour’s singulärer Lösung: 
verschwindet die Diskriminante von (1), so wird die Form (1) ein Quadrat, was 
natürlich auszuschliessen ist; übrigens ist die Gleichung A(«)—= 1 die bekannte 
partielle Differentialgleichung der geodätischen Linien (III DS, Nr. 18). 

Die Gleichung (2) des Textes (über die Bedeutung der Abkürzungen siehe 
die Darstellung bei Darboux und Bianchi, p. 203) war übrigens, wie Weingarten 
(Festschrift, p. 2) bemerkt, durch Gauss, Disquisitiones art. 11 schon völlig vor- 
bereitet. Eine andere elegante Form der allgemeinen Gleichung (2) entwickelt 
mit Hülfe der Differentialparameter Darboux, Legons 3, p. 259. 

169) Die Gleichung hat also einen grösseren Umfang, wie das gestellte 
Problem. Während nun Darboux dies als unwesentlich betrachtet, sucht Wein- 
garten in seiner Festschrift die beiden Fälle, in denen das gegebene ds? entweder 
gleich dz? + dy?-++dx? oder gleich dz? + dy? — da? wird (letzteres ist eben für 
A(«) > 1 der Fall), zu sondern. 

170) Hat man übrigens aus den drei Codazzöschen Gleichungen die L, M, 
N bestimmt, so erfordert die Ermittelung der x, y, 2 in Funktion der w, v nur 
noch die Lösung einer unbeschränkt integrabelen totalen Riccati’schen Gleichung 
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ihre Charakteristiken sind die Haupttangenkurven der Fläche. Sie 
kann aber nach L. Raffy""'), der direkt an die für das Krümmungs- 
mass und die mittlere Krümmung (die beiden simultanen absoluten 
Invarianten der Formen Edu? +2Fdudv + Gdu? und Ldu? + 
2Mdudv + Nav?) (IB2, Nr.22; HID3, Nr.8) aus den Oodazzi- 
schen Gleichungen folgenden Relationen anschliesst, und Combescure "?), 
der sich kinematischer Betrachtungen bedient, durch eine lineare 
Differentialgleichung vertreten werden. 

Auf die Gleichung (2) lassen sich die Integrationsmethoden der 
Monge- Ampere'schen Charakteristikentheorie nicht zur Anwendung 
bringen, da dieselbe keine Zwischenintegrale besitzt. Weingarten!) 
hat daher eine neue Frundamentalgleichung entwickelt, welche nicht 
wie die früheren auf der sphärischen Abbildung der Flächennormalen, 
sondern auf der der anderen beiden in der Tangentenebene liegenden 
Axen eines mit der Fläche verbundenen rechtwinkligen Trieders be- 
ruht. Wesentlich ist bei dieser Untersuchung die Verwendung einer 
durch Quadratur zu erreichenden, durch invariante Eigenschaften und 
rationale Adjunktion eines orthogonalen Trieders ausgezeichnete, mit 
der curvatura integra zusammenhängenden Form des Längenelementes 
(reduzierte Form von Weingarten) *#). Diese neue Gleichung ist da- 
durch ausgezeichnet, dass sie — wenn überhaupt — immer zwei 
Zwischenintegrale zulässt, und dann nach bekannten Methoden inte- 
griert werden kann (II A5, Nr. 44f.). Dieser bemerkenswerte Fall 
ist freilich nur für die Flächen des Längenelementes 


ds? = v?du? + (lv? + m) dv? 


mit zwei unabhängigen Variabeln (ITA4b, Nr.8); vgl. die Darstellung bei 
Scheffers 2, p. 331 ff.; Bianchi, p. 93. 

171) L. Raffy, Paris soc. math. Bull. 25 (1897), p. 1; vgl. auch Paris, C.R. 
114 (1892), p. 1407. 

172) E. Combescure, Paris, C. R. 105 (1887), p. 434. 

173) Weingarten, Sur la deformation des surfaces, Acta math. 20, p. 159. 
Vgl. @. Ricei, Della equazione fondamentale di Weingarten, Veneto Istit. Atti (7) 
8 (1897), p. 1230. 

174) Weingarten, ibid. p. 166 ff. Eigentlich entwickelt W. zwei Formen 
der Fundamentalgleichung, je nachdem das System der X- oder Y-Axen des 
erwähnten Trieders sphärisch abgebildet wird; er zeigt auch (Note zur Theorie 
der Deformation der Flächen, Acta math. 22 (1899), p. 193) dass ein von @. Hessen- 
berg, Über die Invarianten linearer und quadratischer binärer Differentialformen 
und ihre Anwendung auf die Deformation der Flächen, Diss. Berlin 1898/99, 
Acta math. 23 (1900), p. 121 bemerkter Ausnahmefall, wo diese Abbildung sich 
auf eine Kurve reduziert, nicht gleichzeitig für beide Systeme X und Y ein- 
treffen kann. 
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erfüllt, bei der !, m Konstanten sind; sie lässt sich aber auch noch 
in anderen Fällen durch die Laplace’'sche Methode integrieren (II A 5, 
Nr.53) und erweist sich so überhaupt als die gemeinsame Quelle, 
aus der alle bisher erzielten Resultate (vgl. Nr. 31) über vollständige 
Gruppen der Isometrie hergeleitet werden können. 


Darboux hat die weitere Untersuchung der Fundamentalgleichung 
wesentlich in kinematisch geometrischer Hinsicht entwickelt!"°). Jede 
Bewegung eines ebenen Systems A in seiner Ebene E besteht be- 
kanntlich darin, dass eine mit A festverbundene Kurve &, der Ort 
der momentanen Rotationscentra in A, auf einer festen Kurve von E 
(dem Ort der momentanen Centra in E) abrollt (IV 3, Nr.8). Die 
momentane Bewegung eines Systems im Raume ist freilich keine Rota- 
tion, sondern eine Schraubenbewegung, sie kann aber in zwei Rota- 
tionen um zu einander senkrechte, im allgemeinen windschiefe Axen 
zerlegt werden (IV 2, Nr. 12; IV 3, Nr.18). Schneiden sich diese letz- 
teren, so existiert ein momentanes Centrum '°), und die Bewegung be- 
steht darin, dass eine mit dem räumlichen Systeme A fest ver- 
bundene Fläche & auf einer festen Fläche S sich abwälzt!’), d.h. so, 
dass die zu einander isometrischen Flächen & und S in der gemein- 
samen Tangentialebene mit ihren Flächenelementen mit einander zur 
Deckung kommen. Hiervon ausgehend, kann man sich die Aufgabe 
stellen, zu einer gegebenen Fläche & alle zu ihr isometrischen da- 
durch zu ermitteln, dass man alle korrespondierenden Bewegungen 
dieser Art, d. h. alle Flächen $ bestimmt. Dabei ergiebt sich wieder 
das System der Codazzischen Gleichungen, die damit zugleich eine 
kinematische Deutung erfahren. Auf die weitere Ausführung, die Dar- 
bous« ®) diesen Anschauungen gegeben hat, mit denen sich insbeson- 
dere eine eigentümliche kinematisch-geometrische Analyse von Wein- 
garten’s Arbeit verbindet!”®), kann hier nur hingewiesen werden. 


1 
r 


175) Eine andere, von L. Raffy (Paris soc. math. Bull. 22 (1884), p. 119) ver- 
folgte Methode, die sich der Haupttangentenkurven bedient, benutzt Darbou«, 
Lecons 3, p. 290. 

176) So P. Schönemann, J. f. Math. 90 (1881), p. 44; siehe die Litteratur 
bei Darboux, Legons 1, p. 68. 

177) Siehe A. Ribaucour, Paris C. R. 70 (1870), p. 330. 

178) Darboux, Legons 4, p. 116 ff. In noch allgemeinerer Form hat E. Com- 
bescure die zugleich rollende und gleitende Bewegung einer Fläche & auf einer 
anderen $ untersucht, Sur le döplacement tangentiel de deux surfaces, Ann. &e. 
norm. (3) 5 (1888), p. 49; es ergeben sich dabei auch bisher nicht behandelte 
Probleme der Kinematik (IV 3, Nr. 27). 

179) Siehe Darboux, Legons 4, p. 308—352. 
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19. Allgemeine Sätze über die isometrische Zuordnung und 
Biegung der Flächen. Hält man auf der Fläche F eine Kurve C 
fest, so muss auf jeder Fläche F’, welche zu F so isometrisch ist, 
dass die Punkte von C einander zugeordnet sind, sowohl die absolute 
als auch die geodätische Krümmung von C ungeändert bleiben. 
Daraus geht hervor, dass F’ entweder längs C dieselbe oder eine in 
Bezug auf die Schmiegungsebene von © zur Tangentenebene von F 
symmetrische Tangentenebene haben muss, falls nicht die Schmiegungs- 
ebene von C mit ihrer Tangentialebene auf F zusammenfällt. Und 
so folgt, dass eine stetige Biegung von F* um C unmöglich ist, falls 
nicht © Haupttangentenkurve von F ist (Nr. 32). Dies ergiebt sich 
übrigens auch daraus, dass diese letztere zu den Charakteristiken der 
Fundamentalgleichung gehört '#). 


Soll C dagegen auf einer isometrischen Fläche F’ eine punkt- 
weise vorgeschriebene Gestalt C’ annehmen, so ist das noch auf zwei 
Arten möglich, wenn die absolute Krümmung von C’ in jedem Punkte 
grösser ist, als die geodätische von C im entsprechenden Punkte 18!), 
Sind aber diese beiden Krümmungsgrössen gleich, so muss 0’ Haupt- 
tangentenkurve auf F’ werden: in diesem letzterem Fall ist übrigens 
nach Enneper’s Satz'??) über die Torsion der Haupttangentenkurven 
die Gestalt von CO’ an sich schon völlig bestimmt, und es giebt dann 
unendlich viele zu F isometrische Flächen durch 0’, da nun eine 
stetige Biegung um CO’ noch möglich ist.1%). — Eine Fläche lässt 
sich auf unendlich viele Arten einer isometrischen derart zuordnen, dass 
eine auf F' gegebene Kurve U Krümmungslinie von F’ wird, ete. = 


180) Darboux, Legons 3, p. 252. Daher nennt J. H. Jellett, dem man die 
ersten Untersuchungen über die infinitesimale Biegungsdeformation der Flächen 
verdankt, On the properties of inextensible surfaces, Dublin Trans. 22 (1854), 
p- 359 die Haupttangentenkurven Curves of flexure; Faltungslinien (linee di 
piegamento) bei Bianchi, Lezioni, p. 199. Ein Flächenstück positiver Krüm- 
mung kann also überhaupt nicht gebogen werden, wenn irgend ein Kurvenstück 
auf demselben festgehalten wird. Hinsichtlich der Eigenschaften der Haupt- 
tangentenkurven in Bezug auf stetige Biegung vergleiche man Weingarten, 3. £. 
Math. 100 (1887), p. 306. 

181) So Bianchi, p. 205 in weiterer Ausführung von Darbouz’ Untersuchungen 
Lecons 3, p. 279. 

182) A. Enneper, Math. Ann. 2 (1869), p. 596. Nach Bianchi, p. 127 sind 
die Torsionen der beiden durch einen Flächenpunkt gehenden Haupttangenten- 


kurven stets absolut gleich V _— ,‚ aber von entgegengesetztem Zeichen. 


183) Vgl. Bianchi p. 212; in weiterer Ausführung an einem speziellen Bei- 
spiel Weingarten’scher Flächen A. Razzaboni, Sulla flessione dell’ evoluta del 
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Wir bemerken Bonnet’s Satz!®): Zwei nicht developpabele isome- 
trische Flächen F und F’ sind kongruent oder symmetrisch, wenn 
die eine Schar der Haupttangentenkurven von F der einen von F’ 
zugeordnet ist; er ergiebt sich fast unmittelbar aus den Codazzi’schen 
Gleichungen in Verbindung mit Bonnet’s Fundamentalsatz. Eine Aus- 
nahme machen nur die Regelflächen; sie sind einer stetigen Biegung 
um ihre erzeugenden Geraden fähig. Und zwei Regelflächen R und 
FR sind auch nur dann zu einander isometrisch, wenn ihre Erzeugen- 
den sich entsprechen, falls nicht jede derselben zu einer Fläche zweiten 
Grades Q isometrisch ist, und die Erzeugenden von R und R’ den 
beiden verschiedenen Systemen der Erzeugenden von Q zugeordnet sind 1%), 

Dass eine überall konvexe geschlossene Fläche F nicht gebogen 
werden kann, schloss auf Grund des entsprechenden Cauchy'schen 
Falles über konvexe geschlossene Polyeder‘) schon Lagrange nach 
Cauchy’s Angabe‘). Auch Minding führt den Satz als selbstver- 
ständlich an'®®). Erst Jellett‘?°) zeigte mittelst der Methoden der 
Variationsrechnung, sich auf unendlich kleine „Biegungsdeformationen“ 
beschränkend, dass eine überall konvexe geschlossene Fläche über- 
haupt keine infinitesimale „Biegung“ zulässt. 

In schärferer Weise hat neuerdings Liebmann '”') diese Be- 


catenoide, Giorn. di mat. 28 (1890), p. 154 und B. Calö, Ann. di mat. (2) 21 
(1893), p. 195. 

184) Darboux, Lecons 3, p. 289; Bianchi, p. 213. 

185) O. Bonmet, J. €c. polyt. cah. 41 (1860), p. 210; ibid. cah. 42 (1867), 
p. 27 fordert er noch die Zuordnung beider Systeme der Haupttangentenkurven; 
in der Addition von 1867, p. 36 der allgemeine Satz. 

186) Dieser besondere Fall bei Bonnet, J. &c. polyt. cah. 42, p. 52; in nicht 
richtiger Form wird das Theorem über die Deformation der Regelflächen in 
Paris ©. R. 57 (1863), p. 811 ausgesprochen. Den Fall, dass die Erzeugenden 
einer R bei der Deformation krummlinige geodätische Kurven von R’ werden, 
bemerkte schon Minding, Über die Biegung krummer Flächen, J. f. Math. 18 
(1838), p. 365. Vgl. auch die Darstellung bei Darboux, Lecons 3, p. 235, 287. 

187) A. L. Cauchy, J. €c. polyt. cah. 16 (1813), p. 87. Euklid erklärt be- 
kanntlich Polyeder mit kongruenten Seitenflächen von derselben Anordnung für 
kongruent oder symmetrisch (III A 3). Einseitige geschlossene Polyeder können 
sehr wohl deformierbar sein; ein charakteristisches Beispiel ist R. Bricard’s 
Octaedre articule, J. de math. (5) 3 (1897), p. 113. 

188) Cauchy, Paris, ©. R. 21 (1845), p. 564. Nach Stäckel, Bibl. math. (3) 
2 (1900), p. 122 ist der Satz von Euler schon weit früher behauptet. 

189) F. Minding, J. f. Math. 18 (1838), p. 366. 

190) J. H. Jellett, Dublin Trans. 22 (1854), p. 375; vgl. auch L. Lecornu, 
J. ec. polyt. cah. 48 (1848), p. 1: Sur l’&quilibre des surfaces flexibles et in- 
extensibles. 

191) H. Liebmann, Gött. Nachr. 1899, p. 44; Habilitationsschrift, Leipzig 
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trachtungsweise für Ovaloide, d. h. geschlossene singularitätenfreie, 
einfach zusammenhängende analytische Flächen mit durchweg von 
Null verschiedenem positiven Krümmungsmass durchgeführt. 

Durch die Unmöglichkeit unendlich kleiner Biegungsdeformationen 
wird indess keineswegs die Frage beantwortet, ob nicht zu einem 
Ovaloid isometrische Flächen überhaupt möglich sind. Für die Kugel 
entscheidet dies der Satz von Jellett und Liebmann: Das einzige 
Ovaloid konstanter mittlerer Krümmung ist die Kugel"). 


b. Spezielle Probleme. 


20. Untergruppen, bedingte Biegungen. Es sind bereits in 
Nr. 18, der historischen Entwickelung vorgreifend, die verschiedenen 
Wege geschildert worden, durch welche man gesucht hat, eine all- 
gemeine Lösung des Bour’schen Problems wenigstens in gewissen 
Fällen vollständig zu erreichen. Die nächsten Fortschritte in der 
Lehre von der Isometrie beruhten indessen nicht auf einer Fort- 


1899; Math. Ann. 53 (1900), p. 81, in vereinfachter Form Math. Ann. 54 (1901), 
p-. 505. Erfährt der Punkt ®, y, z des Ovaloids die infinitesimalen Verschie- 
bungen © +28, y-+ en, 2+.£ so wird ein Punkt O (a, db, c) im Innern 
von F, dessen Verbindungslinien mit den Punkten von F bei der Deformation 
von F' invariabel verbunden bleiben, nach dieser Deformation die Koordinaten 
@a-+:.0, b+e.ß, c+ ey erhalten. Die relativen Verschiebungskoordinaten 
a, ß, y repräsentieren die Polfläche; diese liegt ganz im Endlichen und hat 
trotzdem überall ein negatives Krümmungsmass, was einen Widerspruch ent- 
hält. Einen auf anderen Grundlagen beruhenden Beweis giebt D. Hilbert, Über 
Flächen konstanten Gauss’schen Krümmungsmasses, Amer. math. soc. Trans. 2; 
(1901), p. 87; vgl. auch H. Minkowski, Gött. Nachr. 1897, p. 198. Neuerdings 
zeigt Liebmann auch, dass infinitesimale Deformationen geschlossener nicht 
überall konvexer Flächen unter gewissen Umständen unmöglich sind: Über die 
Verbiegung der geschlossenen Ringfläche, Gött. Nachr. 1901, p. 39, und er- 
streckt die Untersuchung auf konvexe Zonen von Rotationsflächen (Leipz. Ber. 
55 (1901), p. 15) zugleich mit dem Nachweis, dass „reguläre‘‘ Isometrieen, d. h. 
solche, bei denen die Koordinaten der transformierten Punkte im ganzen Biegungs- 
gebiet Potenzreihen des Biegungsparameters sind, auf Bewegungen hinauslaufen. 

Übrigens ist auch ein einfach zusammenhängendes singularitätenfreies 
Flächenstück von konstanter positiver Krümmung immer ein Stück einer Kugel- 
fläche, sobald dessen sphärisches Bild einen grössten Kreis völlig in sich enthält 
(Liebmann, Leipz. Ber. 52 (1900), p. 33). Zu solchen Teilen der Kugelfläche giebt 
es also keine isometrischen, während dies z. B. stattfindet, wenn das sphärische 
Bild ganz innerhalb eines grössten Kreises gelegen ist. 

192) J. H. Jellett, Sur la surface, dont la courbure moyenne est constante, 
J. de math. 18 (1853), p. 163. Man vergleiche damit den Satz von D. Hilbert: 
Eine im Endlichen reguläre analytische Fläche ohne singuläre Stellen vom 
Krümmungsmass — 1 existiert nicht, Amer. math. soc. Trans. 2 (1901), p. 87. 
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setzung der von Bour gemachten Versuche, die Fundamentalgleichung 
zu integrieren, sondern betreffen die Bestimmung gewisser Untergruppen 
der allgemeinen Isometrie '”), sowie die Betrachtung einzelner Flächen- 
klassen mit angebbaren isometrischen Zuordnungen. Erst die Unter- 
suchungen Weingarten’s über die Centraflächen der W-Flächen gehen 
wesentlich über diese durch Minding, Bonnet, Codazzi und andere 
eingeschlagene Richtung hinaus. 


21. Die Biegung der developpabelen Flächen. Die Biegung 
spezieller developpabeler Flächen tritt schon frühe, z. B. 1698 bei 
der Untersuchung Jac. I Bernoulli’s über geodätische Linien auf den 
Kegel- und Cylinderflächen auf !%), 

Euler '®) gab zuerst 1771 die allgemeinen Gleichungen der Deve- 
loppabelen unter der Voraussetzung ihrer geradlinigen Erzeugung 
durch die Tangenten einer willkürlichen Raumkurve; bald darauf fand 
Monge '*®) die partielle Differentialgleichung rt— s®®=0 der nach 
Euler durch „Biegung“ der Ebene gewonnenen Flächen. 

Vollständig erledigt wird die Frage nach allen zur Ebene. iso- 
metrischen Flächen implicite erst durch Gauss, bei dem aus der In- 
varianz des Krümmungsmasses folgt, dass bei jeder zu einer Ebene 
isometrischen Fläche ein System geodätischer Linien der ersteren 
geradlinig bleiben muss, diese letztere also wirklich „abwickelbar“ oder 
Tangentenfläche einer Raumkurve ist !°®) (IID5, Nr.3). Einen direkten 
analytischen Beweis dafür, dass jede Fläche mit dem Längenelement 


ds? = du? + dv? 
in diesem Sinne developpabel ist, gab zuerst Bonnet '”). 


193) Solche Untergruppen kann man bedingte isometrische Zuordnungen resp. 
Biegungen nennen. P. Stäckel (Jahrbuch Deutsch. Math.-Verein. 1 (1892), p. 70) 
fasst diesen Begriff allerdings etwas anders. 

194) Jac. Bernoulli, Opera 2, p. 796, 1023; Joh. I Bernoulli, Opera 1, p. 253, 
262. Vgl. auch L. Euler, Petrop. Comm. 3, p. 110, Petersb. 1732; sowie Stäckel, 
Bemerkungen zur Geschichte d. geodät. Linien, Leipz. Ber. 45 (1893), p. 452. 

195) Euler, De solidis, quorum superficiem in planum explicare licet, Petrop. 
Comm. 15 (1772), p. 3. 

196) Monge, Paris, M&m. 9 (1780), p. 382. 

196%) Vgl. Gauss’ eigene Bemerkung in den Gött. gel. Anz. 1827, Werke 4, 
p. 344; desgl. 8, p. 445. 

197) O. Bonnet, Ann. di mat. (2) 7 (1875), p. 61; vgl. auch die Darstellung 
bei Darboux, Legons 1, p. 86, sowie Scheffers 1, p. 278. Nicht analytische Flächen 
des Längenelementes ds? = du? + dv?, welche, ohne überhaupt Regelflächen 
zu sein, zur Ebene isometrisch, aber im Sinne Finsterwalder’s (Deutsche Math.- 
Verein. 6 (1898), p. 61) überall gefaltet sind, bespricht H. Lebesgue, Paris, ©. R. 
128 (1899), p. 1502. 
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Die Transformation auf diese letztere Form ergiebt sich bei der 
durch ihre Rückkehrkurve (aröte de rebroussement) gegebenen Deve- 
loppabelen leicht!?). Ist allgemein für das Längenelement 


ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv 


das Krümmungsmass gleich Null, so folgt sie nach Darboux'”) mit 
Hülfe von Beltrami’s Ausdruck für die integrierenden Faktoren der 
komplexen Faktoren von ds? (III D 3, Nr. 19) ebenfalls durch Quadra- 
turen; erst durch diese Betrachtung ist die Frage in dem durch Gauss 
angedeuteten Sinne endgültig erledigt. 


22. Isometrie und Biegung der Regelflächen. Die allgemeinen 
Verhältnisse bei der Isometrie der Regelflächen R sind schon in 
Nr. 19 besprochen. Durch kinematische Betrachtungen wurde zuerst 
Minding ®°) dazu geführt, die Flächen R mit Erhaltung der Erzeugen- 
den stetig zu verbiegen ( Minding’sche Biegung der R). 

Sind 

<=5+us, y antun, eher Ba a 4 
die Koordinaten der R, &,n, € die nur vom Parameter » abhängen- 
den Koordinaten der Leitlinie, &,, 71, & die Richtungseosinus der Er- 
zeugenden, so ist: 


ds? = (a + 2ßu + yu?) dv? + 2edudv + du?, 


und man erhält aus der Bedingung für die Isometrie der Fläche Ri 
mit den entsprechenden Koordinaten 


X==Z+u2, Y=H+uH, Z=Z-+uZ, 
die Funktionen =, H, Z durch Quadraturen, wenn man in 
ZZ, =cospcosy, H,=cospsiny, Z,=sinp 


p als willkürliche Funktion von v annimmt. Während Bonnet er 
im wesentlichen Minding’s Verfahren reproduziert, giebt Bour ®%2) eine 
eingehendere Analyse der bei der Biegung eintretenden Möglich- 
keiten. Die Biegung kann so erfolgen, dass die Erzeugenden denen 
eines gegebenen Leit- oder Direktorkegels (II D 5, Nr.2) parallel werden a), 


198) So wohl zuerst Liowville in den Applications von Monge, Note IV, 
p. 583; vgl. Darboux, Legons 1, p. 84. 

199) Darboux, Lecons 3, p. 221. 

200) Minding, Über die Biegung gewisser Flächen, J. f. Math. 18 (1838), 
p- 297. Vgl. D. Oodazzi’s Preisschrift 1859, Paris M&m. [6tr.] 27 (1872), p. 17, 39. 

201) O. Bonnet, J. &c. polyt. cah. 32 (1848), p. 111. 

202) E. Bour, J. ec. polyt. cah 39 (1862), p. 1. 

203) Bour, ibid. p. 31, 44, 55. 
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oder in Hauptnormalen des Bildes einer Orthogonaltrajektorie der Er- 
zeugenden der gegebenen R übergehen). Ausgeführter sind ausser 
Enneper's Untersuchungen, die sich an .Bonnet’s Einführung der 
Striktionslinie der Regelflächen anschliessen ?®), Beltrami’s”®) auf eine 
grosse Zahl von Biegungen unter vorgeschriebenen geometrischen Be- 
dingungen sich erstreckenden Resultate, die auch methodisch weiter 
führen, als das Verfahren von Minding. So kann jede geodätische 
Linie von R zur geraden Leitlinie der R’,?”) jede beliebige auf R 
liegende Kurve eben ?°®) oder Haupttangentenkurve ®°) oder Krümmungs- 
linie (wenn sie nicht Orthogonaltrajektorie der Erzeugenden von R 
ist) 210) auf R’ werden; alle diese Einzelprobleme subsumieren sich 
übrigens, wie Beltrami bemerkt, unter allgemeinere. 

Insbesondere existieren immer zwei?!) mit Parallelismus der Er- 
zeugenden auf einander bezogene isometrische Regelflächen; es ist aber 
nicht möglich, diese beiden Flächen durch eine Minding’sche Biegung 
in einander überzuführen ?"?). 

Dinv’s Untersuchungen beschäftigen sich mit den durch Wein- 
garten’s Sätze (Nr. 31) wichtig gewordenen W-Regelflächen *"?) (III D5, 
Nr.18). Wir erwähnen endlich noch die zu Rotationsflächen isome- 
trischen R; abgesehen von gewissen R mit imaginären Erzeugenden 
erhält man nur die Biegungsflächen der Minimalschraubenfläche und 
des Rotationshyperboloids ?'%). Die zu Flächen konstanter Krümmung 


204) Bour, ibid. p. 52. 

205) A. Enmeper, Zeitschr. Math. Phys. 9 (1864), p. 391. 

206) E. Beltrami, Sulla flessione delle superficie rigate, Ann. di mat. (1) 7 
(1866), p. 105, Opere 1, p. 208. 

207) Beltrami, Ann. di mat. ibid. p. 109. 

208) ibid. p. 119. 

209) ibid. p. 112. 

210) ibid. p. 134. ir 

211) Beltrami, ibid. p. 115. Vgl. Darboux, Legons 3, p. 299. 

212) Dass jene beiden Flächen (ebensowenig wie im analogen Falle zwei 
zu einander symmetrische) durch jene Biegung nicht auf einander abgewickelt 
werden können, zeigt Darboux Legons 3, p. 302. 

213) U. Dini, Sulle superficie gobbe, nelle quali uno dei due raggi di curva- 
tura principali & una funzione dell’ altro, Ann. di mat. (2) 7 (1866), p. 203; 
die einzigen Flächen dieser Art sind — bei der Beschränkung auf reelles — 
die auf die Minimalschraubenfläche abwickelbaren, ibid. p. 208; vgl. Biancht, 
p. 382. Mit diesen Flächen beschäftigen sich auch Bonnet, J. ec. polyt. cah. 42, 
p- 104; Beltrami, Ann. di mat. (2) 7, p. 139. 

214) In ausgeführter Untersuchung bei Darboux, Legons 3, p. 230; der dort 
nicht berücksichtigte Fall derjenigen R, deren Erzeugende Minimalgerade sind, 
lässt sich leicht mit Hülfe von Fussn. 215 erledigen. 
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isometrischen R sind entweder developpabel, oder Flächen, deren Er- 
zeugende Minimalgerade sind?"). 


23. Die Biegung der Rotationsflächen. Wird eine Rotations- 
fläche auf ihre Meridiankurven v» = const. und ihre Parallelkreise 
“== const. bezogen, so lässt sich ihr Längenelement immer in die 


Gestalt?!) a 
= du v 


setzen, und dies ist zugleich die charakteristische Form, auf welche 
das Element jeder zu einer Rotationsfläche isometrischen gebracht 
werden kann. Nach Nr. 15 ist eine Fläche des Elementes 


d®—= Eduw +2 Fdudv + G dv? 


isometrisch zu einer Rotationsfläche, wenn die Linien konstanten 
Krümmungsmasses geodätisch parallel und zugleich von konstanter 
geodätischer Krümmung sind (was stets durch Differentiation und Eli- 
mination entschieden werden kann); diese entsprechen dann den Parallel- 
kreisen ?!°®), In anderer Ausdrucksweise heisst dies nach Massieu ?"”), 
dass die partielle Differentialgleichung der geodätischen Linien *"®) 


(III D 3, Nr. 18): 
A0)=1 


ein homogenes lineares Integral haben muss. M. Levy bemerkt?'?), 
dass alle Flächen, deren E, F, @ homogene Funktionen der Para- 
meter u, v vom Grade — 2 sind, zu Rotationsflächen isometrisch 


215) Auf diese letzteren weist Stäckel hin, Leipz. Ber. 48 (1896), p. 481; 
Scheffers 2, p. 228 bestimmt ihre Koordinaten durch Quadraturen. 

216) In Bezug auf die Minimalkurven ist also ds? = f(wW + v’) dw dv. 

216°) Allgemeiner ist der für den vorliegenden Zweck nicht unmittelbar 
verwendbare Satz Beltramis: Eine Fläche ist isometrisch zu einer Rotations- 
fläche, wenn sie eine Schar von Parallelkurven mit jeweilig konstanter geodäti- 
scher Krümmung enthält, Giorn. di mat. 3 (1865) = Öpere 1, p. 181, der noch 
in mehrfachen Formen ausgesprochen werden kann, ibid. p. 182. 

217) F. Massieu, These Paris 1861; vgl. Darboux, Legons 3, p. 29 fl.; vgl. 
auch M. Levy, Paris, C. R. 86 (1878), p. 463 u. 947. 

218) Siehe Gleichung (1) in Nr. 9. 

219) M. Levy, Paris, C. R. 87 (1878), p. 788. Ist der Grad der homogenen 
Funktionen nicht gleich — 2, sondern irgend eine andere ganze oder gebrochene 
Zahl, so ist die Fläche zu einer 00° Biegungsgruppe von Spiralflächen (ID 5, 
Nr. 7) isometrisch. Diese merkwürdigen, gleichzeitig von Lie, Archiv for Math. 
og Naturvidensk. 3 (1878), p. 460, betrachteten Flächen untersucht ausführlich 
bereits K. Peterson (Peterson, p. 87); daselbst auch die Unterscheidung zwischen 
Rotations- und Spiralflächen nach dem Grade der homogenen Funktionen E, 
F, G. — Übrigens sind auch alle Flächen, deren E, F, G Funktionen von 
«u + ßv sind, zu Rotationsflächen isometrisch, 
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sind. — Es sei endlich hier (vgl. Nr. 32) erwähnt, dass die zu Rota- 
tionsflächen isometrischen die einzögen sind, welche eine infinitesimale, 
mithin auch oo! endliche kontinuierliche Transformationen in sich zu- 
lassen, d. h. in sich gebogen werden können ?°°), 

Minding bestimmte bereits die Biegungsgruppe der Rotations- 
flächen mit dem Biegungsparameter a:?°') 





= aU cos —, y-aUsin—, :- / Vi ZaH (Foau, 


bei der Meridiane und Parallelkreise wieder in solche übergehen. 
Jede durch Schraubenbewegung aus einer Raum- oder ebenen 
Kurve entstehende Schraubenfläche (II D 5, Nr.5) ist zu einer Rota- 
tionsfläche isometrisch. Bour stellte zuerst die vollständige Biegungs- 
gruppe aller zu ein und derselben Rotationsfläche isometrischen 
Schraubenflächen mit zwei willkürlichen Biegungsparametern a, b 
auf?””), Die Koordinaten der letzteren sind für die Rotationsfläche 


z= Ucosv, y=Usinv, 2 / Vvi-Drau 
gegeben durch: 





X=ayU?—b? cos 3), 


a 
IT [0-9 
Y=ayU?—P? sin 2), 
Z=bv+Y, 


wo 9, » zwei durch Quadratur aus U zu bestimmende Funktionen 
von u sind. 


24. Isometrie mit Erhaltung der Krümmungslinien respektive 
der Hauptkrümmungsradien. Die Rotationsflächen lassen sich stetig 
so biegen, dass ihre Krümmungslinien Krümmungslinien bleiben, 
und jede Fläche, deren Krümmungslinien den Parallelkreisen und 


220) Vgl. Bianchi, p. 321. 

221) F. Minding, J. f. Math. 18 (1838), p. 367. Ausser diesen Minding- 
schen Biegungen giebt es keine anderen, welche Rotationsflächen in Rotations- 
flächen verwandeln, den Fall ausgenommen, wo die Rotationsfläche von kon- 
stanter Krümmung ist (UIID 5, Nr.33). M.d’Ocagne bestimmt den geometrischen 
Charakter der Meridiankurven der gebogenen Flächen, Paris soc. math. Bull. 21 
(1893), p. 85. Erweiterungen namentlich in Bezug auf die Deformation be- 
stimmter Kurven auf Rotationsflächen bei @. Pirondini, Ann. di mat. (2) 18 
(1890), p. 206. 

222) Bour, J. &c. polyt. cah. 39 (1862), p. 82; vgl. auch U. Dini, Ann. di 
mat. 1 (1865), p. 26, sowie in Rücksicht auf die Vollständigkeit der Gruppe die 
Bemerkungen von Stäckel, Math. Ann. 49 (1896), p. 256. Übrigens fand Minding 
(J. f, Matlı. 19 (1839), p. 376) alle in die Kugel verbiegbaren Schraubenflächen, 
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Meridianen einer zu ihr isometrischen Rotationsfläche sich zuordnen 
lassen, ist selbst eine Rotationsfläche ?*). 

Die allgemeine Frage, wann Flächen stetig so gebogen werden 
können, dass ihre Krümmungslinien dabei Krümmungslinien bleiben, 
untersuchte zuerst Codazzi?*). Er fand ausser den Developpabelen 
die Gruppe der surfaces moulures oder Gesimsflächen (II D 5, Nr. 13), 
aber erst Bour 235) bestimmte diese Biegungsgruppe mit dem Para- 
meter a: 


‚= 2 cos (au) + [Usin (au) du, 
—_ sin (au) ze cos (au) du, 


RATE. 


Bonnet ??®), der Codazzi’s Problem allgemein behandelte, zeigt, dass 
ausser dieser Gruppe noch bestimmte isometrische Flächenpaare (vgl. 
Nr. 34) vorhanden sind, die sich mit Erhaltung der Krümmungslinien 
entsprechen. Und hieran schliesst sich das zweite Problem Bonnet’s ?"), 
die Bestimmung aller Flächen, die mit Erhaltung der Hauptkrümmungs- 
radien zu einander isometrisch sind. Auch hier können oo! Flächen 
vorhanden sein, welche eine Biegungsgruppe bilden; letztere besteht 
entweder aus den Flächen konstanter mittlerer Krümmung (III D5, 
Nrr. 35, 36), und jede Fläche dieser Art gehört einer solchen Gruppe 
an, oder einer anderen Gruppe von oo! Flächen, die erst von Hazzi- 
dakis explicite durch Quadraturen dargestellt wurde); endlich giebt 


223) O. Bonnet, J. €c. polyt. cah. 42, p. 25. 

224) D. Codazzi, Intorno alle superficie le quali deformandosi ritengono le 
stesse linee di curvatura, Ann. di mat. (1) 7 (1857), p. 410. 

225) E. Bour, J. €c. polyt. cah. 39, p.88. Diese Gesimsflächen (vgl. Peter- 
son p. 62) werden durch eine ebene Kurve erzeugt, deren Ebene ohne zu 
gleiten sich auf einer Cylinderfläche abwickelt, zum Unterschiede von den 
allgemeinen moulures (superficie modanate), bei denen der Cylinder durch die 
Tangentenfläche einer Kurve ersetzt wird. Das Längenelement der Gesims- 
flächen ist ds? = du? + (U— V)?dv?, vgl. z. B. Darboux, Lecons 1, p. 104. 
Man vgl. auch L. Raffy, Determination de toutes les moulures, applicables sur 
les surfaces de revolution, Paris soc. math. Bull. 19 (1891), p- 34. 

226) Bonnet, J. &c. polyt. cah. 42, p. 58 u. 65. 

227) Bonnet, ibid. p. 73. 

228) J. N. Hazzidakis, J. f. Math. 117 (1896), p. 42; vgl. auch Servant, Sur 
la deformation des surfaces, Paris soc. math. Bull. 29 (1901), p. 142. Über frühere 
Versuche, die von Bonnet nicht vollständig bestimmte Flächenklasse zu charak- 
terisieren vgl. M. Chini, Giorn. di mat. 27 (1889), p. 107; L. Raffy, Paris soc. 
Bull, math. 21 (1893), p. 70 
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es auch noch, abgesehen von gewissen imaginären Kegelflächen, be- 
sondere isometrische Flächenpaare dieser Art??#®), 

Das Problem der moulures ist übrigens von Goursat zur Bestim- 
mung derjenigen Flächen verallgemeinert, welche eine Biegung zu- 
lassen, bei der eine Schar paralleler Ebenen wieder in eine solche 
übergeht; auch hier lassen sich die Koordinaten dieser Flächen durch 
Quadraturen darstellen ??°). 


25. Isometrie mit Erhaltung konjugierter Systeme. Die in 
der vorigen Nr. betrachteten Flächen, welche mit Erhaltung der Krüm- 
mungslinien sich isometrisch entsprechen, gaben ein erstes Beispiel 
soleher Gruppen, die mit Erhaltung konjugierter Systeme (UI D1,2, 
Nr. 37; III D 3, Nrr, 3,37) zu einander isometrisch sind. Nach Nr. 2 
haben zwei isometrische Flächen F und F’ ein gemeinsames kon- 
jugiertes System?*®). Haben aber drei zu einander isometrische 
Flächen ein gemeinsames System dieser Art, so lässt sich jede der- 
selben durch stetige Biegung in die beiden anderen überführen, wobei 
das genannte System unverändert bleibt. Diesen schon von ‚Peterson *®) 
1868 ausgesprochenen Satz beweist E. Cosserat””') im Anschluss an 
die von Bonnet bei den mit Erhaltung der Krümmungslinien bieg- 


228*) Bonnet, ibid. p. 82. 

229) E. Goursat, Amer. Journ. 15 (1892), p. 1; vgl. P. Adam, Paris soc. 
math. Bull. 24 (1896), p. 28. 

229°) Über eine charakteristische Eigenschaft der Codaze’schen Gleichungen 
in Bezug auf dieses gemeinsame System konjugierter Kurven bei zwei isometri- 
schen Flächen vgl. @. Königs, Paris, C. R. 110 (1893), p. 596. Dieses System 
ist allerdings nicht immer reell; A. Voss führt daher Math. Ann. 46 (1895), p. 101 
ein für je zwei solche Flächen „charakteristisches‘ gemeinsames Koordinaten- 
system ein, das stets reell wählbar ist. 

230) Peterson nennt p. 59 solche konjugierte Systeme Hauptbiegungslinien. 

231) E. Cosserat, Sur les congruences de droites et sur la th&orie des surfaces, 
Toulouse Ann. 7 (1893), Nr. 45. Dabei ergeben sich bemerkenswerte Zusammen- 
hänge mit der Theorie der Strahlensysteme. Das gemeinsame konjugierte System 
zweier isometrischer Flächen kann auf keiner derselben beliebig angenommen 
werden, sondern hat nach A. Ribaucour zum sphärischen Bilde das der Deve- 
loppabelen einer eyklischen Kongruenz (Nr. 13), ibid. Nr. 53; das sphärische Bild 
eines Netzes konjugierter Kurven, das auf o0! isometrischen Flächen sich erhält, 
ist das der Developpabelen einer eyklischen Kongruenz, die zugleich eine Ribau- 
cour’sche ist; vgl. auch E. Cosserat, Paris, C. R. 113 (1891), p- 460, sowie die 
Darstellung bei Stäckel, Biegungen und konjugierte Systeme, Math. Ann. 49 
(1896), p. 272. Nach Bianchi, Sopra aleune nuove elassi di superficie, Ann. di 
mat. (2) 18 (1890), p. 320 (vgl. auch Bianchi, p. 337) sind diejenigen Flächen, 
die mehr als ein konjugiertes System zulassen, das bei einer Isometrie konju- 
giert bleibt, also einer stetigen Biegung fühig sind, die associierten Flächen 
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baren Flächen angewandten Methoden. Ein ausgezeichnetes Beispiel 
für diesen Fall bietet ausser den soeben erwähnten Flächen die aus 
den ein konjugiertes System geodätischer Linien enthaltenden Voss- 
schen ??) Flächen (III D 5, Nr.39) bestehende Gruppe (spezielles Bei- 
spiel einer Gruppe von Schraubenflächen bei Stäckel ?°®)); sowie die 
gleich zu betrachtenden Translationsflächen. 


26. Die Translationsflächen, vgl. IIID5, Nr.6. Mit den Flächen: 
s=U+J4,, y-=UD,+J,, =U, +), 

bei denen U, V nur von u, resp. v abhängige Funktionen sind, scheint 
sich zuerst Peterson?®*) beschäftigt zu haben. Damit eine isometrische 
Translationsfläche existiere, müssen die Quadrate der Ableitungen der 
U, V je einer homogenen linearen Gleichung mit gewissen Koeffi- 
zienten genügen ?®°). 

Insbesondere können auch stetige Biegungen, bei denen das kon- 


(siehe Nr. 32 des Textes) derjenigen, deren Krümmungsmass in Haupttangenten- 


kurvenparametern von der Form — 0 ist. 


232) A. Voss, Über diejenigen Flächen, auf denen geodätische Linien ein 
konjugiertes System bilden, München, Ber. 1888, p. 96; E. Cosserat, Toulouse 
Ann. 7 (1893), Nr. 56; L. Bianchi, Roma Lincei Rend. (5) 1 (1892), p. 41. 
Durch die Betrachtung gewisser Strahlensysteme gelangte ©. Guwichard zu den- 
selben Flächen, Surfaces rapportees ä& leurs lignes asymptotiques et congruences 
rapportees ä& leurs developpables, Ann. @c. norm. (3) 6 (1889), p. 333; ferner: 
Sur les surfaces qui possedent un reseau de geodesiques conjugu6es, Paris, C. R. 
110 (1890), p. 995; Sur la deformation des surfaces, J. de math. (5) 2 (1896), 
p. 174. Man vgl. auch die weitergehenden Untersuchungen von Guichard, Sur 
les reseaux conjugues, dont les courbes d’un systöme sont geodesiques, Paris, 
C. R. 128 (1899), p. 599, Sur les surfaces de M. Voss, Paris, C. R. 129 (1899), 
p. 23, sowie Darboux, Legons 4, p. 101. Übrigens liefern diese stetigen Bie- 
gungen nicht immer verschiedene Flächen. Unter den Minimalflächen lässt 
nur die gemeine Schraubenfläche ein konjugiertes System geodätischer Kurven 
zu, aber auf unendlich viele Arten, vgl. A. Razzaboni, Sulle superficie, sulle 
quali due serie di geodetiche formano un sistema conjugato, Bologna Mem. (4) 
9 (1889), p. 765. 

233) P. Stäckel, Über Biegungen und konjugierte Systeme, Math. Ann. 49 
(1896), p. 283. Die Klasse der Voss’schen Flächen wird übrigens auch schon 
von Peterson (Peterson, p. 66) erwähnt. 

234) Peterson, p. 68 ff. 

235) Peterson, ibid. p. 69. Zu der Fläche 


s=U+/, y=U+9,, 2=U, +7, 
gehört dann stets auch: 
X-1U 4, Yarl, 4, Ze 4 


mit geeigneten konstanten Werten der A, u, v. 
Encyklop. d. math, Wissensch. III 3. 27 
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jugierte System der „erzeugenden Kurven“ sich erhält, vorhanden sein, 
so bei der von Peterson angegebenen Gruppe: 


:- [Yı-%a 
a 
y- [ Vı-wiaau 


. z=aU+! 


mit dem Biegungsparameter a. ”°°) 

Für die Auffindung einfacher Untergruppen der Biegung scheint 
sich überhaupt noch ein weites Gebiet zu eröffnen. Es seien hier nur 
noch die Gruppe von tetraedralen Flächen: 


z—=A(a+u)”(a+v)” 
y-Bo+nW" +9" 
2e=((c+u)”(c+v)” 
mit den Bedingungen: 
Ad + Bub + Od=m; 0,1254 
(wo die m; gegebene Konstanten) ””), sodann die Biegungen der Flä- 


chen zweiten Grades erwähnt, welche Peterson”) aus den stetigen 
Deformationen der allgemeinen Flächenklasse 


z=UV, y=UTWV, 2=U, 





herleitet. 


27. Die Minimalflächen. Über die allgemeine Theorie der 
Minimalflächen vgl. man IIID 5, Nrr. 19—23. 
Die Translationsfläche F' 


«=U,+Vı 
y=U,+P, 
eu, +, 


ist unter den Bedingungen 


236) In etwas anderer Form bei Peterson, p. 71; siehe auch L. Bianchi, 
Giorn. di mat. 16 (1878), p. 267. Man sehe ferner die ausführlichen Unter- 
suchungen über die Biegung der Translationsflächen von @. Pirondini (1889); 
Ann. di mat. (2) 17 (1890), p. 228; Translationsflächen mit ebenen Erzeugenden 
bilden nur dann eine stetige Gruppe dieser Art, wenn die Ebenen der Kurven 
auf einander senkrecht stehen; P. Adam, Paris soc. math. Bull. 23 (1895), p. 204; 
vgl. auch P. Stäckel, Math. Ann. 44 (1893) p. 564. 

237) G. Trzitzeica, Paris, C. R. 128 (1899), p. 1276; Th. Egorow, ibid. 132 
(1901), p. 302. 

238) Peterson, p. 72; vgl. R. Mlodzieiowski, Sur la deformation des surfaces, 
Paris soc. math. Bull. (2) 15 (1891), p. 97. 
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U?+ U2+ Br! V?+ V2+ Pau 


eine Minimalfläche, und umgekehrt lassen sich auch alle Minimal- 
flächen auf diese Weise ausdrücken. Alsdann sind aber auch 

xa, ee, + e-iey, 

Y=e«U, + e-'ey, 

Z=EeU, + eieV, 
die Koordinaten einer durch stetige Biegung aus F’ hervorgehenden 
Gruppe associierter Minimalflächen mit dem Biegungsparameter «, und 
hierdurch sind zugleich alle zu der gegebenen Fläche F isometrischen 
Minimalflächen gegeben ?), 


Insbesondere entsteht für «— m/2 Bonnet’s >40) konjugierte Minimal- 
fläche mit den Koordinaten: 


Be N) 
Yy=i(, —V,) 
at (D, Zu P;), 
und es wird vermöge der Gleichungen 
X=2c00o8«a +2, sin « 
Y=ycos« + y, sin « 
Z=2c080 + 2, sine: 
dXdz + dYdy + dZdz = ds? cos? ec, 


d. h. korrespondierende Tangenten associerter Minimalflächen bilden 
einen konstanten Winkel mit einander. Bei dieser merkwürdigen ste- 
tigen Biegung beschreibt jeder Punkt der Gruppe eine Ellipse, und 
nach Darboux ist dies der einzige Fall ‚ in dem bei einer Biegungs- 
gruppe überhaupt Kegelschnitte entstehen können nn: 

Bour”) untersuchte die zu Rotationsflächen isometrischen Minimal- 


239) Nach O. Bonnet, J. &e. polyt. cah. 42, p.8, 73, sind zwei Flächen, die 
isometrisch mit parallelen Tangentenebenen einander sich zuordnen lassen, immer 
Minimalflächen (Nr. 12); umgekehrt lassen sich zwei isometrische Minimalflächen 
immer in eine solche Lage bringen, dass sie dasselbe sphärische Bild besitzen, 
denn diese Abbildungen sind konform und zugleich müssen in korrespondierenden 
Punkten die Hauptkrümmungshalbmesser denselben Wert besitzen. Die Formeln 
für X, Y, Z im Texte giebt schon Peterson, p. 67 u. 72, allerdings ohne den von 
H. A. Schwarz, Miscellen aus dem Gebiet der Minimalflächen, J. f. Math. 80 
(1875), p. 286 gegebenen Beweis, dass damit alle Minimalflächen erschöpft sind. 

240) O. Bonnet, Paris, C. R. 37 (1853), p. 529; surface adjointe bei Dar- 
boux, Legons 1, p. 323. 

241) Darboux, Legons p. 332; vgl. eine Bemerkung von P. Stäckel, Deutsche 
Math.-Verein. 1 (1892), p. 70. 

242) E. Bour, J. &c. polyt. cah. 39, p. 99; daselbst auch p. 103 die end- 
lichen Gleichungen dieser Minimalflächen. 

27* 
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flächen; bei ihnen werden die Krümmungslinien unter konstantem 
Winkel von den Bildern der Meridiankurven geschnitten. Nach 
Schwarz**?) muss für diese Flächen die Funktion F(s) in den Weier- 
strass’schen Formeln (vgl. IID5, Nr.21) von der Form Os” (wo m 
eine reelle Konstante) sein. Die Bedingung, dass eine Fläche überhaupt 
isometrisch ist zu einer Fläche konstanter mittlerer Krümmung, ist nach 
Raffy**) in invarianter Form: 


A, log (h? — k) = 4k. 


1I. Die Flächen konstanter von Null verschiedener Krümmung. 


28. Die Flächen konstanten Krümmungsmasses (IIID5, Nrr. 32 
—35). Die Flächen k —= const. haben in Bezug auf ein geodätisches 
Polarkoordinatensystem von Gauss (UI D5, Nr.15) das Längen- 
element °**°): 

1 
ds? = du? + R? sin? 5 av; km 


ds? = du? + R? sin? hyp. (3 )av; A 


Schon Minding**®) bestimmte die Rotationsflächen konstanter Krüm- 


243) H. A. Schwarz, Miscellen, J. f. Math. 80 (1875), p. 296; dort auch 
eine synthetische Untersuchung über die Isometrie der Minimalflächen zu 
Rotationsflächen. 

244) L. Raffy, Sur une transformation des formules de Oodazzi et sur les 
caracteres specifiques des surfaces applicables sur les surfaces ä& courbure 
moyenne constante; Paris soc. math. Bull. 20 (1892), p. 47. Nach Bianchi (Biancht, 
p. 38) ist für A — 0 die betreffende Bedingung zuerst von @. Ricci gegeben: 
Eine Fläche ist nur dann isometrisch zu einer Minimalfläche, wenn ihr ds? durch 
Multiplikation mit Y—% in das einer Developpabelen übergeht. — Man vgl. 
damit analoge Untersuchungen von L. Raffy über Spiralflächen, Paris, C. R. 112 
(1891), p. 1850; Paris soc. math. Bull. 19 (1891), p. 65 und J, &c. norm. (3) 9 
(1892), p. 150. 

245) Eine Fläche mit konstantem % ist nach Oauchy bestimmt durch einen 
ihrer Streifen (II A 5, Nr.34); eine Ausnahme findet nur statt, wenn die Tan- 
gentenebenen des Streifens mit den Schmiegungsebenen seiner Kurve zusammen- 
fallen; für k> 0 ist eine reelle Auflösung dann unmöglich; für k<[0 giebt es 
oo viele, wenn die Torsion der Kurve konstant ist. Jedes Paar von reellen 
Kurven mit den Torsionen +1 und —1, die von einem Punkte mit gemein- 
samen Schmiegungsebenen ausgehen, a eine solche Fläche; vgl. A.V. Bäck- 
lund, Lunds Universitets Ärsskrift 19 (1883), p.19; Bianchi, Roma Lincei Rend. 
(1894); Bianchi, p. 446. 

246) Minding, J. f. Math. 19 (1839), p. 378, in völliger Ausführung aller- 
dings nur für k—= — 1; vgl. indes Bd. 18, p. 367. Alle Fälle k = const. bei 
Liowville, in den Applications (1850), p. 597, 
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mung; mit Ausnahme der Kugel und der Pseudosphäre (Rotations- 
fläche der Traktrix) sind sie durch elliptische Funktionen darstellbar. 
Wählt man für k—= — 1/R? zu Koordinaten die zu einer geodätischen 
u= (0 senkrechten geodätischen Linien » = const., und deren Ortho- 
gonaltrajektorien u = const., so ist das Längenelement: 


(1) ds’ = R? (du? + cos? hyp. u dv?) 


(hyperbolischer Typus von Beltrami)*"); den elliptischen Typus bildet 
das auf ein Gauss’schen Polarkoordinatensystem bezogene Element: 


(2) ds’ = R? (du? + sin? hyp. u dv?); 
der parabolische endlich: 
(3) ds? = R? (du? + edv?) 


entspricht dem Falle, wo statt der geodätischer Linie v—= 0 bei 1) 
eine Kurve von der konstanten geodätischen Krümmung 1: R (ein 
Grenzkreis) **?) gesetzt ist. 

Die entsprechenden Rotationsflächen negativer konstanter Krüm- 
mung zeigen bei (1), (2) eine kegelförmige resp. hyperbolische Gestalt; 
im Falle (3) ergiebt sich die Traktrix. Diese drei Typen sind zwar 
nach Nr. 15 isometrisch, aber natürlich nicht so, dass etwa die 


Parallelkreise dabei zugeordnete Linien sein können. — Die Rotations- 
flächen k = 1/R? sind von spindelförmigem oder ringförmigem 
Typus *°). 


Die durch Bour’s und Minding’s?®) Arbeiten implieite bekannten 
Schraubenflächen k = const. bestimmte zuerst .Dimi >!) vollständig. 
Enneper?°?) stellte sich die Aufgabe, die Flächen k — const. mit einem 
System ebener Krümmungslinien zu bestimmen; die Ebenen der letz- 
teren gehen durch eine Axe, die Krümmungslinien des anderen 
Systems liegen auf Kugeln, deren Centra sich auf dieser Axe be- 
finden. Auch diese Enneper’schen Flächen (näher untersucht in den 


247) E. Beltrami, Sulla superficie di rotazione, che serve di tipe alle super- 
ficie pseudosferiche, Giorn. di mat. 10 (1872), p. 147. 

248) Der Zusammenhang dieser speziellen Abbildungen mit den Fragen 
der nichteuklidischen Geometrie kann hier nicht weiter berührt werden, man vgl. 
II A 1. 

249) Vgl. z. B. Bianchi, p. 193. 

250) Die 00°? zu einer Kugel isometrischen Schraubenflächen bei Minding, 
J. f. Math. 19, p. 376. 

251) U. Dini, Ann. di mat. (2) 7 (1865), p. 25; vgl. auch die Angaben bei 
Bianchi, p. 466. 

252) A. Enneper, Analytisch-geometr. Untersuchungen, Gött. Nachr. 1868, 
p. 258, 421. 
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Dissertationen von Bockwoldt”°®) und Lenz”°*)) führen auf elliptische 
Funktionen. Schwieriger ist das von Enneper nicht völlig be- 
handelte Problem der Flächen mit einem System sphärischer Krüm- 
mungslinien, das von Dobriner?®®) mit Hülfe der Thetafunktionen von 
zwei Variabeln auf Quadraturen zurückgeführt wurde; auch hier liegen 
die Centra der zugehörigen Kugeln auf einer Geraden. 


29. Die Flächen konstanter negativer Krümmung. Vgl. 1IID5, 
Nr. 35. Da die allgemeine Lösung der partiellen Differentialgleichung 
der Flächen konstanter Krümmung sich bisher nicht hat finden lassen, 
so richtete sich die weitere Untersuchung der Isometrie und Biegung 
der Flächen konstanten Krümmungsmaasses auf das Transformations- 
problem, d. h. die Aufgabe, aus einer bekannten Fläche dieser Art 
neue durch explicite Prozesse zu gewinnen. 


Von besonderer Bedeutung für die Transformation der Flächen 
eines negativen konstanten %k ist der von A. Ribaucour 1870 ge- 


fundene Satz ®%), dass die in den 'Tangentenebenen der Fläche 
k= — um den Berührungspunkt mit R beschriebenen Kreise ein 
oo! System von Flächen derselben Krümmung zu Normalflächen 
haben ®°”). 


253) @. Bockwoldt, Über die Enmeper’schen Flächen mit konstantem posi- 
tivrem Krümmungsmass. Diss. Göttingen 1876. 

254) E. Lenz, Diss. Göttingen 1879, Fall k<0. Man vgl. Bianchi’s Unter- 
suchung, Ann. di mat. (2) 13 (1885), p. 175; ein von Enneper nicht behandelter 
elementarer Grenzfall bei Th. Kwen, München, Ber. 1884, p. 193. 

255) H. Dobriner, Acta math. 9 (1886), p. 73; vgl. Darboux, Legons 3, 
p- 447. 

256) A. Ribaucour, Paris, C. R. 70 (1870), p. 380; Beweis bei Darbowx, 
Ann. &c. norm. (3) 7 (1890), p. 14; Legons 3, p. 429. A 

257) Allgemeiner wird von Ribaucour 1876 (J. de math. [4] 7 [1891], p. 5 
und p. 219) das System der Kurven in der Tangentenebene einer Fläche F 
untersucht, die eine Normalenkongruenz bilden. Diese Eigenschaft geht bei der 
Biegung der Fläche nicht verloren. Sind die Kurven nach Gestalt und Lage 
in der Tangentenebene unveränderlich, und genügen sie einer gewissen Diffe- 
rentialgleichung (ibid. p. 255), so sind die Orthogonalflächen von konstanter 
Krümmung; eine spezielle Lösung für k = const. ist der Kreis (p. 251). Wir 
erwähnen zugleich die Untersuchungen über dreifache Orthogonalsysteme (TI D 6 b), 
in denen ein System von Flächen mit konstantem %k gebildet wird, ins- 
besondere Bianchi’s Arbeiten, Ann. di mat. (2) 13 (1885), p. 175; 19 (1891), 
p. 187; siehe auch Bianchi, p. 529 ff. Ein besonders einfaches System dieser 
Art ist das von Schraubenflächen gebildete (Bianchi, p. 545); zwei der Flächen- 
familien sind von konstanter negativer, die dritte von konstanter positiver 
Krümmung, 
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Thatsächlich aber knüpft die weitere Entwickelung der Trans- 
formationstheorie an eine Arbeit von Bianchi an®°®), die übrigens ihrem 
Grundgedanken nach wieder auf Weingarten’s Theorem über die W- 
Flächen beruht (vgl. Nr. 31). Jede Fläche mit negativem konstantem 
k kann angesehen werden als die eine Evolutenschale (II D5, Nrr. 8ff.) 
einer W-Fläche, deren Hauptkrümmungsradien konstante Differenz 
haben: die zweite Evolutenschale hat dann die nämliche konstante 
Krümmung. Wesentlich ist nun Bianch’s Bemerkung, dass man 
nicht allein zu jeder Fläche .F' eine neue, sondern oo! finden kann. 
In der That bleibt die Form 3) der Nr. 28 des Längenelementes der 
Fläche F' ungeändert durch die Substitutionen: 


BERN 
v=(w—c():N 
N=e°:% + w—.e) 


mit der willkürlichen Konstanten c. Die Tangenten der Kurven v — 
const. berühren eine zweite Fläche F’ (F und F’ sind die Evoluten 
des zu den Tangenten normalen Flächensystems W), und F’ hat 
wieder das Längenelement (3) der Nr. 28. Man erhält also wirklich 
oo! Flächen F’. Die Bemerkung von Lie?®), dass man auf allen 
diesen Flächen F” die geodätischen Linien durch Quadratur finden 
kann, gestattet, den Bianchr’schen Prozess beliebig oft zu wieder- 
holen. 
Anstatt der geodätischen Linien kann man sich auch der Krüm- 
mungslinien von F' bedienen. Ist k= —1, so wird: 
(1) ds? — cos? o du? + sin? o dv. 
Zieht man nun, um an Ribaucour’s Satz?) anzuknüpfen, unter dem 
Winkel 6 mit der Kurve u = const. vom Punkte P der Fläche F die 
Tangente von der Länge Eins, so beschreibt der Endpunkt P’ der- 
selben eine Fläche F, von derselben Krümmung — 1, wenn): 
00 
(2) ou 
20 1 02 — _ sin cos 6, 


do ; 
+ 7, = cos o sin 6 


258) Bianchi, Diss. Pisa Ann. 2 (1879), p. 285; Math. Ann. 16 (1879), 
POTT. 

259) Allgemeiner auf allen Flächen W, Lie, Arch. for Math. 4 (1879), 
p- 345, 507; vgl. Weingarten, J. f. Math. 103 (1888), p. 184. Für die Krüm- 
mungslinien der Flächen W gilt bekanntlich dasselbe (III D 5, Nr. 18). 

260) Fussn. 145. 

261) Darboux, Lecons 3, p. 432. 
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und damit erhält man oo! Lösungen 6, da das System der Gleichungen 
(2) wegen der vorausgesetzten konstanten Krümmung —1 von F, oder 
(2a) 5 — sin o cos o 

unbeschränkt integrabel ist. Führt man an Stelle der «, v die Varia- 
beln «, ß ein: 


22 =u+vV, 2Bß=u—v, 
so wird: 


(2b) -_ = sin © 608 @ 


0° 
ErY I sın 0 cos ®; 


das Längenelement von F, wird gegeben durch: 
ds? = cos? Odu? + sin? Adv? 
— de? + 2dadß cos 20 + dß?, 


d. h.: F, ist ebenso wie F' durch die Kurven «, v auf die Krümmungs- 
linien, durch die Kurven «, ß auf die Haupttangentenkurven be- 
zogen ?*?). 

Auch diese Konstruktion lässt sich verallgemeinern, indem man 
den Radius des so eben erwähnten Ribaucour’schen Kreises nicht 
gleich — 1, sondern gleich einer Konstanten o wählt, während die 
Tangentenebene der Fläche F” in seinem Endpunkte P’ die Tangenten- 
ebene von F' längs PP’ unter einem konstanten Winkel, dessen 
Cotangente A:o ist, schneidet. Man erhält dann, falls wegen der 
aus den Integrabilitätsbedingungen folgenden Gleichung 


”’+e=1 
gesetzt wird: 

0 = C08 6 

A =sing, 


die verallgemeinerten Gleichungen ?*°): 
0 1+sino . 
Fr (+ 0) — "TE" sin (# + 0) 


5 Bo 1— sino Rn (d-+ 0). 


C0O86 


(4) 





Dies ist Bäcklund’s?*) Transformation B,, welche zwei willkürliche 


262) Darboux, ibid., p. 428. 

263) Vgl. z. B. Darboux, Legons 3, p. 434. 

264) A.V. Bäcklund, Om ytor met konstant krökning, Lund’s Universitets 
Ärsskrift 19 (1883). | 


29. Die Flächen konstanter negativer Krümmung. 417 


Konstanten einführt; sie geht für o = 0 wieder in die Bianchische 
Transformation B, (2) über 6), 

Päcklund hat übrigens seine Transformation auf einem ganz 
andern Wege gefunden?) Man kann sie nach Darboux?®”) aus 
der Bianchi’schen mit Lie’s Transformation 268) zusammensetzen. Die 
letztere besteht darin, dass zu jeder Lösung = 9(«ß) der Glei- 
chung (2b) eine zweite: 


0=p(ee, 2) 
mit der Konstanten o, oder zu 
= Yu, v) 


utvsin« rue) 
ca cos «& 


die Lösung: 





0 = v( 
gehört. 

Die beliebig wiederholte Anwendung dieser Transformation liefert 
unbegrenzt viele neue Flächen k—= — 1 mit stets wachsender Zahl 
von willkürlichen Konstanten. 

Darboux hat diesen Prozess vollständig ausgeführt). Seine 
Untersuchungen führen zu dem folgenden Satze: 

Kann man eine Fläche k= — 1 nebst?’) der Gruppe der aus 
ihr durch Lie’s Transformation entstehenden bestimmen, so beruht 
die weitere Anwendung der Bianchi’schen ,‚ Däcklund’schen und Lie- 
schen 'Transformationen auf die entstandenen Flächen nur auf Diffe- 
rentiation und Elimination. 

In etwas anderer Form ist dieser Prozess von Bianchi?"*) unter 
direkter Beziehung auf die Theorie der Strahlensysteme und den 
Algorithmus der von ihm als L, und B, bezeichneten Transforma- 
tionen durchgeführt. Der Darbouz’sche Satz?) von der Zusammen- 
setzung der Bäcklund’schen Transformation aus der von Lie und 
Bianchi erhält dann die Gestalt: 


265) B, ist Bianchi’s komplementare Transformation, Math. Ann. 16, 
p. 577. 

266) Bäcklund, Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen, Math. 
Ann. 14 (1880), p. 285; 19 (1882), p. 387. 

267) Darboux, Legons 3, p. 438. 

268) Lie, Archiv for Math. og Naturv. 4 (1879), p. 510, vgl. Bianchi, p. 459. 

269) Darboux, Paris, C. R. 97; J. 6e. norm. (3) 7 (1890), p. 1, vgl. Lecons 
3, p. 458 ff. 

270) Hierzu ist wieder die Lösung einer Riccati’schen Gleichung erforder- 
lich, deren explicite Form bei Darboux, Legons 3, p. 461. 

271) Bianchi, p. 451. 

272) Fussnote 267. 
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eine wichtige Rolle spielt dabei der .Bianch’sche Vertauschbarkeitssatz: 
Ist 

F=fFB, #,=FfB,,); 
so ist: 


Fr Bo Bu = FRaBo, ».; 


d. h. es giebt zwei bestimmte Transformationen, B,,, B,,, welche 
F, und F, in dieselbe Fläche F, verwandeln”"®). Eine besonders an- 
schauliche Darstellung gewinnt dieser Transformationsprozess, wenn 
man die beiden Flächen F und die aus ihr durch 5b, hervorgehende 
F, als Brennflächen des pseudosphärischen Strahlensystems PP, 
auffasst (Nr. 13; III D 5, Nr. 35). 


30. Die Flächen konstanter positiver Krümmung. Zu jeder 
Fläche F konstanter positiver Krümmung liefert ein schon 1878 von 
Hazzidakis?"*) gegebenes Verfahren durch Quadratur eine neue Fläche 
derselben Art. Sind nämlich die geodätischen Linien der Fläche 
durch die in den Parametern «, v lineare Gleichung au +bv+ c—=0 
dargestellt, so liefern die Quadraturen: 


dx, = (Ldu + Mao) S, 
dy, = (Mdu + Ndv) S, 
dz, = ((Lu+ Mv)du+ (Mu+ Nov dv) S, 


De vi +W+v%, 
eine Fläche derselben konstanten Krümmung. Die geometrische Deu- 
tung dieser Transformation gab wiederum Lie®®). Die Haupttangenten- 
kurven von F zerlegen F selbst sowie ihr sphärisches Bild auf der 
Gauss’schen Kugel in infinitesimale Rhomben?'®) (III D 5, Nr. 38), und 
aus jeder Einteilung dieser Art auf der Kugel folgt durch Quadratur 
eine Fläche F_ Man erhält daher durch „Aufwiekelung“ der Fläche F' 
auf die Kugel vermöge des Systems ihrer Haupttangentenkurven eine 
neue Einteilung der Kugel, welche eine zugehörige Fläche F ' liefert. 





273) Bianchi, p. 461 ff. 

274) J. N. Hazzidakıs, Über einige Eigenschaften der Flächen von kon- 
stantem Krümmungsmass, J. f. Math. 88 (1880), p. 71; vgl. auch J. Weingarten, 
Festschrift d. techn. Hochschule Berlin 1884, p. 39. 

275) Lie, Zur Theorie der Flächen konstanter Krümmung, Archiv for Math, 
og Naturv. 4 (1879), p. 345 und 4, p. 355. 

276) Dies ist der Dinische Satz: Dini, Sopra aleune formole generali 
della teoria delle superficie e loro applicazioni, Ann. di mat. (2) 4 (1870), p. 175 
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Aber dieser Prozess ist ein reziproker und daher zur Gewinnung 
neuer Flächen nicht brauchbar ?’”),. 

Die in der vorigen Nummer gebildeten Transformationen Bianchi’s 
und Lie's würden dagegen für Flächen k=--1 den Durchgang 
durchs Imaginäre erfordern. Neuerdings hat aber Bianchi auch für 
diesen Fall eine reelle Darstellung gegeben ag) 

Schon Beltrami?"?) hatte gezeigt, dass die Normalflächen F einer 
Normalenkongruenz, deren Strahlen mit den rechtwinkligen Triedern 
des Koordinatensystems auf einer Ausgangsfläche (superficie di par- 
tenza) F, fest verbunden sind, bei allen Biegungen der letzteren in 
die Normalenflächen der deformierten Kongruenz übergehen. Ein 
spezieller Fall hiervon ist es, wenn die Kongruenz aus den Tan- 
genten derjenigen geodätischen Linien einer zu einer Rotations- 
fläche isometrischen besteht, welche den Meridianen entsprechen; die 
Normalenflächen sind dann die Flächen Weingarten’s. Guichard MR) 
zeigte nun, dass für ein Rotationsparaboloid F, die Kongruenz der 
"Brennpunktsstrahlen bei den Deformationen der F‘, in eine Normalen- 
kongruenz übergeht, deren aus dem Brennpunkte entspringende Ortho- 
gonalfläche eine Minimalfläche ist?®), Bei der Ausführung derselben 
Konstruktion am verlängerten Rotationsellipsoid, resp. zweischaligen 
Rotationshyperboloid ergiebt sich dagegen eine Fläche konstanter- 
mittlerer Krümmung. Da die Schar der Parallelflächen zu einer 
Fläche konstanter mittlerer Krümmung auch eine Fläche konstanter 


277) Bei dieser Transformation entsprechen die Krümmungslinien und 
Haupttangentenkurven von F\ denen von F. Übrigens erkennt man den in- 
volutorischen Charakter von Hazzidakis’ Transformation einfacher dadurch, dass 
man als Fundamentalgrössen von zwei Flächen mit konstantem E — + 1 die 
beiden Systeme 

E=sin’h0, F=0, G=cos’h0, R = cotgh6, M=0, R,=tgh0 

E'= cos’h6, F=0, G@' = sin?h6, R,=tgh0, M,=0, R,—= cotg h0 
in Bezug auf Krümmungslinienparameter u, v ansehen kann, wenn 

2,0 -+ c0osh0sinhd—= 0; 
den geodätischen Linien der einen entsprechen die Schattenlinien der andern. 

278) Bianchi, Sopra le superficie a curvatura costante positiva, Roma 
Lincei Rend. (5) 8 (1899), p. 141, 223, 371, 484. 

279) Beltrami, Ricerche di analisi applicata, Giorn. di mat. 2 (1864), p. 281; 
bei Bianchi, p. 270 wird dieser Satz auch auf allgemeinere Deformationen der 
Ausgangsfläche erweitert. 

280) C. Guichard, Sur la deformation des quadriques de r&völution, Paris, 
C.R.128 (1899), p. 232. Vgl. @. Tzitzeica, Bull. sciences math. 23 (1899), p. 153. 

281) Bianchi schliesst hieran eine Transformation der Minimalflächen in 
Analogie mit der Transformation der Flächen konstanter Krümmung, Roma 
Lincei Rend. (5) 8 (1899), p. 151. 
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positiver Krümmung enthält”), so lässt sich nach Bianchi®®®) um- 
gekehrt jede Fläche mit konstantem k—= +1 auf 0% Arten aus 
einer dieser Rotationsflächen zweiten Grades F, herleiten. Dabei 
zeigt sich, dass zu jeder Fläche F, deren k=--1 ist, noch eine 
zweite F’ (durch Spiegelung der Kongruenz an F,) gefunden werden 
kann. In dem Übergang von F zu F’ besteht jetzt die neue Trans- 
formation Bianch’s, welche aus F' zunächst 0° Flächen F,, also 
auch oo° Flächen F’, vermöge eines unbeschränkt integrabelen Systems 
linearer homogener partieller Differentialgleichungen liefert?%*) (II A 5, 
Nr. 14). 

Da ähnliche Untersuchungen auch für Flächen negativer kon- 
stanter Krümmung gelten, muss natürlich ein naher Zusammenhang 
mit der Bäcklund’schen Transformation bestehen®®®). In der That 
zeigt sich nun auch, dass diese neue Transformation Bianch’s in zwei 
successive imaginäre Transformationen dieser Art zerlegt werden kann ?®). 
Insbesondere gilt auch hier der Satz: Gelingt für die vorgelegte Fläche 
F die vollständige Integration des Systems der Gleichungen, welche 
zur Transformation von F in F, notwendig sind, so erfordert die 
fortgesetzte Anwendung des Prozesses auf jede gewonnene F, nur 
Eliminationen und Differentiationen. Damit ist auch für die Flächen 
konstanter positiver Krümmung eine ebenso durchsichtige geometrische 
Transformation erreicht, wie für die von negativer”). 


3) Untersuchung vollständiger isometrischer Gruppen. 


31. Vollständige Systeme isometrischer Flächen. Kennt man 
für eine Fläche alle zu ihr isometrischen, so entsteht eine isometrische 
Gruppe (Nr.2), in dem Sinne, dass man zu jeder Fläche derselben alle 
isometrischen kennt; man kann als Typus der Gruppe die einfachsten 


282) O. Bonnet, Note sur une propriete de maximum relative ä& la sphere, 
Nouv. Ann. de math. 12 (1853), p. 443 (III D5, Nr. 85). 

283) Bianchi, Sulla teoria delle trasformazioni delle superficie a curvatura 
costante, Ann. di mat. (3) 3 (1899), p. 185. 

284) Bianchi, ibid. p. 49, 66 (Citat nach dem Separatabzug). 

285) Bianchi, ibid. p. 21. 

286) Bianchi, ibid. p. 82. 

287) Auf weitere hiermit in Verbindung stehende Untersuchungen Bianchts 
hier einzugehen, ist nicht möglich, vgl. Ann. di mat. (3) 5 (1901), p. 166, sowie 
den kurzen Abriss der neuen Transformation in Bianchi, p. 641. — Übrigens 
hat fast zu derselben Zeit Darboux in den Paris. C. R. (Ann. &c. norm. (3) 6 
(1899), p. 465) die Gwichard’schen Sätze im Sinne der Transformationstheorie 
verwandt und so ähnliche Resultate wie Bianchi hinsichtlich der Beziehungen 
znr Bäcklund’schen Transformation gewonnen. 





a 
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der in ihr enthaltenen Flächen bezeichnen. Bis zum Jahre 1860, wo 
Weingarten seine Untersuchungen auf das Problem der Flächen rich- 
tete, für die eine solche vollständige Gruppe durch explicite Prozesse 
(Eliminationen und Quadraturen) gefunden werden kann, war nur die 
aus den Developpabelen bestehende Gruppe bekannt ?*®). 

Von nun an treten in Rücksicht auf die Ermittelung weiterer 
Gruppen die Weingarten’schen Flächen W hervor, bei denen eine Re- 
lation zwischen den Hauptkrümmungsradien R,, R, stattfindet (II D5, 
Nr.17). Wählt man die Variabelen «, v so, dass v — const. die eine 
Schar der Krümmungslinien, « = const. die Kurven sind, auf denen 
der zugehörige Krümmungsradius R, konstant ist, so ist das Längen- 
element des von den Mittelpunkten der Krümmungskreise R, gebil- 
deten Mantels der Centrafläche”®’) der W-Fläche: 

(1) ds®?—= dR?’+ (F(R))dv%, 


wobei 
AR, 


F(R)=e “% 
ist; d. h. dieser Mantel?®) der Centrafläche der W-Fläche ist zu einer 
Rotationsfläche isometrisch, deren Meridiankurve nur von der Form 
der durch die für W-Flächen charakteristischen Relation zwischen R, 
und AR, bestimmten Funktion F(u,) abhängt”). Und umgekehrt *”?) 
lässt jede zur Rotationsfläche 
(la) ds’= du, + (Fu,)’dv? 
isometrische Fläche F sich als der eine Mantel der Evolute einer be- 
stimmten Klasse von W-Flächen ansehen, wenn man setzt: 
(2) R=u, 


1 _FEFM) 
R—R, 3 F(u,) ’ 








womit zugleich die Beziehung zwischen R, und R,, d. h. das Gesetz 
der Klasse dieser W-Flächen durch Elimination von «, folgt. Eine 


288) Die Bemerkung von E. Bour, J. €c. polyt., cah. 39 (1860), p. 13 in Betreff 
der Bestimmung aller zu einer Rotationsfläche isometrischen Flächen beruht auf 
einem Irrtum. 

289) Auch Evolutenfläche, surface d&eveloppee, superficie sviluppata (U. Dini, 
Ann. di mat. (1) 7 (1865), p. 25) (IID5, Nr. 8). 

290) Entsprechendes gilt natürlich für den andern Mantel, der allerdings 
bei den Kanal- oder Röhrenflächen in Wegfall kommt (II D5, Nr. 17). 

291) J. Weingarten, Über eine Klasse aufeinander abwickelbarer Flächen, 
J. f. Math. 59 (1861), p. 382. 

292) Weingarten, ibid. p. 388. 
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Ausnahme tritt nur dann ein, wenn entweder die in (1a) zu Grunde 
liegenden geodätischen Linien v —= const. von F' gerade sind (also F 
Regelfläche ist), oder F developpabel ist”®). Im zweiten Falle liegt 
eine besondere Aufgabe nicht vor; im ersten werden die zugehörigen 
W-Flächen von konstanter Krümmung. Bei negativem %k ist die 
typische Rotationsfläche das Catenoid (UID5, Nrr. 19, 26, 36), und man 
muss zu den Centraflächen aller Flächen von negativem konstantem k 
noch die zum Catenoid isometrischen Regelflächen?”*) hinzufügen; bei 
positiver Krümmung sind die isometrischen Regelflächen imaginär. 
Hierdurch ist die Bestimmung sämtlicher zu einer gegebenen 
Rotationsfläche isometrischen Flächen auf die aller W-Flächen einer 
gegebenen Klasse zurückgeführt. Diese Aufgabe aber reduziert sich 
vermöge der sphärischen Abbildung einer W-Fläche auf die Ermitte- 
lung eines gewissen Koordinatensystems auf der Kugel?”). Ist nämlich 


(3) do?’—= edu?’ + gdv? 
das Längenelement der sphärischen Abbildung der auf ihre Krüm- 
mungslinien bezogenen W-Fläche, so wird nach Weingarten: 


AR, AR, 
2 2 
len elnm 








d. h. es ist die Aufgabe zu lösen, das Längenelement der Kugel auf 
alle Arten in die Gestalt 


u, 
@) ae p° Ai, (p'p)* 


zu setzen, wenn 
(5) es =o(p) 
R,—=g(p) — p(g'P) 
gesetzt wird. Und die zugehörige W-Fläche ist durch Quadraturen 
bestimmt, wenn das Kurvensystem auf der Kugel bekannt ist”); zu- 


gleich erhalten die beiden zugehörigen Centraflächen die Längen- 
elemente: “ 


ds?— 9 (R,— R,)’dv? + AR’ — prav + (p'p)’ap, 

ds?— e (R,— R,)’dW + dR’= (pp)’du + (pp"p)’ap". 
Diese allgemeinen Sätze geben sofort die Bestimmung einiger iso- 
metrischen Gruppen. 


293) Weingarten, ibid. p. 390. 

294) Vgl. U. Dini, Ann. di mat. (1) 7 (1865), p. 25. Es handelt sich also 
um die Regelflächen mit dem Längenelement du? + (u? + a?) dv?. 

295) J. Weingarten, J. f. Math. 62 (1863), p. 160. 

296) Ist nur das Längenelement (4) gegeben, so hat man nach Darboux 
3, p. 320 noch eine Riccati’sche Gleichung zu lösen. 


hen. manch ch Be ee ee ee Pa 
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Man kennt erstens alle Einteilungen der Kugel, bei denen 
do?—= dv? + gdu? 
wird; sie werden von den grössten Kreisen u = const. und ihren 
Orthogonalkurven gebildet. Hier ist also nach (4): 


1. p (P) =1l, 

also: 
Vo’ R=a; 
man erhält die W-Kanalflächen, welche aber nur die triviale Gruppe 
der Developpabelen liefern. 

Man kennt zweitens alle isothermen Teilungen der Kugel (IID3, 
Nr. 20), die zugehörigen W-Flächen sind die Minimalflächen. In diesem 
Falle sind — wie überhaupt bei allen Flächen mittlerer konstanter 
Krümmung — die beiden Mäntel der Centrafläche zu einander isome- 
trisch, und die vollständige Gruppe ihrer isometrischen Flächen hat zum 
Typus die Rotationsfläche der Evolute der Kettenlinie ®") (III D4, Nr. 27). 

Eine dritte Klasse fand Weingarten ?®) durch die Bestimmung 
aller Koordinatensysteme des Längenelementes (III D 3, Nr. 15) 





A du? dv? 
[1 h [N 
cos? — sin? — 
2 2 


auf der Kugel (Orthogonalsystem mit konstanter Summe resp. Differenz 
der geodätischen Abstände von zwei willkürlichen Kurven auf der 
Kugel); die zugehörige W-Fläche, für die 
. © ‚ [0] 

P=sint, o)—en! 
zu setzen ist, hat nach (5) das Gesetz: 

2(RB— R)=sin2(R-+ R,). 
Auch hier sind die beiden Evolutenmäntel zueinander isometrisch und 
der Typus der isometrischen Gruppe ist das Rotationsparaboloid 2). 


297) Die Biegungen der Evolutenfläche der Umdrehungsfläche der Kettenlinie 
(Catenoid oder Alysseid nach Bour, J. &c. polyt., cah. 39, s. oben p. 422) untersucht 
A. Razzaboni, der unter der Annahme, dass für irgend eine Kurve C des Cate- 
noids die gebogene Kurve C’ vorgeschrieben ist, die zugehörige Minimalfläche 
bestimmt, deren Evolute die gedachte Fläche ist; in Übereinstimmung mit 
Nr. 19 ergeben sich dabei zwei Flächen, Giorn. di mat. 28 (1890), p. 254. 

298) Weingarten, J. f. Math. 62 (1862), p. 170; vgl. O. Bonnet, J. &e. polyt., 
cah. 42, p. 95; Darboux, Legons 3, p. 322. Mit der wirklichen Biegung dieser 
Flächen beschäftigt sich B. Calö, Ann. di mat. (2) 21 (1893), p. 195. 

299) Bei Weingarten, ibid. p. 171 erscheint als Typus die Flächengruppe: 


FRE.) v 
zC=ausin—, y=aucos—, :- (Vi Zw@—eran, 
& & 
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Die geometrische Konstruktion dieser W-Flächen, deren explicite 
Gleichung bereits durch Weingarten °®) gefunden wurde, gab Dar- 
boux ®). Betrachtet man eine Translationsfläche 7, deren erzeugende 
Kurven ( und (, entgegengesetzt gleiche konstante Torsion haben, so 
bestimmen die Schnittlinien der Schmiegungsebenen von CO und C’ 
in jedem Punkte von 7 ein Strahlensystem, unter dessen Normalen- 
flächen sich jene Flächen befinden. Und sind 


& +5, tin, ı+% 


drei Funktionen der komplexen Variabeln u + iv, die durch die 


Gleichung 
Gt ti + ride 
verbunden sind, so liefern die Gleichungen 


DE dr on on 6% 
FE FTIRRL ET, ea ET 


bei negativem reellem ce = — 1/k? alle zu dem Rotationsparaboloid 


2 
Ken 
isometrischen Flächen °°?). 

Eine vierte Gruppe entsteht nach Weingarten ®®) durch die An- 
wendung eines neuen Koordinatensystems, bei dem « der Abstand der 
Tangentenebene, 2» das Quadrat der Entfernung ihres Berührungs- 
punktes vom Anfang ist (UIID, Nr.35). So ergiebt sich der Satz: 
Alle zu den Flächen des Liowille'schen Längenelementes (III D 3, Nr.18) 


ds? = (de? + dß?) (a as B”) 
isometrischen können durch einen einfachen Prozess aus den Minimal- 
flächen hergeleitet werden. 
Von demselben Koordinatensysteme ausgehend — und hiermit 


beginnen die wesentlichsten neueren Fortschritte — zeigte Weingarten 
weiter, dass die Flächen ®*), für die .' 


die für «—=1 ein imaginäres Rotationsparaboloid liefert; Darbowx erhält 
Lecons 3, p. 333 ein reelles dadurch, dass die willkürlichen Kurven auf der 
Kugel konjugiert imaginär genommen werden (s. unten p. 425). 

300) Weingarten, ibid. Fussnote 308. 

301) Darboux, Legons 3, p. 373; auch 4, Note XI, p. 514 (IHID5, Nr. 17). 

302) Über die Bedeutung der Gleichungen bei reellen c > 0 siehe Dar- 
boux, Legons 3, p. 372 und Bianchi, p. 330. nr 

303) Weingarten, Über eine neue Klasse aufeinander abwickelbarer Flächen, 
Götting. Nachr. 1878, p. 28; sie bildete das erste Beispiel einer Gruppe, in der 
sich keine Rotationsfläche befindet. 

304) Weingarten, Paris, C. R. 112 (1891), p. 607. Durch Einführung einer 
neuen Konstanten im Ansatz von Weingarten verallgemeinert E. Goursat da- 


nn esse 
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(6) + ZI (B+R)+SERB=0, 


wo p eine gegebene Funktion der u, v ist, die vollständige Gruppe 
der Flächen des Längenelementes 


Bere) 


bilden, und gewinnt durch den Ansatz 


ß 2 u° 
p=uv 5 u r 


mittels Quadraturen alle zu den Flächen des Längenelementes 
d?—= td” + (P— 1) dar 
isometrischen Flächen mit der typischen reellen Rotationsfläche?®°): 


x = at cos —, y=utsin—, :-/[VPZeR—1.di. 


Durch eine synthetische auf kinematischen Prinzipien beruhende 
Entwicklung erhält Darboux ?®) Weingarten’s partielle Differential- 
gleichung (6) aufs neue und verallgemeinert dessen Resultate für 
den Ansatz: 


yW)=w—vW—7 
der sich auf die Flächen des Längenelementes 
(8) d®?—= d? + 2(t+ v (v)) dv? 


bezieht, womit die Bestimmung aller hierzu isometrischen Flächen 


auf die Lösung der Laplace'schen Gleichung (II A 5, Nr. 53) 
0°v RN) 


0aoß (1+aP) 
zurückgeführt wird. Bei geeigneter Annahme von Y(v) ergeben sich 





_ dann die bereits angeführten Fälle wieder, insbesondere auch die von 


Baroni schon früher behandelten ?®). 


selbst p. 707, das Verfahren so, dass auch für unendlich viele Werte der Kon- 
stanten a alle Flächen des Längenelementes 
.ds®=du?’+(u-+ av?) du? 

durch Quadratur mittels bekannter Methoden gefunden werden können. Man vgl. 
E. Goursat, Surfaces telles que la somme des rayons de courbure prineipaux 
est proportionelle & la distance d’un point fixe un plan tangent, Americ. Journ. 
of math. 10 (1888), p. 187, sowie in Bezug auf die Weingarten’sche Gleichung (6) 
des Textes E. Goursat, Sur un theor&me de Weingarten, et sur la theorie des 
surfaces applicables, Toulouse Ann. 5, E. p. 1 (1891). 

305) Darboux, Legons 4, p. 308 ff. 

306) E. Baroni, Superficie in cui la somma dei raggi di curvatura ® 
proporzionale alla distanza di un punto fisso dal piano tangente, Giorn. di mat. 

Encyklop. d. math. Wissensch. II 3, 28 
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Insbesondere bemerkt Darbous ®”), dass das Paraboloid, das 
mit einer seiner Erzeugenden den imaginären Kreis berührt (para- 
boloide ä plan direeteur isotrope) unter den Flächen des Längen- 
elementes (8) enthalten ist. Von nun an richten sich die Bemühungen 
der französischen Mathematiker insbesondere auf die allgemeinen 
Paraboloide. Wir erwähnen da Thybaut’s’®), an die durch Weingarten’s 
Preisschrift veranlasste Verwendung der Lehre von den Strahlen- 
systemen sich anschliessende Arbeit, welche das Paraboloid betrifft, 
dessen Axe den imaginären Kreis schneidet; nach E. Cosserat 2) 
reduziert sich die Bestimmung seiner Flächengruppe auf das Problem 
der Flächen konstanter Krümmung. 

Die neuesten Arbeiten von Darboux und Guwichard ?'%), welche 
mit den zu den Rotationsflächen, dann zu den allgemeinen Flächen 
zweiten Grades isometrischen sich beschäftigen, zeigen, dass das soeben 
erwähnte, allerdings bis jetzt nicht völlig gelöste, Problem durch die 
vielfachen Beziehungen, in die es mit scheinbar weit abliegenden 
Fragen tritt, eine neue Bedeutung erlangt hat; eine weitere Ausfüh- 
rung ist aber in Kürze hier nicht möglich. 


D. Die infinitesimale Isometrie. 


32, Infinitesimale Deformation und Isometrie der Flächen. 
Eine von Biegungsparametern stetig abhängende Gruppe isometrischer 
Flächen (Nr. 19) besitzt unendlich kleine Deformationen, durch welche 
‘eine Fläche in eine benachbarte gebogen wird. Unter einer unendlich 
kleinen, infinitesimalen Deformation einer Fläche versteht man über- 


28 (1890), p. 349; in Zusammenhang mit P. Appell’s Arbeit, Americ. Journ. of 
math. 10 (1888), p. 175. Eine Zusammenfassung der Resultate von Darbouz, 
Baroni, Goursat giebt auch L. Raffy, vermöge eines fruchtbaren Theorems über 
Haupttangentenkurven: Sur la d6formation generale des surfaces, Paris soc. math. 
Bull. 22 (1894), p. 119. 

307) Darboux, Legons A, p. 334. 

308) A. Thybaut, Sur la deformation du paraboloide, J. &c. norm. (3) 14 
(1897), p. 45, s. Fussn. 133 und III D 5, Nr. 87. 

309) E. Oosserat, Paris, C. R. (1897), p. 741; vgl. auch C. Guichard, Paris, 
C. R. 126 (1898), p. 1616; 130 (1901), p. 398. 

310) ©. Guichard, Sur la deformation des quadriques de revolution, Paris, 
C. R. 128 (1898), p. 232; andere Sätze von A. Thybaut, ©. R. 131 (1900), p. 932 
und C. Guichard, C. R. 125 (1897), p. 596; 132 (1901), p. 398 beziehen sich auf 
die Ableitung neuer Deformationen aus bekannten der Flächen zweiten Grades. 
Darboua’ Arbeiten sind zusammengestellt unter dem Titel: Sur la deformation 
des surfaces du second degre et sur les transformations des surfaces ä courbure 
totale constante, J. ec. norm. (3) 6 (1899), p. 465. 
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haupt den Prozess, durch den jedem Punkte P(x,y,z) von F ein Punkt 
%,Y, 2 von F": 

T=a tem, y=y+en, gt en 
zugeordnet wird, wo & eine unendlich kleine Konstante a. rd 
überdies noch verlangt, dass 


(1) da? + dp + d?= di’+ dy?+d3? 
bis auf Glieder mit &? (exclusive) ist, sodass 
(2) dxdz, + dydy, + dzdz, = 0 


sein muss, so hat man eine infinitesimale Isometrie 2), 

Dieser Prozess hat einen grösseren Umfang wie der der infinı- 
tesimalen Biegung. Denn bei der letzteren kann eine Kurve auf der 
Fläche nur dann ungeändert bleiben, wenn sie Haupttangentenkurve 
derselben ist (Nr.19). Dagegen ist es möglich, infinitesimale Isome- 


311) Es ist eine wichtige Aufgabe, die Änderungen der wesentlichen 

Invarianten der Fläche bei infinitesimaler Deformation zu bestimmen. Schon 

1 

RR, 

malen Isometrie; siehe auch E. Beltrami, Bologna Mem. (4) 3 (1882), p. 217, 
$ 12; allgemein entwickeln Ribaucour (1876), J. de math. (4) 7 (1891), p. 237 
und E. Cosserat, Toulouse Ann. 8, E.2 (1894) die Variation von k und Ah. Siehe 
auch E. Cesäro, Teoria intrinseca delle deformazioni infinitesime, Napoli Rend. 
(2) 8 (1894), p. 149, insbes. p. 154. 

Mit der Theorie der allgemeinsten Deformationen beschäftigen sich A.Voss, 
Über infinitesimale Flächendeformationen, Deutsche Math.-Verein. 4 (1895), 
p- 132; E. Daniele, Sulle deformazioni delle superficie flessibili ed estensibili, 
Torino Atti (2) 1 (1899), p. 25, der Weingarten’s Differentialgleichung (6) des 
Textes für diesen Fall erweitert. Teilweis inextensible Flächen betrachtet schon 
Jellett a. a. O. p. 362. Die Theorie der allgemeinen infinitesimalen Deformation 
ist übrigens in der Mechanik (IV 14, Nr. 16) entstanden, man vergleiche: 

L. Lecornu, Equilibre des surfaces flexibles et inextensibles, J. &c. polyt. 
cah. 48 (1880), p. 1; E. Beltrami, Sul equilibrio delle superficie flessibili ed 
inestensibili, Bologna Mem. (4) 3 (1882), p. 218; @. Morera, Roma Lincei Trans. 
(8) 7 (1883), p. 268; V. Volterra, ibid. Trans. (3) 8 (1884), p. 214, 244; F. Kötter, 
Über das Gleichgewicht biegsamer unausdehnsamer Flächen, Diss. Halle 1883 
und J. f. Math. 103 (1888), p.44; E. Daniele, Sul equilibrio delle reti, Palermo, 
Circolo 13 (1898), p. 13. . 

312) Die infinitesimale Deformation ist also die erste Annäherung der von 
einem Parameter s abhängigen Transformationen: 


z= +, +, +: --; 
wird die Bedingung der Isometrie hinzugefügt, so kann man diese Transforma- 
tionen mit beliebiger Annäherung durch Berücksichtigung der Glieder höherer 
Ordnung mittelst Quadraturen ermitteln, wenn das Problem der infinitesimalen 
Isometrie vollständig gelöst ist, Darbouz, Legons 4, p. 5. 


Jellett (Dublin Trans. 22 (1854), p. 348) bestimmte & bei der infinitesi- 





28* 


428 IIID6a. A.Voss. Abbildung und Abwickelung zweier Flächen auf einander. 


trieen anzugeben, bei denen eine solche Kurve fest bleibt, ohne als 
Haupttangentenkurve der deformierten Fläche sich zu erhalten ®!?). 
Auch wird bei der infinitesimalen Isometrie nach Ribaucour 

| 
bis auf Glieder in &°, während bei einer infinitesimalen Biegung ö (k) 
identisch verschwindet. 

Nach (2) bilden die Flächen F (xyz) und F’ (x,y,2,) ein Moutard- 
sches®!*) oder Ribaucour’sches Flächenpaar und die Aufgabe der in- 
finitesimalen Isometrie besteht in der Aufsuchung solcher Paare. 
Jede infinitesimale Isometrie liefert aber auch ein isometrisches Flächen- 
paar®!?) mit den Koordinaten: 


ser ttn, maytiy, er +ta, 

51 — ia, n=y—WY, G=e—ta, 
denn es ist für jedes konstante t: 

dt an? + dt db an’ + db. 
Man löst die Gleichung (2) bei gegebenen x, y, z durch den Dar- 
boux’schen Ansatz®’P): 
da, = cdy — bdz, 

(3) dy, = ade — cd, 
dz, = bdx — ady, 


woraus für 


02 02 
0 >. 12... 


mit Hülfe der Integrabilitätsbedingungen (II A 5, Nr. 58) von (3) die 
Jellet!'sche Gleichung ®'”) 





313) Weingarten, Über die Deformationen einer biegsamen unausdehnbaren 
Fläche, J. f. Math. 100 (1887), p. 296 u. 309. Da es also infinitesimale Defor- 
mationen giebt, die nicht unendlich kleine Elementarstufen endlicher Biegungen 
sind, scheint es angemessen, infinitesimale Biegung und Isometrie zu unter- 
scheiden. ; 

314) Moutard, Paris soc. Philom. Bull. (1869), p. 45; Paris, C. R. 70 (1870), 
p. 834; 96 (1883), p. 766; A. Ribaucour, Paris Soc. Philom. Bull. (1869), p. 37. 

315) Weingarten, J. f. Math. 100, p. 300. Umgekehrt bilden für zwei iso- 


metrische Flächen &, 1,6; 4; 2= — Rn sa etc. ein Moutard- 


sches Paar und die Mittelfläche derselben ist einer infinitesimalen Isometrie fähig, 
bei der jeder Punkt in der Verbindungslinie der korrespondierenden Punkte ver- 
schoben wird; vgl. Bianchi, p. 288. Die Tangenten einer Fläche, welche senk- 
recht zur Verschiebungsrichtung bei einer infinitesimalen Isometrie stehen, bilden 
ein W-Strahlensystem (Bianchi, p. 316). 

316) Darboux, Legons 4, p. 8. 

317) Jellett, Fussn. 180, p. 347. 
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rt + ir, — 2ss, = 0 
entsteht, welche nach Darbouz ?'?) aussagt, dass die Haupttangenten- 
kurven von F' bei orthogonaler Projektion auf F’ ein konjugiertes 
System der letzteren bilden. 

Eine zweite Behandlung ergiebt sich vermöge der Benutzung der 
Leliewvre’schen Formeln®"”) (Einführung der Haupttangentenkurven- 
parameter u, v von F'). 

Sind 6, ‚9,,0, drei partikuläre Lösungen der Moutard’-Laplace'schen 


Gleichung (II A 5, Nr. 53): j 
28 
Duo 


M9, 


und ® ihre allgemeine Lösung, so kann man die Koordinaten x, y, 2 
von F auf die Form 


(4) a,— [au (a00,) — far (a0 6) 
bringen ®?°); die Fläche F” ist dann durch 
8) 2 + %Yyı + 92, 


— [au (2m — 0%) — fav ee 


bestimmt, dabei ist: 





ge 1 yo 
ed Da Ve dudv? 
wo f der Koeffizient von 2dudv des sphärischen Bildes der Haupt- 
tangentenkurven von F und ok —= — 1 ist. 
Weingarten °**) zerlegte die Gleichung (2) in: 
0x 0x ey 0Y roh 
Du Du T Du ou Tau au 
oy oy 0208 __ 
nt 


20x, öy oy, 02 02, 0%, 0% oy, 0y |, 092 02 
Du Do t Du Do T du Do t Du Dot Du nt au nd 





318) Darboux, Lecons 4, p. 10. 

319) L. Lelieuvre, Bull. science. math. 12 (1888), p. 126 (UIID3, Nr.9). Ähn- 
liche Formeln zur Darstellung einer Fläche in Bezug auf ihre Minimalkurven 
geben E. Cosserat, Paris, C. R. 125 (1897), p. 159; noch einfacher E. Goursat, 
Paris soc. math. Bull. 26 (1898), p. 8. 

320) Die Gleichungen (4), (5) sind Identitäten in Bezug auf die willkür- 
lichen Koeffizienten «, die Klammerausdrücke rechts sind dreireihige Determi- 


nanten, = ,0%+,y+9%2 ,=4a,9, +9; +00,, 0,= 2, vgl. Darboux, 
Lecons 4, p. 24; Bianchi, p. 295. 
321) Weingarten, Berlin. Ber. 1886, p. 83; J. f. Math. 100 (1887), p. 299. 
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und findet mittels der invarianten Verschiebungs- oder charakteristi- 
schen Funktion ???): 


LE 0x, 0% 0x, 0x 
2. ar (Mm rer! 
welche der Gleichung 


09 _m°®P 09 °P 
(6) (0 "n) d Fee a, 
du ET Ar kT +Thp= 


genügen muss, die &,, Y,, #, durch Quadraturen. 
Die Gleichung (6) wird nach Bianchi durch Einführung des 
sphärischen Bildes von F in die Form?) 
La — 2M9,; + Npu—= 0 


gebracht. Da nun der Abstand der Tangentenebene von F vom An- 
fang der Koordinaten den Gleichungen ’”*) 











dur L=0, 
Yet M=0, 
Va; t N=0 


genügt, so erhält man, wenn g als Abstand der Tangentenebene einer 
Fläche ® mit demselben sphärischen Bilde wie F angesehen wird, 
deren Fundamentalgrössen zweiter Ordnung L,, M,, N, sind, an Stelle 
von (6) die Gleichung in der Jellet’schen Form: 

(7) N,L—-2MM,+LN=0, 

oder: 


Pyı dag — 2 Pıedıa + Part — 0. 


Die beiden durch parallele Normalen zugeordneten Flächen F 
und ® heissen wegen der durch (7) bedingten Reziprozität associiert?®). 
Die Entfernung der Tangentenebene vom Anfang für die eine Fläche 
ist eine charakteristische Funktion der andern, und die Developpa- 
belen der Kongruenz der Verbindungslinien korrespondierender Punkte 
von F und ® schneiden jede dieser Flächen in konjugierten Systemen 
mit gleichen Invarianten der betreffenden Laplace’schen Differential- 


322) So Bianchi, p. 289. Die Invariante p bedeutet nach V. Volterra (Roma 
Lincei Rend. (4) 1 (1884), p. 274: Sulla deformazione delle superficie flessibili 
ed inestensibili) die nach der Normale von F' genommene Drehungskomponente 
des Flächenelementes von g. Vgl.auch A. Voss, Zur Theorie der infinitesimalen 
Biegungsdeformationen einer Fläche, Münch. Ber. 1897, p. 229. 

323) Die Bedeutung der Symbole p,, bei Bianchi, p. 292. 

324) Siehe Weingarten, Festschrift d. techn. Hochschule, Berlin 1884. 

325) Der Begriff associierter Flächen wird eingeführt von Bianchi, Roma 
Lincei Rend. (5) 1 (1892), p. 41; vgl. Bianchi, p. 293. 
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gleichung®®).. Endlich kann auch die Gleichung (7) durch die 
Lelieuvre'sche Transformation und die Substitution 3°) 


pYye—=9 


wieder auf die Moutard’sche Normalform 
20 

(8) ne — 0 

gebracht werden °*®). 

Nach (7) entsprechen den Haupttangentenkurven von F' konju- 
gierte Systeme gleicher Invarianten von ®. Und da umgekehrt zu 
jedem solchen System auf einer willkürlichen Fläche ® eine Fläche 
F' mit Moutard’scher Zuordnung gehört, so ist die Bestimmung der 
infinitesimalen Isometrieen einer Fläche ® identisch mit der Bestim- 
mung aller konjugierten Systeme gleicher Invarianten®®). Hieraus geht 
auch hervor, dass die infinitesimalen Isometrieen irgend einer Fläche 
aus denen einer ihrer projektiven Umformungen gefunden werden kön- 
nen®®). Bei Darboux finden sich noch andere Transformationen, die 
in Bezug auf das Problem der infinitesimalen Isometrie invariant 
sind, so ausser der dualistischen Umformung die zusammengesetzte 
Inversion®®!). Insbesondere kann man für jede durch Bianchi’s Prozess 
aus einer Fläche konstanter Krümmung entstehende Fläche (Nr. 29) 
die sämtlichen infinitesimal isometrischen bestimmen, falls dies für die 
ursprüngliche geschehen ist?®). Die infinitesimale Isometrie der 


326) Bianchi, p. 295. 

327) Bei positiv gekrümmten Flächen erreicht man auf reellem Wege 
eine ähnliche Normalgleichung durch Einführung der isotherm konjugierten 
Systeme, Bianchi, p. 296 (IIID 3, Nr. 42). 

328) Eine vierte Behandlung des Problems beschränkt sich auf die Ermit- 
telung der Fundamentalgrössen zweiter Ordnung der infinitesimal deformierten 
Flächen; sie führt insbesondere bei den Regelflächen zum Ziel (Bianchi, p. 307), 
deren allgemeine auf Haupttangentenkurven bezogene Darstellung durch G. Königs, 
Paris, C. R. 106, p. 57 bekannt ist. 

329) E. Cosserat, Paris, ©. R. 115 (1892), p. 1252; Sur les congruences de 
droites, Toulouse Ann. 7, Nr. 60 (1892); vgl. A. Voss, Zur Theorie der Krüm- 
mung der Flächen, Math. Ann. 39 (1891), p. 207 fi.; Darboux, Lecons 4, p. 51. 
Man vgl. auch Bianchi's Satz: das konjugierte System von F, das den Haupt- 
tangentenkurven der bei einer infinitesimalen Isometrie associierten Fläche 
entspricht, bleibt bei dieser Isometrie konjugiert, Bianchi, p. 299. 

330) Direkter Beweis bei Darboux, Legons 4, p. 76 vermöge der Eigen- 
schaften der identischen Kovariante bei der Transformation von Ebenen und 
Punktkoordinaten (IB2, Nr. 2). 

331) Darboux, Legons 4, p. 80ff. inversion compos6e; noch allgemeiner p. 83. 

332) ©. Guichard, Ann. &c. norm. (3) 7 (1891), p.19 und 223; vgl. Darboux, 
Legons 4, p. 40; daselbst auch die partielle Differentialgleichung für die Isome- 
metrien der Flächen mit konstantem %. 
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Flächen zweiten Grades reduziert sich auf die der Kugel, deren Be- 
stimmung schon Ribaucour mit Hülfe der Minimalflächen gegeben 
hat°#). Die der Kugel nach Moutard zugeordneten Flächen sind 
umgekehrt durch eine äquwidistante infinitesimale Isometrie ausgezeich- 
net?®). Die infinitesimale Isometrie der Minimalflächen führt nach 
Darboux°®) auf die Gleichung: 
eu 08 
du? ee dv: = 8 (U Ser, 2): 
Es sei hier endlich noch hingewiesen auf die allgemeineren Unter- 
suchungen über infinitesimale Deformationen, welche den infinitesi- 
malen Berührungstransformationen (III D 8) entsprechen, und auf deren 
Anwendung auf geometrisch-physikalische Theorieen ®*). 


33. Das Problem der sphärischen Abbildung. Das allgemeine 
Problem ®") verlangt die Bestimmung derjenigen Flächen F, für die 
das Längenelement 


do?— edu? + 2fdudv + gdv? 


der sphärischen Abbildung gegeben ist. Man hat dann zuerst die 
Koordinaten X, Y, Z des betreffenden Kugelpunktes (wenn sie nicht 
direkt gegeben sind) aus der zugehörigen Riccati’schen Gleichung zu 
bestimmen, sodann die Fundamentalgrössen L, M, N aus den für 
diesen Zweck in Bezug auf die sphärische Abbildung umgeformten 
Codazzischen Gleichungen3®) (III D 3, Nr. 23), und endlich die x, y, 2 
vermöge der Quadraturen 


0 oX 0X 

= -N=-y(M-9D+y Le), 

0 0X 0X 

= (eg - NZ N 92) + M—eN) 

zu ermitteln. Ein besonders einfacher, von Dini °°®) zuerst bemerkter 


Fall ist der, wo die Abbildung der Haupttangentenkurven von F ge- 
gegeben, also AL=N=0 is, während M aus den Codazzischen 


(6) 


333) Ribaucour, Etude, p. 63. 

334) Darboux, Legons 4, p. 15; vgl. A. Mehling, Diss. Würzburg 1898. 

335) Darboux, Legons 4, p. 93. 

336) H. Bruns, Das Eikonal, Leipz. Abh. 21 (1895), p. 323; F. Hausdorff, 
Infinitesimale Abbildungen in der Optik, Leipz. Ber. 48 (1896), p. 79. 

337) U. Dini, Supra aleune formole generali della teoria delle superficie 
e loro applicazioni, Ann. di mat. (2) 4 (1870), p- 175. 

338) Diese reduzieren sich hier auf zwei; die dritte liefert das Krümmungs- 
mass der Kugel und ist eine Identität. 
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Gleichungen durch Quadratur folgt; die Gleichungen (1) werden dann 
für k= — 1/e?: 

0 0X 0X 

u 

ö 0X 0oX 

We -N)-el, 95), 

und das Längenelement der somit durch Quadratur bestimmten 
Fläche) F' wird: 


ds’ = 0? (edu? — 2fdudv + gdv?). 


Ist dagegen die sphärische Abbildung eines konjugierten Systems von 
F gegeben, so bleibt ausser den Quadraturen noch eine Laplace’sche 
Gleichung zu lösen. 

Unter dem speziellen Problem der sphärischen Abbildung versteht 
man die Aufgabe, alle Flächen zu bestimmen, die ein gegebenes 
sphärisches Bild der Krümmungslinien haben. Darboux hat seit 1868 
sich mit diesem für die Lehre von den infinitesimalen Isometrieen, 
den isometrischen Flächenpaaren®!) und den Krümmungslinien wich- 
tigem Probleme beschäftigt, und verschiedene Lösungen desselben 
gegeben *2). 

Ist die Tangentenebene von F im Punkte P #3): 


(8) HALLE B—)Y tl DZ+E=0, 
wo & eine Funktion der Bonne’schen Variabeln a, ß (III D3, Nr.?), 
so ist die Differentialgleichung der Krümmungslinien 


(4) dpda — dgdß = 0, 


wenn 


2) 


339) Dini, ibid. p. 183. Durch Einführung der isotherm konjugierten 
Systeme bei Flächen positiver Krümmung entwickelt Bianchi, p. 136, einen ähn- 
lichen Satz. 

340) Vgl. z. B. Bianchi, p. 125; 141. 

341) Über den Zusammenhang desselben mit den cyklischen Systemen 
Ribaucour’s vgl. Bianchi, p. 345. 

342) Darboux, Bestimmung der Flächen, deren Krümmungslinien zum Bilde 
konfokale Ellipsen und Hyperbeln haben, Paris, C. R. 68 (1869), p. 253; dort 
auch der Satz, dass, wenn zwei Flächen — ,y=9,2=yund=F, y=Pb, 
2= % dasselbe sphärische Bild der Krümmungslinien haben, dasselbe auch von 
der Resultantie <=af+bF, y=ap-+bd, z— ay+b% gilt; Lösung mit 
Hülfe der Ebenenkoordinaten Paris, C. R. 94 (1882), p. 120, 158, 1290, 1343 
und 96 (1883), p. 366; sodann allgemeine Behandlung des Problems Ann. &e. 
norm. (3) 5 (1888), p. 78 (IIID 3, Nr. 85). 

343) Dies ist O. Bonnet’s auf die Minimalkurven der Kugel bezogenes 
Koordinatensystem, J. de math. (2) 5 (1860), p. 227. 
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gesetzt ist. 

Die Koordinaten des zu P gehörigen Kugelpunktes p sind 
ferner: 

N Bar BEE Kunde ot 

©) a 
und als Funktionen der Parameter u, v eines Orthogonalsystems auf 
der Kugel gegeben. Sollen sie den Krümmungslinien von F' ent- 
sprechen, so folgt aus (4): 


ep da af _y 0 0% DIOR, 


: euou duou ‚00.00 00.08 
oder: 

öß A 128 „0a 
©) ee 

BD 00 00 209 
(2) meine or Ne 
also nach (5) und (6): 

Key im 
(8) Ira des 
Bu O2? 


womit A bekannt ist; zugleich wird bei reellen Lösungen mod. 2 =1. 
Zur Ermittelung von & muss man noch p und g auf die allgemeinste 
Weise aus (7) bestimmen, oder die Gleichung 
120°, 1,0% 

9) rer 
lösen. Dies ist aber dieselbe Differentialgleichung, auf die Darboux°*) 
das Problem der infinitesimalen Isometrie einer auf ihre Haupttan- 
gentenkurven bezogenen Fläche zurückführte; ein Zusammenhang, der 
auf den Berührungstransformationen beruht, welche Haupttangenten- 
kurven in Krümmungslinien verwandeln®®°) (III D 8). 
Die Fälle, in denen sich die Gleichung 

0°0 

oudv 


i 
v 





(10) — 9 


344) Darboux, Lecons 1, p. 24 und 4, p. 171; vgl. @. A. Nitsche, Diss. 
Leipzig 1898, p. 64. 

345) In der That ordnet "diese Lie’sche Transformation den infinitesimalen 
Isometrieen einer Fläche mit bekannten Haupttangentenkurven eine andere 
Fläche mit bekannnten Krümmungslinien zu, für die das Problem der sphäri- 
schen Abbildung gelöst ist. — Und ebenso entspricht der Lösung des Problems 
der infinitesimalen Isometrie für alle collinear verwandten Flächen die des Problems 
der sphärischen Abbildung für alle durch reziproke Radien verwandten, Dar- 
boux, Legons 4, p. 177. 





EEE 


34. Die isometrischen Flächenpaare. 435 


vollständig nach der Methode von Laplace lösen lässt, sind nach 
Darboux bekannt. Da aber nach (8) mod. A=1 bei reeller Zuord- 


“nung sein muss, so entsteht die Frage nach den integrierbaren Glei- 


chungen dieses besonderen Charakters; es ist Darboux gelungen, die- 
selbe zu erledigen %#®). 


34. Die isometrischen Flächenpaare. Die Bedingung isometri- 
scher Flächenpaare F\, F’ führt auf die totale Differentialgleichung: 


(1) da? + dy? + dz?’ = da,’ + dy,® + dz,? (Nr. 32), 
oder für: 
s— ya =eb, tm =85 etc. 
auf: 
(2) d&,dE, + dd + did, =, 


mithin auf die Moutard’sche Zuordnung (vgl. Nr. 13). Die weitere 
Verfolgung dieses Gesichtspunktes liefert die merkwürdige Gruppe 
der zwölf Flächen’), und die Möglichkeit, aus jedem Flächenpaare 
fünf andere durch eine bereits 1869 von Ribaucour**?) gegebene Kon- 
struktion abzuleiten. 

Für die Aufgabe, aus einem Paare isometrischer Flächen F, F’ 
durch Transformation neue Paare F,F’ herzuleiten, hat schon Peter- 
son®”) 1868 eine, durch Stäckel?°°) weiter entwickelte Methode ge- 
geben. 

Ist nämlich: 


ds? = ds,’ = Edu? + 2Fdudv + Gdv, 


so setze man, um der für F, F’ erforderlichen Beziehung ds? —= ds,? 
zu genügen, für die Koordinaten &,y,2; &,%,,2, dieser Flächen die 
Gleichungen 


0 d 

dX— PFdu + Q5- dv 
ö ö 

dX, — PS du + Q5 dv 


an. Vermöge der Integrabilitätsbedingungen müssen die unbekannten 
Funktionen P, @ der Gleichung 


346) Vgl. Darboux, Lecons 2, p. 23—218; 4, p. 178 ff. 

347) Darboux, Legons 4, p. 48 ff. 

348) Ribaucour, Etude, p. 229. 

349) Peterson, p. 50 vgl. B. Mlodzieiowski, Bull. sciences math. (2) 15 
(1891), p. 97. 

350) P. Stäckel, Über Biegungen und konjugierte Systeme, Math. Ann. 49 
(1896), p. 255, insbesondere p. 273 ff. Vgl. auch C. Guwichard, J. de math. (5) 2 
(1896), p. 174. 
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°8 08 
oP7, = 095, 
IRRE” 


für O0 =r,Yy,2; %,,Y,2, genügen; man erhält so bei Voraussetzung 
des gemeinsamen konjugierten Systems (Nr.2) von F und F’ für P,Q 
zwei lineare Differentialgleichungen, die in gewissen Fällen eine ein- 
fache Behandlung gestatten. 

P. Adam°?") bemerkte, dass aus der Isometrie von F und F’ auch 


die von 
X=x +be@+2)— ey+ 9) 
er +e(@+2)—a(s + 3) 
Z=2 tay+2)—bae+2) 
K=n —be+2)teW+N) 
FıiY,=y-e@+2)+taß+ 4) 
Z = —ay+y) + bat) 
folgt. Daran knüpfte Stäckel®?) die allgemeine Frage nach der Trans- 
formationsgruppe, welche dem Liouvilleschen Satze zufolge (Nr. 6) 


dx? + dy? + d2? + (idx,)’ + (idy,)’ + (idz,)’ 
[ax + Ay? + 42° + (daX,)° + (idY,)? + (idZ,)} 


verwandelt, d. h. nach den konformen Transformationen der Mannig- 
faltigkeit 2, y, 25 %, Yı, &- 

Im allgemeinen erfordert die Befriedigung der Bedingung (1) die 
Lösung der Gleichung: 
(3) ds? + dad? + di? + di? = dy’+ dat, 


wenn man 


in 


ı=h, y—b, bh, „=ih, 

setzt, d. h. die Bestimmung von Flächen # im Raume von vier Dimen- 
sionen, die auf die Ebene y,,2, isometrisch abgebildet sind. Diesen 
an die Vorstellungen der nicht-euklidischen Geometrie (II A 1) und 
der Liniengeometrie Plücker’s (II C 9) anknüpfenden Weg hat neuer- 
dings Guichard®®) eingeschlagen, der in charakteristischen Fällen 
die Gleichung (3) integriert, und so dem Problem der isometrischen 
Paare neue Gesichtspunkte eröffnet. 


351) P. Adam, Paris soc. math. Bull. 23 (1895), p- 26. 

352) P. Stäckel, Paris, C. R. 121 (1895), p. 396; sur un groupe continu de 
transformations avec 28 param&tres (von diesen 00?* Transformationen sind in- 
dess nur 00!5 wesentlich); vgl. 0. Guichard, J. de math. (5) 2 (1896), p, 215. 

353) C. Guichard in der preisgekrönten Arbeit: Sur la deformation des sur- 
faces, J. de math. (5) 2 (1896), p. 123. 
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Verlangt man insbesondere, dass 
(4) a FF Fk 
wird, so findet sich, vermöge einer auf die Krümmungslinien der auf 
der Hypersphäre (4) gelegenen Fläche & (&,8,8,8,) bezogenen Unter- 
suchung, für die Flächen F' und F’ die Beziehung, dass der Abstand d 
eines Punktes P von F von einem festen Punkte und der Abstand d, 


des korrespondierenden Punktes P’ von F’ von einer festen Ebene 
durch die Gleichung 

d? — d,? = const. 
verbunden ist. 

Eine besonders merkwürdige Isometrie besteht endlich darin, dass 
die Entfernung korrespondierender Punkte P, P’ von F und F’ un- 
veränderlich ist. Bilden die Richtungen PP’ eine zweidimensionale 
Mannigfaltigkeit, so hat man einen bereits von Ribaucour®°*) unter- 
suchten Fall; die Kongruenz der Strahlen P_P’ ist eine isotrope (Nr. 13), 
ihre Mittelfläche steht mit der Kugel in Moutard’scher Beziehung und 
die explicite Gleichung dieser Flächenpaare lässt sich nach Caronnet °) 
leicht angeben; ist das Gebiet der Richtungen PP’ eindimensional, 
so entstehen gewisse Paare von Regelflächen, die mehrfach untersucht 
sind, und sich leicht konstruieren lassen ®°®). 


E. Geometrische und mechanische Modelle zur Lehre von der 
Abbildung und Abwickelung der Flächen. 


35. Geometrische und mechanische Modelle. Zu anschaulichen 
Vorstellungen führt die Betrachtung der krummen Fläche als Grenze 
eines umbeschriebenen Polyeders (IA 3, Nr. 11). Demgemäss lassen sich 
manche Hauptsätze der Biegungstheorie durch die Deformation eines un- 
geschlossenen Polyeders veranschaulichen °”). Besonders wichtig wird 
dabei das gemeinsame konjugierte System zweier isometrischer Flächen; 
da dasselbe jede der Flächen in ebene infinitesimale Vierseite zerlegt, 
so kann man die Formänderung als Deformation eines Polyeders mit 


354) A. Ribaucour, Etude, p. 60. 

355) Th. Caronnet, Sur des couples de surfaces applicables, Paris soc. math. 
Bull. 21 (1893), p. 134. 

356) Caronnet, ibid.; X. Antomari, Paris soc. math. Bull. 22 (1894), p. 58; 
E.Genty, ibid. p. 36; A. Demoulin, ibid. 23 (1895), p. 71; P. Adam, ibid. 23, p. 219. 

357) E. Kretschmer, Die krumme Fläche für die Theorie der Krümmung 
als Grenze eines eingeschriebenen Polyeders, Programm Friedr. Wilhelmsgym- 
nasium Posen, 1875. 
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ebenen infinitesimalen viereckigen Seitenflächen ansehen’). Auch 
Gauss’ Satz von der Erhaltung des Krümmungsmasses findet nun 
seine Erläuterung, denn für die vier an einem Punkte anstossenden 
Kantenwinkel «, ß, y, ö6 solcher konjugierten Vierseite und den 
Flächeninhalt df eines derselben findet beim Grenzübergang die 


Gleichung ”®) 
a+ß+y+9— 27 — kaf 


statt. Auch für technische Fragen kann diese Auffassung nützlich 
werden ?*). 

Sodann finden die konformen Abbildungen physikalisch in mehr- 
facher Weise Anwendung und Realisierung durch stationäre elektrische 
Strömungen (V 15ff.). Die Stromkurven und die Kurven konstanten 
Potentials bilden ein Orthogonalsystem, dessen konforme Abbildungen 
auf irgend eine Fläche wieder eine mögliche Strömungsbewegung 
liefern #'). Übrigens kann man auch durch ein elektrolytisches Ver- 
fahren diese Kurvensysteme direkt sichtbar machen”). In instruktiver 
Weise hat Finsterwalder?‘®) die konforme Abbildung durch deformier- 
bare Geflechte aus drei Scharen von unter unveränderlichen Winkeln 


358) Das gemeinsame konjugierte System (Peterson’s Biegungslinien, Peter- 
son, p. 58) ist indess nicht immer reell; so z. B. gerade für den Fall der iso- 
metrischen Minimalflächen, vgl. Fussn. 14. 

359) Vgl. E. Kretschmer, Fussn. 357; auch $. Finsterwalder, Mechanische 
Beziehungen bei der Flächendeformation, Deutsche Math.-Verein. 6 (1899), p. 61; 
sodann L. Natani in Joachimsthal’s Anwendung der Differentialr., p. 233; .R. Sturm, 
Ein Analogon zu Gauss’ Satz von der Krümmung der Flächen, Math. Ann. 21 
(1883), p. 379; in weiterer Ausführung P. Pizzetti, Sui poliedri deformabili, Roma 
Lincei Rend. (5) 7 (1898), p. 19. 

360) M. Levy, Sur une application industrielle du theore&me de Gauss, Paris, 
C. R. 86 (1878), p. 111. 

361) So für die elektrische stationäre Strömung @. Kürchhoff, Berlin Ber. 
1875, p. 487; A. Töpler, Ann. Phys. Chemie 160 (1877), p. 375; in weiterer 
Ausführung bei F. Klein, Über Riemann’s Theorie der algebraischen Funktionen 
ihre Integrale, Leipzig 1882; Autogr. Vorlesungen über Riemann’sche Flächen, I, 
Göttingen 1894, p. 13 ff. In Bezug auf die Anwendungen auf hydrodynamische 
Probleme vgl. z.B. @. Kirchhoff, Vorlesungen über mathematische Physik, Mechanik, 
Leipzig 1876, p. 273 ff.; E. Beltrami, Ann. di mat. (2) 1 (1867), p. 329; Opere 1, 
p. 318; H. Lamb, Hydrodynamics, Cambridge 1895, p. 114, 253; für nicht wirbel- 
freie Bewegungen ist die konforme Abbildung übrigens von beschränkter An- 
wendbarkeit, vgl. E. Zermelo, Zeitschr. Math. Phys. 47 (1902), p. 201. 

362) A. Guebhard, Sur une methode experimentale propre & determiner les 
lignes de niveau, Paris, ©. R. 90 (1884), p. 984; vgl. auch Journ. phys. 2 (1882), 
p- 205. 

363) $. Finsterwalder, Mechanische Beziehungen bei der Flächendeformation, 
Deutsche Math.-Verein. 6 (1899), p. 48. ; 








35. Geometrische und mechanische Modelle. 439 


sich kreuzenden Drähten veranschaulicht, welche auf stetig gekrümm- 
ten Flächen ausgebreitet werden können, und damit eine Reihe weiterer 
Untersuchungen geschaffen, die im folgenden noch kurz dargelegt 
werden sollen. 

Bei der Verbiegung einer Zamelle, d.h. eines aus Flächenele- 
menten gebildeten Streifens mit einer bestimmten Axe in eine ebene 
Lamelle wird nach Minding die geodätische Krümmung der Lamellen- 
axe gleich der gewöhnlichen Krümmung der Axe der ebenen Lamellen. 
Besteht nun ein „Geflecht“ solcher Lamellen aus ebenen geradlinigen 
Elementen, die zu je vier durch einen Punkt gehend, Seiten und 
Diagonalen eines Vierseits bilden, so erhält man durch Deformation 
derselben „Häute“, die sich auf jeder Fläche positiver oder negativer 
konstanter Krümmung ausbreiten lassen. Eine andere Flächenklasse 
wird gebildet aus dem Geflecht von Lamellentripeln; endlich liefert 
das Geflecht aus zwei Scharen geradliniger Lamellen, die durch zu 
einander orthogonale Diagonaldrähte geeignet verbunden sind, bei der 
Deformation die Liouville’schen Flächen. 

Ganz anders verhalten sich die Geflechte, bei denen die Flächen- 
elemente der Lamellen nieht wie vorhin, tangential, sondern „hoch- 
kant“, d. h. senkrecht zu der betreffenden Fläche angeordnet werden, 
auf welcher ihre Axen nun Versteifungsrippen bilden. Betrachtet man 
auch hier geradlinige Lamellen, so entstehen bei der Deformation 
Häute, auf denen jene Rippen die Hauptangentenkurven bilden; ins- 
besondere lassen sich so auch die Minimalflächen veranschaulichen, 
wenn man für die Erhaltung rechter Winkel zwischen den Rippen 
sorgt?®t),. 

In naher Beziehung zu diesen mechanisch-geometrischen Modellen 
stehen die aus gegeneinander beweglichen starren Gliedern gebildeten 
Netze und deren Gestaltsveränderungen unter dem Einfluss gegebener 
Kräfte Es sei damit zugleich hingewiesen auf die mannigfachen 
Untersuchungen, die auch analytisch von weitergehenden Gesichts- 
punkten aus über solche biegsame unausdehnbare und dehnbare Netze 
geführt sind 365) 

Modelle zur Demonstration der Flächenbiegung und der Theorie 
der Flächen konstanter Krümmung (III D 5, Nr.32 ff.) sind von 1882 
—1885 unter Leitung von A. Brit?) sowohl aus Gips als auch aus 


364) In ähnlicher Weise lassen sich auch Stäckels Rotationsflächen (Fussn. 15) 
zur Darstellung bringen. Modelle von verbiegbaren Minimalflächen sind von 
8. Finsterwalder angegeben. 

365) Siehe Fussn. 311. 

366) Man vgl. den Katalog von mathemat. Modellen von J. Bril, Darm- 
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biegsamen Metallstreifen zum Auflegen auf andere Flächenstücke, des- 
gleichen auch von Finsterwalder?®”) und anderen hergestellt. 

Es sei endlich noch hervorgehoben, dass alle diese Modelle nicht 
nur für Demonstrationen, sondern auch in heuristischer Beziehung 
von Wichtigkeit sind. 


stadt 1892, jetzt: Katalog mathem. Modelle, veröffentlicht durch die Buchhand- 
lung von M. Schilling, Halle a. S. 1903, p. 102—111; sowie den Katalog mathemat. 
Modelle, München 1892, p. 291. 

367) „Häute‘“ aus Papierstücken von konstanter negativer Krümmung, Kata- 
log, München, p. 293. Übrigens hat schon J. C. Maxwell 1854, Scient. Papers 1, 
p. 80 die Flächen in Rücksicht auf ihre Verbiegung als Grenze eingeschriebener 
Polyeder betrachtet (vgl. Fussn. 359); daselbst auch p. 86, 98 die in Fussn. 358 
Peterson zugeschriebenen „lines of bending“, sowie p. 95 der in Fussn. 12 er- 
wähnte Satz über das gemeinsame System der Biegungslinien auf zwei isome- 
trischen Flächen. 


(Abgeschlossen im August 1903.) 
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I. Grundlagen. 


1. Vorbemerkung. Die Lehre von den Berührungstransforma- 
tionen (B.-T.) ist in der Math. Enc. schon mehrfach nach ihrer for- 
malen Seite wie in Einzelausführungen behandelt worden (IIA5 
von Weber, vgl. Nr. 9, 24, 40, 41,42 und IITAB4b Fano, Nr. 13, 15, 
24). Wiederholungen sind daher unvermeidlich, doch sollen vollständig 
behandelte Theorieen hier nur soweit berücksichtigt werden, als dies 
der Zusammenhang der Darstellung erfordert. 

Unsere erste Aufgabe wird darin bestehen, die verschiedenen 
Fragen zu besprechen, die zur Entstehung dieses mathematischen 
Gebietes geführt haben. Es zeigt sich, daß die analytischen Formeln 
und Theoreme, in denen die allgemeine Grundlage der Berührungs- 
transformationen gegeben ist, im wesentlichen bereits in den Unter- 
suchungen über die kanonischen Substitutionen der Mechanik usw. 
vorlagen, als Lie zu seinen Untersuchungen gelangte. Lies Tätigkeit 
ist in verschiedenen Nachrufen!)?)®), auf die wir uns zu stützen haben, 
eingehend gewürdigt worden. Viele Einzelheiten über .die Geschichte 
der Berührungstransformationen vor Lie sind auch in Lie-Scheffers, 
Btr. eingehend dargestellt; insbesondere ist auf Euler hinzuweisen, 


1) M. Nöther, Sophus Lie, Math. Ann. 53 (1900), p. 1—41. 

2) F. Engel, Nekrolog auf Sophus Lie, Leipz. Ber. 51 (1899), p. XI—LAXI. 

3) F. Engel, Sophus Lie (Ausführliches Verzeichnis seiner Schriften), Bibl. 
Math. (3) 1 (1900), p. 166—204. Das Verzeichnis enthält zugleich eine Angabe 
des Inhalts und gibt die Beziehungen der verschiedenen Arbeiten zueinander an. 
Über weitere Nachrufe (Bianchi, Burnside, Darboux usw.) ist referiert im Jahr- 
buch über die Fortschritte der Mathematik 30, Berlin 1899. Alle diese Autoren 
heben unter den wissenschaftlichen Leistungen von Lie vor allem auch die Be- 
gründung der Lehre von den Berührungstransformationen hervor. 
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2. Ableitung aus den Differentialgleichungen für die charak- 
teristischen Streifen. Die Klammerrelationen. Die Berührungstrans- 
formationen sind, dem historischen Eintwicklungsgang gemäß, einzu- 
führen als Be welche eine bestimmte Forderung erfüllen 
sollen. Transformiert man die zu den partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung 


02 
(1) Fa, %,..,2,8,9...2)= 0 (m 5.) 
gehörigen Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen 
gg dm _öF dun__OF_ öF_ dF de x 9F 
(2) De 7 ee Tee mer PrBund EYE da,’ dt -D i9p,’ 


welche die „charakteristischen Streifen“ (IIA5, Nr. 34, s. auch unten 


Nr. 8) darstellen mit Hilfe der Formeln (wo An ia, usf.): 


= X ...2, 5, M-::2) 
(EZ up een) Gl, 
BERG nun. ; 


bezeichnet man die Ausführung dieser Substitution durch [ ], wendet 
man endlich den Klammerausdruck an 


9) [Un]= Sy rer), 


so wird, wenn man die Abkürzungen gebraucht 


= ou du] Er 


2=j:+p 139°. 37 1227’ 


aX Z 0X 
mDn! th Dr, te 
also 





du] dX, | ölu] aP u 
I Er op, ze r4 


alu] 9X, 0 ap. olu] 
= -D.% On, | TmM9zZ: 





vermöge (2) 


“2 (ax + +) (met _ „2a. 


1 
29* 
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Soll also wieder 


dX,:dZ:dP,— a2: Dr, er]. 


- 
PR, io ar 





werden, unabhängig davon, wie die Furkhion F gewählt ist, so muß sein 
Ru, %=0, X, Z1=0, [P,PJ=0, 
[P, &)=9. ri, 
[P,, X] = eo für jedes k, 
[Pu 2] =eP, 
und außerdem A,—= u,—= 0 oder 


2 Iris. = 0, 
- Drnia=0 


Wir haben so auf der einen Seite die Klammerrelationen (vgl. II A 5, 
von Weber, Nr. 24) erhalten, auf der anderen Seite 2» Forderungen, 
die ihnen äquivalent sind, wie wir später sehen werden [Nr. 5]. 

Für den Fall solcher Differentialgleichungen, die von z frei sind, 
und solcher Transformationen, bei denen X,, P, ebenfalls von z frei 
sind, erhält man, wenn man noch fordert, 

4X, _AFI , dB; o[LF] 

Te Tee 
mit anderen Worten, wenn man verlangt, daß der Faktor o gleich 1 
wird, die bekannten kanonischen Substitutionen [vgl. IIA5, von Weber, 
Nr. 31 und Nr.5 und 6 dieses Artikels]. 

Wir kommen später [Nr. 5] darauf zurück, daß mit den kanoni- 
schen Substitutionen, die als Spezialfall der Berührungstransformationen 
anzusprechen sind, doch auch wieder die allgemeinen Berührungs- 
transformationen gegeben sind. 


(5) 








/ 


(58) 








3. Die Berührungstransformationen bei Jacobi. Aequationes 
direetrices. Jacobi‘) hat sich bereits die Frage nach der „allge- 
meinsten Transformation einer partiellen Differentialgleichung erster 


Ordnung“ vorgelegt. Diese Frage ist, was Jacobi aber nirgends sagt’), 
so zu verstehen: 

4) ©. @. J. Jacobi, Paris C. R. 5 (1851), p. 61 = Werke 4, p. 36; Vorlesungen 
über Dynamik, herausgegeben von Clebsch (Berlin 1866), p. 468 = Werke 5 
(1890), p. 432. 

5) 5. Lie hat zu den Formeln (7) und (8) die Bemerkung gemacht: „Jacobi 


Lu Zu 1 cu anal BEE 
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Eine gegebene Differentialgleichung (1) mit 0 = 0 soll durch ein 
System von Gleichungen (2) transformiert werden, so daß aus (1) wird 


(1) (I, ad) 
Dabei wird aber noch verlangt, daß, wenn 
02 ; 
P,— 32 =1,2,...,n) 
ist, auch 
‚0. 


tms 7%, =1,2,...,n) 


werden soll. Außerdem soll dabei die Differentialgleichung (1) be- 
liebig wählbar sein, so daß es richtiger wäre, nicht von einer, sondern 
von allen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung zu sprechen. 

Jacobi vermeidet es, diese Forderung in die zugleich einfachere 
und durchsichtigere Form®) (vgl. Nr. 4) 


(6) dz’ — >! p, de, = o(dz — >! pP, dx;) 
1 1 


zu kleiden, was aber auf die weitere Rechnung keinen Einfluß hat. 
Man denke sich jetzt aus (2) die 9, und p, eliminiert, wobei eine 
Reihe von aequationes directrices entstehen wird: 


MN la rn) 0 (k=1,2,...,m). 


Aus diesen sollen jetzt die &,',..., &,, 2’, Pı,...,p, als Funk- 
tionen der &,,...,%,, 2, Pi5 ---, 2, bestimmt werden. Zu diesem Zweck 
denke man sich (7) zusammengefaßt zu 


o=Eh,, + Am +: + 4,0, = 0 


und daraus gefolgert 


betrachtet ebenfalls alle diese Transformationen, und zwar behauptet er, daß 
dieselben die allgemeinsten Umformungen einer partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung sind. Auf diese Behauptung, deren Richtigkeit jedenfalls nicht 
a priori einleuchtend ist, soll hier nicht eingegangen werden. Im übrigen gibt 
Jacobi keine explizite Definition des Begriffs: allgemeinste Umformung einer par- 
tiellen Differentialgleichung erster Ordnung“. Math. Ann. 8 (1875), p. 228. 
Seltsamerweise nennt Jacobi die Transformationen mit einer Gleichung (7), also 
mit k = 1, allgemeiner, als die mit mehreren Gleichungen, auch sagt er einfach, 
daß seine Theoreme keines Beweises bedürfen, er stellt die Formeln (7) und (8) 
apodiktisch auf. — Genaueres über die Auflösbarkeitsbedingungen der Formeln 
(7) und (8) bei von Weber, p. 259. (S. a. Fußnote 10.) 

6) Die Definition der Berührungstransformationen durch die Forderung (6) 
zuerst bei Lie, Gött. Nachr. 1872, p. 480 — Gesammelte Abhandlungen 3, p. 20. 
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de 2-2 kA (+ 28) + Dim >12, (00: +2) 0), 
je Dh (Ge +r v Se) +Di u 1 Tv. (Ge h 2) — RS 


Dies führt auf die Gleichungen 








er ++. + 
nd ea F) ae ee 
TOeee Teen. 


(8) 

















gt Hg 

pn dt 
2 a ME 

Er Tue Tr T 


die zusammen mit (7) auf die gesuchten „allgemeinsten Transfor- 
mationen“ führen. 

Wie mag Jacobi auf diese Transformationen gekommen sein? 
Offenbar von einer anderen Frage aus, die ebenfalls auf das Glei- 
chungssystem (7) und (8), d. h. eigentlich auf die Forderung (6) führt. 

Er fragt:”) Wie kann man aus einer Form der vollständigen 
Lösung 

a fa 227 Up Dy Ay een Q,_,) 


von (1) weitere vollständige Lösungen ableiten 


Ener p(2, 22) In, ß, %r Re; &,_,)? 

Da jede Lösung gewonnen werden kann, indem man 5 gleich 
einer geeigneten Funktion von @,,...,@,_, setzt, dann die erste Glei- 
chung nach den a, differenziert und diese a, schließlich eliminiert?), so 
hat man jetzt b gleich einer Funktion der a, und weiterer Parameter 
zu setzen, dann aus j 


Ba Bias ude,) 





E+e a 0, 
wobei 

0b 

i 9m, 





7) Dynamik, p. 491 = Werke V, p. 420. 

8) Die von Lagrange herrührende Darstellung des allgemeinen Integrals als 
Umhüllungsgebilde von vollständigen Integralen findet sich z. B. bei Goursat, 
p. 90, Lie-Scheffers, Btr., p. 493 und ITA 5, Nr. 30. Sie ist nichts weiter als 
die sogenannte Yariaklon der Konstanten‘ (IT A 5, Nr. 32). 
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ist, die a,,...,a,_, zu eliminieren, wobei eben 


Be p(%, rl, Br yore &,_1) 
entstehen soll. Wiederum muß die erste Lösungsform sich aus der 
zweiten ableiten lassen, indem man aus 


20m. u Br Arrı-e uch) 
69 09 a 
de, + Y DB 0, Fr de, 
die «, eliminiert. Hieraus folgt wie oben: Die Substitutionen haben 
die Form 
&; Tr A,(a,, a A,-13 b, C;5 a 23, 
(3a) B=B(a, ,0,_1 b, TUN 
,=T(a;-.-, RER aai) 
wobei die Forderung 


n—1 n—1l 


(6a) aß — 7,4, = o(db — >! c,da,) 


erfüllt sein muß, die dann auf entsprechende Gleichungen (7) und (8’) 
führt. 

Wir wollen an dieser Stelle gleich die Jacobische Untersuchung 
im Sinne von Lie deuten: Jacobi ordnet im Grunde den einzelnen M, 
einer vollständigen Lösung die Punkte des Raumes (b, a,,..., 4-1) 
zu und den charakteristischen Kurven E (Nr. 8) die Elemente Di 
mit den Koordinaten 

DO 


Gy, Car 


Geht man von einer vollständigen Lösung zur anderen über, so 
werden dabei die Charakteristiken untereinander vertauscht, aber nicht 
beliebig, sondern so, daß eben die auf einem Integralgebilde gelegenen 
Charakteristiken, welche die Forderung 


db — cda, —::-— c,_,da,_,—=0 
erfüllen müssen, wieder auf einem Integralgebilde liegen. ?) 


4. Kritik der Untersuchungen von Jacobi. Allgemeine Ele- 
mentvereine. Jacobi gibt in der Tat die allgemeinste Form der Be- 
rührungstransformationen an, wenn auch nicht die Klammerrelationen, 





9) Die Abbildung der 00° Charakteristiken einer partiellen Differentialglei- 
chung erster Ordnung des R, auf die Linienelemente der Ebene und die Behand- 
lung der Integrationstheorie durch Berührungstransformation in dieser Ebene ist 
bei Lie-Scheffers, Btr., p. 535—555 ausführlich gegeben, 
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so doch die Darstellungen, wie sie sich aus aequationes directrices von 
der Form (7) ergeben. Es fehlt aber die Feststellung der Bedingungen 
für die Auflösbarkeit der Gleichungen (7) und (8) nach den beiden 
Reihen von Veränderlichen. 'P) 

Vor allem aber fehlt die freie Auffassung der 2» + 1 Koordi- 
naten &,,...,%,5 2 Pi, --,P, als Elementkoordinaten. Erst dann, wenn 
man nicht mehr den Gedanken festhält, daß die », partielle Differen- 
tialquotienten einer Funktion z sein sollen, wenn der allgemeine Be- 
griff der durch die Forderung 


dz — p;da,—= 0 
1 
definierten Elementvereine geschaffen und gedeutet ist, hat die Trans- 
formation eine sinngemäße Deutung gewonnen. 
Der allgemeinste »n-dimensionale Elementverein im R,,, ist ge- 
geben durch Gleichungen von der Form'!) 


2=fl%rı .. %,); T = fly .) 2.) 75 u FIT = &,)r 


k r k 
uf RDRLL Sudf ı, of 
79 Dame PESRR 2 Paz,” Dr dx, — >! Piöz, ü 
a 1 


und hierin können, wenn k größer als Null ist, gar nicht, wie dies 
Jacobi doch noch vorauszusetzen scheint, 2,%,,...., 2, als unabhängige 
Veränderliche genommen werden, an ihre Stelle treten vielmehr 


Pıs Pay Pin Varıy tr din 


So treten im R, die folgenden Arten von zweidimensionalen 
Elementvereinen auf: 
Die Elemente einer Fläche 
2 0 
= fla, Y), Pen og! 


die Elemente eines Vereins, dessen Träger eine Kurve ist 
d d 
y-f@), »=s@), P-j+ 257; 
die Elemente eines Vereins dessen Träger ein Punkt ist: 


x, y, 2 gegeben, 9, q beliebig. 


5. Beweis der Klammerrelationen mit Hilfe der bilinearen 
Kovariante. Wir wollen jetzt auf dem durch neuere Arbeiten ge- 


10) Lie-Engel, Trf. I, p. 155; Lie-Scheffers, Btr.., p. 54. 
11) Die Definition der allgemeinen Elementvereine bei Lie- Engel, Trf. II, 
p. 106. Ebendaselbst die Geschichte dieser Begriffsbildung bei Lie. 


ö. Beweis der Klammerrelationen mit Hilfe der bilinearen Kovariante. 449 


wiesenen rationellen Weg den Zusammenhang zwischen (6) (5) und 
(5°) erweisen. Nach F. Engel?) gelangt man am einfachsten zu den 
grundlegenden Klammerrelationen, wenn man durchweg die bilineare 
Kovariante benützt, ein Verfahren, das Darboux"?) bereits angewandt 
hat, wenn auch nicht in vollem Umfang. Aus der ursprünglichen 
Forderung 


(6) dZ nn P.aX,— g (de N pda) 
ı at 


folgt sofort 


N 


> (dP,öX,— dX,öP) = >! (dp,d:x, — dx,öp,) 
1 1 


+ de(d: 5 p.dz,) + do(d2 => p,92,). 
1 1 


Demgemäß kann die Liesche Forderung auch durch die folgende, 
vollkommen gleichberechtigte ersetzt werden, die in ihrer Fassung um- 
ständlicher aussieht, alle weitere Rechnung aber bedeutend vereinfacht: 


Wenn 
ds > p,dz,— 0 
1 


ist, so soll auch 
az — Di PaX,— 0 
1 


12) F. Engel, Lies Invariantentheorie der Berührungstransformationen und 
ihre Erweiterung,’ Jahresber. d. D. Math.-Ver., Ergänzungsband 5 (1914), stellt 
im Anschluß und auf Grund neuer Bearbeitung und Erweiterung der Unter- 
suchungen von S. Kantor, „Über einen neuen Gesichtspunkt in der Theorie des 
Pfaffschen Problemes, der Funktionsgruppen und der Berührungstransformationen‘“, 
Wien Ber. 110 (1901), p. 1147 ff. und „Neue Grundlagen für die Theorie und 
Weiterentwicklung der Lieschen Funktionengruppen“, ebd. 112 (1903), p. 755 ff. 
die bilineare Kovariante systematisch in den Mittelpunkt der Betrachtungen. Da- 
bei handelt es sich aber um die durch (13) definierten Berührungstransformationen 
mit der bilinearen Kovariante 


(44,94, — d4,9%,) = Id Y,0Q0,— 49,8 Y,). 


Ebenso macht E. Cartan vielfach Gebrauch von der bilinearen Kovariante bei 
seinen Untersuchungen über Systeme von Pfaffschen Gleichungen, Bull. sc. math. 
29 (1901), p. 232—302; Paris C. R. 134 (1902), p. 1415—1417, 1564—1567; Ann. 
€c. norm. (3) 27 (1910), p. 109—192. 

13) @. Darboux, Sur le probleme de Pfaff. Bull. math. astr. (6) 2 (1882), 
p. 14—36, 49—68. 
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sein und außerdem 


() Di (@P,8X,— 4X,öP,) — e I! (dp,da,— da,dp). 
1 1 


Setzt man hierin 


__..9u __ du = ou ou 


so folgt mit Anwendung des Klammersymbols (4) 


DD! (aPı[u, X] — dX;[u, P,)) = gdu. 
2 
Wendet man diese Formel an für 


U %, %gy +7 Ems Pıs Das +, Pr 


so erkennt man, daß die Differentiale dP; und dX, linear unabhängig 
sind, weil dies für die rechten Seiten gilt. 
Schreibt man also die letzte Gleichung in der Form 


>>; (aPı[u, X]—aX;[u, P)— e DR axX,+ pdP,), 


worin [w], wie in Nr. 2, die aus % bei Substitution der X,,..., An, 
P,,..., P, entstehende Funktion bedeutet, so folgt: 


0) 
[Je m PI=— ex 
Setzt man in dw nochmals 
0% 0% 
da, = PE adıı dp, = — 3,0 


so folgt weiter 


D! cv, Pla, X] — lo, Xu, PD) = el; u), 


also, wenn die Werte der linksstehenden Klammerausdrücke eingesetzt 


werden, 
aw]olu) |, alw]dlu) 
I IX: AP, + 927%)” = ol, u], 


oder, wenn wir die Bildung des Klammerausdrucks in den neuen 


Veränderlichen ' 
jg=Z, u —=X, 2, =P:; 


durch den Akzent bezeichnen, 
(10) [u, 0] = olw v]. 
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Hiermit ist der invariante Charakter des allgemeinen Klammer- 
ausdrucks bewiesen, bevor die Klammerrelationen zwischen den 2, X, 
P, berechnet sind'*); das wird nur ermöglicht durch Öperieren mit 
der bilinearen Kovariante. Jetzt ergeben sich aus den Klammer- 


relationen 
[2,4] = 0, , x] = 0, 


Be 8, = 0 für ik 
[p;, %,] za?" en 1 für = )' 
[9,2]=p; 


sofort mit Hilfe von (10) die Klammerrelationen 
(5) | [X,, X,]= 0, [Z, X]=0, 
[Pu %]l=su0, [P, Z]= eP. 
Schließlich kann die Funktionaldeterminante der  . 
P,,:.., P„ nach den z,x,,...,2,, Pı,:.., p, leicht berechnet werden.) 


Man bildet zuerst die Funktionaldeterminante mit Fortlassung von Z 
und z in den beiden Formen 


a (Fun 2 oo, 


Pı, Pas Zypern T, 
und 


we EB An —- Ps--„— 2) 
RER NE 2,.0,2 
wobei aber die Differentiation nach den x, jedesmal „total“ auszu- 
führen ist, also, in der Form 
du u u 
Daran 
Multipliziert man beide Formen miteinander, so erhält man eine 
2n-reihige Determinante, deren Glieder lauter Klammerausdrücke sind, 
die mit Ausnahme der Diagonalglieder alle gleich Null sind; die Dia- 
gonalglieder sind sämtlich von der Form [P,, X,] d.h. gleich o, so 
daß sich ergibt A? — 0°”, und damit 
| A= Her 
Die Funktionaldeterminante 
ne e Zus Ar, 7) 
2, Zyern Dn, Pıy + Pr 
läßt sich leicht auf A reduzieren; man multipliziert die erste Vertikal- 








14) Darboux (Fußnote 13), p. 62, Formel 26. 
15) Bei Lie selbst ist die Ableitung viel weniger systematisch. Vgl. Lies 
Engel, Trf. II, p. 118—123. 
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reihe mit 9,,:..,?, und addiert zu den » folgenden Vertikalreihen. 
Hierdurch entsteht eine Determinante mit der ersten Zeile 


0ZdZ dZ 02 02 


_—_ “00 . =) 


d2da, da,0m Opn 
wobei die 2n-reihige Unterdeterminante von = gerade A ist. Multi- 


pliziert man hier die auf die erste folgenden » Zeilen der Reihe nach 
mit P,,..., P,, addiert zur ersten und berücksichtigt 


n? 


(öb) - Dr D3 '=o, Fr Ira 0, 0 Ir er 


so erhält man 


(11) D-+et!. 


Umgekehrt führt der Weg von den Klammerrelationen (5) aus 
leicht zur Erkenntnis, daß Berührungstransformationen vorliegen. 

Um schließlich noch zu zeigen, daß aus » + 1 unabhängigen 
Funktionen Z, X,,...,X,, welche die vorgeschriebenen Klammer- 
relationen erfüllen, die Gleichungen 


er -I24 no 


die zugehörigen P liefern, hs notwendig sind, um zu einer Be- 
rührungstransformation zu ergänzen, beachte man, daß 


Sa Sera) Ir) 


1 
— [X,, 2] > P,[X, X) 
1 


identisch Null ist, die Gleichungen (5b) also einander nicht wider- 
sprechen. 'P) i 

Zu den allgemeinen Berührungstransformationen kann man auch 
gelangen von den homogenen Berührungstransformationen aus, welche 


die Bedingung 
(12) gar, + url, UT Tune q,dyı "+ Anzı Wazrı 


erfüllen. Die allgemeinere Forderung 
n+1 n+1 


(13) a ee - Dain+a0tn, E » Ya+1,Qı> ern) 





16) Lie-Engel, Tıf. II, p. 124, Theorem XII. 
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führt — am einfachsten wieder mit Anwendung der bilinearen Ko- 
variante!) — auf die Klammerrelationen ®) 


> &,;,—=0 für = 
OKI)" 
Soll dann noch d2 = sein, so müssen die Y homogen von nullter, 

die Q homogen von erster Ordnung in den gq sein.!?) 


Macht man endlich die Substitutionen 


= Y,ı4ıv Um 9Yı 0, Yır 


Re Pam. 
Pı RE Pr N 
Y, 4 = Z(e, T, P), Y,= X,le, z, P), 


Te 3 P,(e, %, p), Pas nF (2, T, 2 
n+1 n+1 
so gelangt man zu den allgemeinen Berührungstransformationen in 
den 2, z,, 9, und erhält außer den schon angegebenen Klammerrela- 
tionen (5) noch ®) 
2p, 


j Dr, 6% 
6b) [, RI +07, — le Pl+ oe =[e, ZI+ tt. 


6. Die Untersuchung von E. Schering. Die Bedeutung der bi- 
linearen Kovariante für die Erhaltung der Form der kanonischen 
Gleichungen hat zuerst E. Schering*‘) erkannt, indem er sich die 
Aufgabe stellte: Es sollen in allgemeinster Weise die kanonischen 
Gleichungen 

dg; ocH dp, oH 


(2a) ger 0, 





@=1,2,...,n), 


17) F. Engel (Fußnote 12), p. 31. 

18) Die Klammerrelationen (13°) definieren die eigentlichen kanonischen 
Substitutionen. Vgl. Lie- Engel, Trf. II, p. 130, Theorem XV. 

19) Lie- Engel, Trf. Il, p. 137, Theorem XVI. 

20) Die Relationen (5b) hat zuerst Darboux angegeben (Fußnote 13), p. 62. 

21) E. Schering, Hamilton-Jacobische Theorie für Kräfte, deren Maß von 
der Bewegung der Körper- abhängt, Gött. Abh. 18 (1873), p. 39. 

Zur Geschichte der kanonischen Substitutionen bis zu ihrem Abschluß 
durch die Untersuchungen von Lie vgl. man auch E. 0. Lovett, The theory of 
perturbations and Lies theory of contact transformations, Quart. Journ. 21 (1828), 
p. 1-103 und zum Verständnis der Scheringschen Untersuchung die Dissertation 
von C. Grötsch, Störungstheorie und Berührungstransformationen,, Leipzig 1898. 
Vgl. auch Lie, Die Störungstheorie und die Berührungstransformationen, Arch. 
f. Math. og Naturv. II, Kristiania 1877 und Th. de Donder, Sur les transfor- 
mations de contact speciales et le th&or&me de Jacobi, Rom. Acc. L. Rend. (5), 
20, 1 (1910), p. 400—415. Vgl. Math. Enz, VI 2,12 Whittaker, Nr. 10. 
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worin H eine beliebige Funktion von £, 9,,.-:,95> Pıs---, P, Ist, durch 
die Formeln 
= ll, 13: Im Pr Pu) 
pi = P;t, 95 34m Pr P.) 
so transformiert werden, daß sie in neue kanonische Gleichungen 
a _ PH. ah, 28, 
DE de. d0, 
übergehen. Dabei ist H’ eine Funktion von £, Q,,:.., Qu Fir» Pa 
die in den Veränderlichen £, ,,..-, 41» Pi; ---,?,„ die Form 
ET=-H-E 
haben möge. 
Er findet als Lösung: Die Funktionen @,, P; und E müssen so 
gewählt werden, daß die Identität 


I! (4,59) ap,00) = D!(@Q,8P, — dP,8Q) + dtöE — dESt 
1 i 


bestehen muß. 


Dasselbe Ergebnis läßt sich auch in folgender Form aussprechen: 
Die 2n Funktionen P, und Q, sind den Bedingungen”) 


&8,—=1 für i=%k 
= R == Ö j rk = 
(u W=0, (PP) wel ra ee 0 fürı + ı) 


zu unterwerfen, wobei unter (u, v) der Klammerausdruck 


du 9v ov du 
.. > (22, op; Er) 
zu verstehen ist. Die . kann dann aus 
op, 
(E,Q) = a, E,P)=- 


bis auf eine willkürliche additive Funktion von t bestimmt werden. 

Endlich kann das Ergebnis von Schering auch so ausgesprochen 
werden: Durch Quadratur kann eine Funktion &(t, 9, ,..-,x Pıs +2.) 
bestimmt werden, so daß die Gleichungen 


!=2+2, = % py=P; 


eine den Parameter ti u Berührungstransformation in den 
Veränderlichen 2, Q19 ++ Any Piy ++, P„ darstellen. 


29) Die Scheringschen Transformationen haben also mit den kanonischen 
das gemein, daß die absolute Invarianz der kanonischen Gleichungen (2*) ge- 


fordert wird; sie sind aber allgemeiner, da die Transformationsformeln auch die 
Vesnderliche t enthalten sollen. 
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7. Die Berührungstransformationen als Umhüllungstransfor- 
mationen. In seinem Nachruf auf J. Plücker sagt Clebsch”), daß er 
die Dualität [III A B4a, Fano, Nr.12] als besonderen Fall einer höchst 
allgemeinen Verwandtschaft mit sehr willkürlichem Wechsel des Raum- 
elementes erkannte. „Es können nach dieser vermöge einer aequatio 
directrix [2(&, Y, %,,Y,) 0] den Punkten der Ebene Kurven beliebiger 
Ordnung entsprechen, eine Vorstellung, an welche in neuester Zeit wieder 
angeknüpft ist.“ Er hat auch darauf hingewiesen, daß jene Gleichung 
überhaupt jeder Kurve C der Ebene x, y eine Kurve der Ebene «,, %, 
zuordnet, nämlich die Umhüllungskurve der oo! Kurven, die den 
Punkten von © entsprechen, und Formeln aufgestellt, welche zeigen, 
daß auf diese Weise zwei einander berührenden Kurven stets zwei 
einander berührende Kurven entsprechen.?*) 

In der Tat liegt hier der begriffliche „philosophische“ Ausgangs- 
punkt?°) der Zieschen Ideen, der allerdings formal nur auf eine andere 
Deutung der Gleichungen (7) und (8) hinauskommt: Durch die Glei- 
chungen 
an ae er =1,2,..,%) 
wird jedem Punkt ein (n + 1 — k)-dimensionales Gebilde des R,;ı 
zugeordnet, einer M, aber 

Mae fa, ar %,), 
indem man eben das Umhüllungsgebilde der zugeordneten M,,ı_ı 
bildet, wieder eine M,, die man aus 
2 En ne 1 —=(j; - a Be, = Fe i=1,2..m) 
in Verbindung mit (7) findet. De a die 


4.08 
er 
aus den weiteren Gleichungen 
do do do 00® ‚0@ » 
ae ETF Te a Na G=1,2-...n 


gefunden, und es folgt: Haben zwei nr — allgemeiner zwei Element- 


vereine [Nr.4] — des R,,, ein Element z,,...,2,, 5, 23:2, — 
gemein, so haben die entsprechenden M,' — allgemeiner die ent- 
sprechenden Elementvereine — ein Element ,',...,%,', 2, PM’ -:- Dr 


23) A. Olebsch, Gött. Abh. 15 (1872), abgedruckt in Plücker, Gesammelte 
mathematische Abhandlungen, hrsg. von A. Schoenflies (Leipzig 1895), p. XX. 

24) J. Plücker, Analytisch-geometrische Entwickelungen Bd. 2, Essen 1831, 
p- 266—267 (Anmerkung). 

25) Olebsch bezeichnet a. a. O. den „Wechsel des Raumelementes“ als eine 
philosophische Leistung. 
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gemein. Lie bildete diesen Gedanken zunächst im R(z, y, z) aus und 
betrachtete auch den Fall zweier Gleichungen 


A, 9% 2,2%, mA) Mala, 9, 2,2, Yo 2) =. 
Zuerst hat er, freilich in sehr versteckter Form, in der „Repräsen- 
tation des Imaginären in der Plangeometrie“ eine Punktgeradentrans- 
formation aufgestellt.?*) Er läßt einem imaginären Punkt 


X=ı+tiy, Z=z+i% 
der XZ-Ebene einen reellen Punkt des xyz-Raumes mit dem „Ge- 
wicht“ p entsprechen, wobei den o0° reellen Punkten vom „Gewichte“ 
p= (0 gewisse o0° Imaginärpunkte zugeordnet sind. Diese werden 
in der Ebene durch eine Polarität auf o0° Imaginärgerade g und dann 
weiter auf einen reellen Linienkomplex p abgebildet. Dadurch ist die 
Abbildung der Punkte P(x,y,2) auf die Geraden y eines tetraedralen 
Linienkomplexes @ (vgl. III C 10, Zindler, Liniengeometrie) gegeben, und 
umgekehrt entsprechen den Punkten P’ der Geraden y Gerade y’ durch 
P, die wieder einen tetraedralen Komplex bilden [vgl. unten Nr. 12]°°) 


8. Die charakteristischen Streifen [vgl. II A5 von Weber, Nr. 34]. 
In Nr.2 und 6 ist gezeigt worden, daß die Forderung der Invarianz des 
“Gleichungssystems (2) in der historischen Entwicklung zuerst auf die 
Berührungstransformationen geführt hat, also eine Frage aus der Theorie 
der charakteristischen Streifen. Diese Theorie bedarf hier wohl noch- 
mals einer Übersicht sowie einer gewissen Ergänzung. Man kann etwa 
die folgenden, zum Teil ineinandergreifenden Definitionen der charak- 
teristischen Streifen bzw. der charakteristischen Kurven unterscheiden. 

a) Aus der vollständigen Lösung (Il A 5, Nr. 32) einer partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung als Schnittkurve von einer Inte- 
gral-M, des R,,, mit n — 1 unendlich benachbarten, d. h. wenn 


= fla, 9-3 in u) 
eine vollständige Lösung ist, sind die charakteristischen Kurven ge- 
geben durch diese Gleichung und 


Hr yo" G-1N.,nD). 


da, da, 


+ 


26) Nr. 1, 2, 3, 4 des Literaturverzeichnisses von Engel (Fußnote 3). Inhalts- 
angabe hier nach Nöther (Fußnote 1), p. 3. Über Nöthers 1869 gegebene Ab- 
bildung des linearen Komplexes auf den Punktraum vgl. ebenda, p. 5 und Lie- 
Engel, Trf. III, p.138, Anmerkung. Diese Abbildung ist ausführlich behandelt in 
Salmon- Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes II, 3. Aufl. (Leipzig 1880), p. 516. 
27) Über die B.-T. als „Umhüllungstransformationen“ vgl. auch F\. Engel, 
Zur Theorie der Berührungstransformationen, Math. Ann. 23 (1884), p. 1—44. 
Ebendaselbst werden unendlichdeutige Transformationen nach Bäcklund (s. unten 
Nr. 16) für die Ebene betrachtet. 
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b) aus dem Integrationsproblem. Im R, z. B. sind die charakte- 
ristischen Kurven direkt dadurch definiert, daß eine Integralfläche nicht 
endlichdeutig bestimmbar ist durch die Forderung, sie soll eine vor- 
gegebene charakteristische Kurve enthalten (IT A 5, Nr. 34). 

c) aus den Mongeschen Kegeln oder „Elementarkegeln“®) — in 
Verbindung mit den Mongeschen Plankurven, d. h. (im R,) den durch 
die partielle Differentialgleichung erster Ordnung 

Fe, Y,?,P, )=0 
in Verbindung mit 
?=MEHGY Ft % 


bestimmten 00° ebenen Kurven.) „Ein charakteristischer Streifen ist 
dadurch bestimmt, daß der Punkt des erzeugenden Flächenelementes 
sich immer auf dem Mongeschen Kegel bewegt — die charakteristi- 
schen Kurven sind also Integralkurven der zugeordneten aus 


F(®, Y,2,9,9)= 0, 
one 
sry y=(, re rn 
durch Elimination von » und g entstehenden Mongeschen Gleichung — 
während sich die Ebene beständig um die Tangente der Mongeschen 
Plankurve dreht“. 
d) allgemein im R,,, als Elementstreifen [ILA 5, Nr. 9] ‚ welche 


die folgende Bedingung erfüllen): Haben zwei unendlich benachbarte 
Streifen 
%,(), 2), P;(t) 


se) + IR, 2) + 02, PO) + 9p, 
an einer Stelle korrespondierende vereinigt liegende Elemente, d. h. ist 
2 — Dp,ön,— 0, 


so soll diese Bedingung längs des ganzen Streifens erfüllt sein. Dies 
führt wegen 


und 


dz — I'p,dx,— 0 
durch Elimination von döz — ddz aus 


ö(dz — I’p,da,) — 0 


28) Vgl. ITA5, von Weber, Nr. 32, Fußnote 186. 
29) Diese Darbouxsche Definition (vgl. Goursat, p. 181) hat ©. Caratheodory 
von neuem unabhängig entwickelt, Math. Ann. 59 (1904), p. 517—528. 
30) Vgl. Lie-Scheffers, Btr. p. 551, Satz 9; @. Kowalewski, Elementvereine 
und Streifenelemente im R, +1, Leipzig Ber. 52 (1901), p. 91—104. 
Encyklop. d. math. Wissensch, IIT 3. 30 
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und 
a(dz — Ip,dx,) = 0 
gerade auf die Gleichung 


; Dar, dx, — da,öp,) = 0 
n 


[vgl. Nr. 5, Formel (9)]. 

e) Zusammenhang mit der Variationsrechnung®") und den Schnitt- 
bedingungen [vgl. unten Nr. 18]. In dem einfachen Fall, daß eine von 
z freie partielle Differentialgleichung erster Ordnung 


0 ö 
Fa. mm bei no) 


durch Elimination der p aus dieser Gleichung und 


oF ‚oF 
-——- — 5 
oP: OR 
nur auf eine Mongesche d. h. die Koordinaten und ihre ersten Diffe- 
rentialquotienten nach x enthaltende Gleichung 


Eile Ra G 4 
= 0(8, 2%, .:-Iy FI + Un 


führt, sind die Projektionen der charakteristischen Kurven auf z—= 0 
einfach die Extremalen des Variationsproblems 


fo, Z 2.8 8. %,)dr = Min. 


Um zu allgemeineren Beziehungen zu gelangen, bezeichnen wir 
mit Cartan®®) eine Kurvenklasse des R,,, mit r Parametern 


(14) y= Tl, Gi. Cr) G=1, 2,22 n) 
als eine „Engelsche Klasse“, wenn unter den durch Elimination von % 
aus den Schnittbedingungen für zwei unendlich benachbarte Kurven 
(1) au — Hiac + kant + 700 

sich ergebenden Mongeschen (in den Differentialen homogenen) Glei- 
chungen 

(16) 2, 9 %, da des... ., de) = 0 (u—=1,2,:.,%) 
sich mindestens eine in den Differentialen lineare (d. h. also eine 
Pfaffsche) Gleichung befindet. 








31) Vgl. hierzu IIA 8a, Zermelo und Hahn, Nr. 5; O. Bolza, Vorlesungen 
über Variationsrechnung, Leipzig 1909, p: 132 ff. 

32) E. Cartan, Le calcul des variations et certaines familles de courbes, 
S.M. F. Bull. 69 (1911), p. 29—52. 


8. Die charakteristischen Streifen. 459 


Auf der andern Seite möge aus (14) durch Differentiation nach 
« und Elimination der Konstanten das (14) zugeordnete System von 
Mongeschen Gleichungen 


AM) u hm) 0 k=L2..,g<n) 
folgen. 

Dann gilt der Satz: Jede in den Integralkurven von (17) ent- 
haltene Engelsche Kurvenklasse wird von Extremalen des zu (17) ge- 
hörigen Mayerschen Problems gebildet, d. h. von Kurven, welche (17) 
erfüllen und das Integral j 
(18) Say, 
bei gegebenen Anfangswerten 

HT Nnn he 
und gegebenen Endwerten 
=, = Yır +++ In e 
zu einem Extremum machen. — Hiermit ist die Beziehung zwischen 
Engelscher Kurvenklasse und Variationsrechnung gegeben. 


Führen jetzt die Mongeschen Gleichungen (17), was „im allge- 
meinen“ der Fall ist, durch die Differentiationen und Substitutionen 


„=mh-t +91 FtP 


nach Elimination von A,... A,» Yı ---4%, auf eine einzige partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung 


; dp. nn 
Fi, Yı + Ym Pr Pi > Pa-ı) = 0 ( _ 2,= . 





so fallen die Extremalen des Variationsproblems (18) mit den charak- 


teristischen Kurven der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
zusammen und mit der (einzigen) in (17) enthaltenen Enygelschen 
Klasse von 00°"-1 Kurven: Jede Engelsche Klasse von ?*-1 Kurven 
im R besteht notwendig aus den charakteristischen Kurven einer par- 


n+i1 


tiellen Differentialgleichung erster Ordnung, und umgekehrt.?®) 


33) Cartan, a. a. 0. (Fußnote 32) p.47. Über Beziehungen von Berührungs- 
transformationen der Ebene und Variationsproblemen vgl. a: F. Engel, Über 
Kurvenscharen, die zu einem gegebenen Differentialausdrucke kovariant sind. 
Jahresb. d. deutsch. Math.-Ver. 19 (1910), p. 112 ff. 

30” 
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Sollen z. B. im R, ©°, im R, 00° gegebene Gerade die charak- 
teristischen Kurven einer partiellen Differentialgleichung erster Ord- 
nung sein, so braucht man den betreffenden Komplexen nur die lineare 
Sehnittbedingung aufzuerlegen und findet leicht, daß die Geraden einen 
Tangentenkomplex®*) bilden müssen, d. h.. daß sie die 03 Tangenten 
einer Fläche oder Treffgeraden einer Kurve — im R, die 00° Tangenten 
einer dreifach oder zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit bilden 
müssen. 

Eine Engelsche Klasse mit 2n — _2p —+ 1 Parametern dagegen be- 
steht aus Kurven, die auf den charakteristischen Mannigfaltigkeiten 
eines p-gliedrigen Involutionssystems [II A 5, Nr. 38] liegen. 

Auf die Frage der „Schnittbedingungen einer Kurvenschar“ werden 
wir später im einzelnen eingehen [Nr. 18]. 

f) Allgemeinste Definition durch eine Eigenschaft der Linienelemente. 
Bei der unten in Nr. 12 behandelten Geradenkugeltransformation 
werden die Flächenelemente einer gewissen Pfaffschen Gleichung ab- 
gebildet auf die Minimalstreifen. Dabei werden die Linienelemente 


2,2, es zYy, 

34) H.Liebmann, Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung im R, und 
R, mit geradlinigen Charakteristiken, Leipz. Ber. 64 (1912), p. 405. Dodge 
wirft schon P. Dubois-Reymond, „Beiträge“, p. 67 die Frage auf, welcher Art 
die allgemeinste partielle Differentialgleichung erster Ordnung ist, deren Charak- 
teristiken gerade Linien sind. Bei Lie-Scheffers, Btr. p. 641 wird der Satz für 
den R, bewiesen; es läßt sich zeigen, daß er ganz allgemein gilt. In diesem 
Zusammenhang, nämlich unter dem Gesichtspunkt der Aufgabe: „Partielle Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung mit charakteristischen Kurven vorgeschriebener 
Beschaffenheit aufzustellen“, ist auch die Dissertation von Ph. Engelhardt, Würz- 
burg 1910, zu nennen: Untersuchungen über die im Schlußwort des Lieschen 
Werkes „Geometrie der Berührungstransformationen“ angedeuteten Probleme. 
Vollständig behandelt sind bei Lie-Scheffers Btr., Kap. 14 die sechs Aufgaben: 
Bestimmung aller Differentialgleichungen x 


F(&, y, 2,9, d9=0 


deren Charakteristiken auf allen Integralflächen 1) Haupttangentenkurven, 2) Krüm- 
mungslinien, 3) geodätische Linien sind. Ferner 4) die Integralflächen sollen als 
Normalen lauter Geraden eines gegebenen Komplexes haben, 5) die Charakte- 
ristiken sollen Gerade sein, 6) die Integralflächen sollen 0! geodätische Linien 
enthalten, die einem vorgelegten Linienkomplex angehören. Anknüpfend an die 
Bemerkung „daß sich die Probleme, die durch Kombination je zweier dieser 
Probleme hervorgehen, durch geometrische Betrachtungen vollständig lösen lassen‘ 
[a. a. O. p. 687] löst Engelhardt die Problemkombinationen (1, 3), (1, 4), (2, 3), 
(2, 4), (2, 5), (4, 5) vollständig, alle anderen sinngemäßen Kombinationen werden 
aber auch geometrisch diskutiert, wenn auch die Aufstellung der Funktion F 
nicht immer durchführbar ist 
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welche die Pfaffsche Gleichung erfüllen, abgebildet auf die Linien- 
elemente der Geraden 


u ty = —:+ 2(y—yY)), 
1n—y= W, 
u Egae Y + zy, 


und es ist 
da’ + dy’+de’= d— 2+ 2 y— yY))dy 
+ (dy+ a —= — 2:(dy) + (day) = 0; 


den oo! Linienelementen im R(x, y, 2), die auf einem Flächenelement 
der Pfaffschen Gleichung 
dz + zdy — ydz —= 0 
oder 
E*=V, m 


liegen, entsprechen also die Linienelemente der charakteristischen Kurven 
der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung) 


Pt t1=0; 
daher sind die linearen Büschel von Linienelementen, die die Pfaffsche 
Gleichung einem Punkt zuordnet, als Äquivalent der charakteristischen 
Kurven der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung anzusprechen, 
und es entsteht die folgende Frage: Gegeben ist ein System von Monge- 
schen Gleichungen 
Uri SER 9,(®, T,, Tg, Dan? In, 2, 2 Be 2%) 


(19) (=1,2,..,n—h), 


ee UL A 2% 
wie sind die charakteristischen Kurven oder ihr Äquivalent zu definieren? 
Die Definition soll ganz unabhängig davon sein, ob das System (19) 
auf eine einzige Differentialgleichung erster Ordnung führt oder nicht. 

Die Antwort lautet:°%) Die zum System (19) gehörigen charak- 
teristischen Kurven 


will), en), 2=:(tl) 


sind dadurch bestimmt, daß die Bedingungen für die vereinigte Lage 
korrespondierender Linienelemente unendlich benachbarter Kurven durch 
Elimination von £ auf eine in den Differentialen der Parameter lineare 
Gleichung führen; m. a. W., es müssen sich die Multiplikatoren 


An, Agy .. > hr, Mi, Hg, ..-., U,_;, U 


35) Vgl. Lie-Scheffers, Btr. p. 451. 
36) Briefliche Mitteilung von F. Engel. 
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so bestimmen lassen, daß die Gleichung 
(20) 1, (6, — 262) + + (du — 2,62) + u(dö2,,,— dr) +: 


5 + u„_,(0%, zz: @,_,0%) u u(d2 Er @0%) er 0 
von t frei wird. 


Im R,, wo das Gleichungssystem 
dy— yde=0, de — ala,y,2,y)da=0 
den Fk Be kommt man auf 


2 öy—yoa) + a — 82) 


do En 
und dabei ist mit Vertauschung der Differentiationsfolge 
2y = 3 EXT, = 82% — 60%, 
= do ‚do do\ dx do dy' 
(rate ty 
Setzt man EI ein, so erhält man a drei Forderungen 
di 00 
dt ge May =(, BF} = DE =0, A+ re 
und hieraus die eine 


in-Hing- 


Ist nun ® nicht linear in y', so darf {= gesetzt werden, und man 
erhält in der Tat die gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung”‘) 

6°o ‚ 0°0 0°o „6°@ do , 6a do 

a re en ta) I 
welche in Verbindung mit 

= o(R, Y ?5 Yy) 

die Charakteristiken ergibt. 

Ist aber © in y’ linear 


o=al®,y,2) + Y Bla, y 2), 


orte: Wr 5-84) . 


so kommt 


und hieraus 
de dy ‚dz dz dx RR ‚ 
ar eriermd ze gm) e=atPßY, 
d.h. die Punkte bzw. die linearen Büschel von Linienelementen. 


37) In diesem Zusammenhang, nämlich als Mongesche Kurve mit „linearer 
Schnittbedingung“ abgeleitet bei F. Engel, Fußnote 101, p. 208. 
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9. Die infinitesimalen Berührungstransformationen. Die infini- 
tesimalen Berührungstransformationen lassen sich durch charakteristische 
Funktionen W erzeugen.) Soll nämlich 

’=z+86ö6t, y=n,+$Jt, y—=p,-+ n,öt 
sein, so führt die Grundforderung (6) auf 


d(a+ 81) - Io + md) da, +50) = (1+ söt) (de— Sp,de,) 
oder 
ds — Ip,dE, — PIRE er oldz ze: Sp.da). 
Soll diese Relation identisch erfüllt sein, so zeigt sich, daß die 
Zuwachsgrößen mit Hilfe der charakteristischen Funktion 


V=—t:+n5: +9m&+:-: FD: 


sich darstellen lassen; es wird 


oW 
= öp,’ {= > I 
oW BAR. 


a z; en n a  } 2,’ 
die Bahnen der Elemente sind also, wie der Vergleich mit (2) it 
die charakteristischen Streifen der partiellen Differentialgleichungen 


Wien -: :, Es & Dis Do & 
Der Zuwachs von f(&,, ...,%,, 2, P1> - :-, P,) bei einer infinitesimalen 
Berührungstransformation mit der charakteristischen Funktion W ist 
gegeben durch 


— [af Wer "StoW, „on Dr 
In er w)+ op, 0%, > (2 +Pp 32) in.) 
= ([wr1 — w® 2.) 68. 
Eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung 


Fa, 23: 2 8, P,...,D,) = 0 
gestattet daher die infinitesimale Berührungstransformation mit der 
charakteristischen Funktion F. 

Die infinitesimalen Berührungstransformationen können auch be- 
nützt werden, wenn man auf kürzestem Weg und im Sinne von Lie 
ohne Benützung der bilinearen Kovariante [Nr. 5] zu den Relationen 
(5) gelangen will.) 

Bezeichnet man durch den Akzent (”) die neuen Veränderlichen, 


so folgt aus (5) 
g ar Sp, & u (8 ze B7} 5)» 


38) Lie, Trf. II, p. 250. 
39) Briefliche Mitteilung von F'. Engel. 
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also 
W=o:W 
und 
A RE ‚ ‚ öf 
Im f)]—-W.,=-le W,/!+ Werf)—eW 5° 
für W=1 also 


—- = [e, leg: 


LIW, fl=elW, fl. 
Hieraus ergeben sich, wenn man für W und f irgend zwei Funk- 
tionen aus der Reihe (3) wählt, sofort die sämtlichen Klammerrelationen. 
Umgekehrt, wenn die Klammerrelationen erfüllt sind, so findet man 


und 


[wn— Wl=eWr + WDagı+r+ Dia), 


außerdem ist jedenfalls 


de — Ip,da,—= Zi,da) + Zu,dp/ + vdz, 
und wenn man wieder statt der dz, dx,, dp, einsetzt &6t, &,Öt, m,Öt 


[7 => ‚oW ‚oW 

ee a Zt) tr Irre) 
De WI + wß; + y) ‘ 
Da diese Gleichung für jedes W identisch erfüllt sein soll, so folgt 


+ =0,uw— 0 
de — Ip,da,— v(de — Sp; da,), 
Be 
Meere 
Unter den infinitesimalen Berührungstransformationen sind die- 
jenigen hervorzuheben, welche den Pfaffschen Ausdruck 
de — Dy;da, 
invariant lassen. Die charakteristische Funktion W muß dann eine 
Funktion von den x, und p, allein sein.“®) 
Eine infinitesimale Berührungstransformation läßt den Ausdruck 
p, da, m en + 2,4%, 
dann und nur dann invariant, wenn die charakteristische Funktion in 


den p, homogen von erster Ordnung ist, sonst aber eine ganz beliebige 
Funktion von den 9, ...2,.°) 


daher 


also 


außerdem 





40) an Trf. II, p. 259, Theorem 40. 
41) Lie-Engel, Trf. II, p. 263, Theorem 42. 
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Auch die infinitesimalen Berührungstransformationen in bihomo- 
genen Koordinaten‘) können durch charakteristische Funktionen er- 
halten werden. Nimmt man für 7 irgendeine, Funktion, die sowohl 
in den x, wie in den u, homogen von erster Ordnung ist, so wird 


= ut 6% — %,(P’log x, — M’log u,) 
(21) 3V 
(een dx, +&%W-+ u,(P’log2,— M’log u), 
wobei o,, 6,, P’, M’ irgendwelche Konstanten sind. Diese Transfor- 
mation wird nur dann zur identischen, wenn man 


Vom CDu:,), = (C + 5)%, = (, — O)u, 
setzt, wobei (' eine neue Konstante bedeutet. 
Die Frage nach den infinitesimalen Berührungstransformationen 
ordnet sich der allgemeineren unter nach den infinitesimalen Punkt- 


transformationen 
0,—= Ela, ...x,)0t 


öflz, 1 x) Fr X(f)dt 
E d 
ED ICHEEEN 
welche den Pfaffschen Ausdruck 
(22) A - > ie. n ds 
1 


absolut oder modulo eines vollständigen Differentiales invariant lassen; 
sie ist von F. Winkler‘) im Anschluß an frühere Untersuchungen von 


bzw. 


42) T. J. Dohmen, Darstellung der Berührungstransformationen in Konnex- 
koordinaten. Diss. Greifswald 1905. Bei dieser Darstellung sind die homogenen 
Punkt- und Ebenen-Koordinaten, (z,,..., %„41) und (U, ..., 4,7) des R,, wenn 
Punkt und Ebene vereinigt liegen, durch die Gleichung 

n+1 


zu; = 0 


1 
verknüpft. Will man diese Koordinaten zur Darstellung der Berührungstrans- 
formationen anwenden, und sind die x; in den x und « homogen von den Ord- 


nungen « und f, die w; entsprechend homogen von den Ordnungen y und ö, so 
darf die Bedingung 
ad — By+0 


nicht übersehen werden. Vgl. Lie- Engel, Trf. III, p. 530. 

43) Diss. Greifswald 1905. Vgl. Engel, Leipzig Ber. 51 (1899), p. 303 ff. und 
von Weber, p. 332—339; R. Palm, Zur Invariantentheorie eines Pfaffschen Aus- 
drucks, Diss. Greifswald 1914. 
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F. Engel vollständig behandelt worden ohne Reduktion von (22) auf 
eine Normalform. Mit Benützung der Identität 


3) XM+ANMD-HU+aV + YW)+X), 
in welcher 
X(A)=cA+ du 
Y(A)=gA- dv 


sein soll, kann gezeigt werden, daß die erzeugende charakteristische 


Funktion 
U-—Iu5 
1 


für die verschiedenen Probleme durch Integration eines vollständigen 
Systems gewonnen werden kann. 


10. Neuere Untersuchungen über endliche Berührungstrans- 
formationen. Die Frage nach den Definitionsgleichungen der end- 
lichen kontinuierlichen Gruppen von Berührungstransformationen in 
der Ebene ist nach Methoden von $. Lie und F. Engel beantwortet 
worden.**) 

Die charakteristische Funktion W(x, y, y), welche die r unab- 
hängigen infinitesimalen Transformationen erzeugt, kann man sich 
immer gegeben denken durch ein System von linearen partiellen 
Differentialgleichungen zwischen W und Differentialquotienten von W; 
dieses System muß, damit eine Gruppe vorliegt, die Eigenschaft haben, 
daß, wenn U und V zwei Lösungen sind, auch‘®) 
< oU (oV ‚oV oV.[aU ‚';oU oV oU 
N et Pin 
eine Lösung ist. Dann läßt sich die Anzahl und Form der partiellen 
Differentialgleichungen bestimmen, welche die endlichen Transforma- 
tionen der Gruppe definieren, und zwar werden diese Differentialglei- 
chungen sowohl wie die unabhängigen Invarianten durch Integration 
eines vollständigen Systems gefunden. 

S. Lattös‘®) hat bei einer endlichen Berührungstransformation die 
Anfangsglieder für die Reihenentwieklungen der invarianten Mannig- 





44) L. Gasiorowski, Über die Definitionsgleichungen der endlichen kontinuier- 
lichen Gruppen von Berührungstransformationen in der Ebene. Diss. Gießen 1914. 

45) Der Klammerausdruck { U, V} tritt auf bei der Zusammensetzung der 
infinitesimalen Berührungstransformation mit den charakteristischen Funktionen 
U und V. Vgl. Lie- Engel, Tıf. II, p. 321. 

46) S. Lattes, Sur les multiplieites [Vereine] invariantes par une transfor- 
mation de contact. S. M. F. Bull. 37 (1909), p. 137—163. 
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faltigkeiten bestimmt. Ist 
ET DE a PN 
ein invariantes Element, so kann die Transformation auf die Form 
gebracht werden 
X =, +0, t42+1,9 + I, „P„ + Glieder höh. Ordnung 


X, == (01T, 7 Int („z + l„ıPı ES Inn ng ” ” ” 
Z= cz Ar ” ” ”„ 
P, = 4,9, + 92 + 419 +4,04 ” „ „. 


BP = a2 40,20, + 2 + af RAD ” » 
wobei aber die darin auftretenden Konstanten wegen der Klammer- 
relationen (5) nicht unabhängig sind, sondern ein System von Glei- 
chungen zu erfüllen haben, das für n=2 schon bei Hermite®') auf- 
tritt in ganz anderem Zusammenhang. Setzt man jetzt 


ee 


und berücksichtigt nur die Glieder erster Ordnung, so erhält man die 
Forderung, daß eine (2%-+1)-reihige Determinante verschwinden muß, 
in deren Diagonalgliedern das zweite Glied — $ ist. Von dieser 
Multiplikatorgleichung ist eine Wurzel gleich c, die anderen sind in- 
folge der zwischen den Konstanten bestehenden Relationen paarweise 
assozütert, d. h. von der Form 


S,; Bias 


c 
5 ae n? S, 

Jede dieser Wurzeln mit Ausnahme von e liefert einen invari- 
anten Elementstreifen, derart, daß von dem fest bleibenden Ausgangs- 
element 2» invariante Streifen ausgehen. Invariante Elementvereine, 
deren Träger als Punktgebilde r-dimensional ist, erhält man durch 
lineare Kombination. So liefern z.B. die beiden bei der Berührungs- 
transformation: 

X=ax +», Y= by-+9, Z=2abz-+bp’+ ag?, P=2bp, Q=2agq 
invarianten Gleichungssysteme (Streifen) 

ya 20, yet, ge), 
und 

| ı=(, z=(0, p=(, 9y=- 
die invariante M,;: 


47) E. Goursat, Sur un groupe de transformation, 8. M. F. Bull. 30 (1902), 
p- 158—165, entwickelt diesen Zusammenhang. 
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Dabei dürfen sich aber unter den Streifen keine assoziierten be- 
finden, außerdem ist die Konvergenz der Reihenentwicklung an ver- 
schiedene Bedingungen geknüpft. 

S. Lattes*®) hat auch für Berührungstransformationen der Ebene 
die sehr viel schwierigere Frage der invarianten Kurven behandelt, 
die nicht von einem invarianten Linienelement ausgehen, und findet 
z. B., daß bei der Dualität 

y+y—-ı.—0 
jede Kurve in sich übergeht, d. h. ihre Linienelemente untereinander 
vertauscht, die durch die Gleichungen 


=) + FO, 
„04 (ng +mat, 
y= gl) — FÜ) 


gegeben ist, wobei g eine gerade, f eine ungerade Funktion ist. Nach 
P. Suchar*°*) können bei allen Berührungstransformationen der Ebene, 
die reziprok d.h. involutorisch sind (wie z. B. die Dualität), die von 
den Doppelelementen ausgehenden invarianten Kurven durch Integration 
einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung gefunden 
werden. 

Im übrigen gehen wir auf die analytische Invariantentheorie der 
Berührungstransformationen, vor allem also die Theorie der Funktionen- 
gruppen [IIA 5, Nr. 40,41] hier nicht nochmals ein, erwähnen nur, 
daß sie durch S. Kantor und Engel“) eine wesentliche Vereinfachung 
und Bereicherung erfahren hat, nämlich zur Kovariantentheorie eines 
allgemeinen Pfaffschen Ausdrucks 


Dal, 2. 09) AR, 


1 r 
erweitert worden ist. 


IIT. Spezielle Berührungstransformationen und sich anschließende 
Fragen. 


ll. Fußpunkttransformation, Apsidaltransformation usw. Die 
Fußpunkttransformation®) in der Ebene ist gegeben durch die aequatio 


48) S. Lattes, Sur les substitutions & trois variables et les courbes invari- 
antes par une transformation de contact. C. R. 140 (1905), p. 29—32. 

48®) Paris C. R. 155 (1912), p. 389—391. 

49) Kantor und Engel, Fußnote 12), $ 7 und 8. 

50) Lie-Scheffers, Btr., p. 17, 63. Die Umwandlung der Plückerschen Zahlen 
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directrix 
(25) + yP— 2, —yy=0 
und ist ein Spezialfall der auf Veranlassung von W. Ludwig durch 
H. Wilson®') untersuchten allgemeinen linear-quadratischen Berührungs- 
transformationen 
(26) % Pl, Y) + %2pelm, y) + Plz, y) = 0. 
Wüson hat diese ein-vierdeutige Verwandtschaft im Zusammenhang 
mit der Theorie der Kegelschnittnetze dargestellt. 

Die endliche Fußpunkttransformation ordnet dem Linienelement 
Y,@, rt, wobei 

dy 


tgr= eH, 


ist, r und p die Polarkoordinaten bedeuten und r den Winkel des 
Linienelementes mit dem Radiusvektor r, das neue Linienelement zu 


n=rsint, P=9+r—5 y=1T. 
Wiederholte Fußpunkttransformation führt auf 
N 
ry 


Denkt man sich » zunächst durch einen stetig veränderlichen 
Parameter ? ersetzt, dann ? unendlich klein, so entsteht die infini- 
tesimale Fußpunkttransformation ?) 


ö6r=rlogsins.dt, dog = (— Z)6t, N, 


(27) r=rsu’rm, 9,=p+tn — 


R a, W=t. 


n 


mit der charakteristischen Funktion 


(28) W=rg’ log We — arctro + - 
Die Fußpunkttransformation im AR, hat die aequatio directrix: 
(29) ++ an — yy—en—0. 


Die Apsidaltransformation®®) hat ihre Quelle in der folgenden 


HIIC4, Berzolari, Nr. 8] bei den Fußpunkttransformationen hat @. Loria an- 
gegeben: Le transformazioni pedali ed antipedali nel piano e nello spazio. Peri- 
odico di Mat. (3) 4 (1904), p. 214—224. Über Fußpunktkurven vgl: DID1, 8, 
von Mangoldt, Nr. 7. 

51) Untersuchung einer linearquadratischen Berührungstransformation. Diss. 
Rostock 1913. 

52) Lie-Scheffers, Btr. p. 63, 99. 

53) Vgl. Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes II, 3. Aufl. 
Leipzig 1880, p. 327. Daselbst auch die ältere Literatur über Apsidalflächen 
(Mac Cullagh, Catalan). Die Auffassung der Apsidaltransformation als Berüh- 
rungstransformation ist ausgesprochen bei Lie (s. d. folgende Fußnote). 
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Aufgabe: Gegeben ist ein Punkt O und eine Fläche. Durch O werden 
alle Ebenen gelegt und die extremen Werte des Radiusvektor dieser 
ebenen Schnitte in O auf jeder Ebene senkrecht aufgetragen, auf diese 
Weise entsteht zu jeder Fläche die Apsidalfläche. (Z.B. ist die Ap- 
sidalfläche des Ellipsoides, wenn man zum Pol O den Mittelpunkt 
nimmt, einfach die Fresnelsche Wellenfläche) Hieraus erhält man 
eine Berührungstransformation, wenn man beachtet, daß OP extre- 
maler Radiusvektor oder Apsidalradius einer den Punkt P enthaltenden 
Fläche ist, sobald die Richtung der betreffenden ebenen Schnittkurve 
in O auf OP senkrecht steht. Betrachtet man jetzt alle ebenen 
Schnitte, für die OP Apsidalradius ist, so erkennt man, daß dem 
Punkt P ein Kreis mit dem Mittelpunkt O und dem Radius OP zu- 
geordnet wird, dessen Ebene auf PO senkrecht steht. So erhält man 
die aequationes directrices der Apsidaltransformation 


28 22% + YYı Em ZE, = 0, 
(28) 2 a 2 I. 0, 
a mal at. he ee 
und es ist beachtenswert, daß man mit Benützung dieser Berührungs- 
transformation die Gleichung der Apsidalfläche aufstellen kann, ohne 
erst die Apsidalradien der ebenen Schnitte berechnen zu müssen. 
Sie kann verallgemeinert werden zu der Transformation“) 


(29) | (za, + yy + 2,’ —m’(a?+ y’+ Matti), 

+ Yy+R— 1? y—a—(, 
welche als „Dilatation auf den Kugeln“ 

+ yVY+—d—=0 
zu bezeichnen ist. In der Tat wird jedem Punkt P auf dieser Kugel 
ein Kleinkreis mit dem Mittelpunkt P zugeordnet, dessen sphärischer 
Radius 
a-u = a. arccos m 

ist. „ 

Diese Dilatationen®®) bilden eine Gruppe, und es mag erwähnt 


54) S. Lie, Beiträge zur allgemeinen Transformationstheorie, Leipzig Ber. 47 
(1895), p. 394—508. 

55) Die Dilatation besteht in der Verschiebung der Linienelemente auf 
ihren Normalen um die konstante Strecke a, die aequatio direetrix lautet 

“+ ya. 

Die infinitesimale Dilatation oder Parallelverschiebung (Kurven gehen dabei 

in ihre Parallelkurven über) hat die charakteristische Funktion [Nr. 9] 
w=-yi+W”. 

Vgl. hierzu Lie-Scheffers, Btr., p. 96. Die infinitesimale Paralleltransformation 
kann entsprechend verallgemeinert werden zu einer gewissen Linienelementtrans- 
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werden, daß Lie, ohne diese Deutung zu geben, gerade diese Gruppe 
auch benützt, um die Dualität als Glied einer Gruppe von Trans- 
formationen darzustellen.) Deutet man x, y, 2 als homogene Punkt- 
'koordinaten der Ebene, so gibt die erste Gleichung (29) für 
m — (0 
die Dualität. 
Gleichungen zwischen 
erytr, au tyy tz, ty 
geben überhaupt die allgemeinsten Berührungstransformationen, die wie 


Fußpunkttransformation, Apsidaltransformation und Dilatation (s. Fuß- 
note 55): 

(80) @—- a’ +9 W’r@— 2)= a 

mit den Rotationen um den Anfangspunkt vertauschbar sind.°®) 

Diesen „klassischen Berührungstransformationen“ begegnet man 
auch bei der Aufgabe: 

Alle Berührungstransformationen zu bestimmen, bei denen die 
Flächen so transformiert werden, daß die entsprechenden Normalen ein- 
ander schneiden.°') 

Man erhält derartige Berührungstransformationen, wenn man durch 


(X De 2’ + ae Wet Fa = p*(R, Y, £) 
den Raum X, Y, Z in den Raum z, y, z überführt und dann durch 
&—- + (H-W+A-— = pe, Y 2) 
den letzteren in X, Y,Z,; denn bei der ersten Transformation wird 


jedem Flächenelement (X, Y, Z, P, Q) ein bestimmter Punkt auf 
seiner Normale zugeordnet und damit ein bestimmtes Linienelement 


formation für andere Formen 
ds= W(z, y, y)dx 


des Bogenelementes. F. Engel, Leipz. Ber. 53 (1901), p. 404—412 und Jahresber. 
d. D. Math.-V. 19 (1910), p. 306—8317. 

56) Diese Berührungstransformationen werden auch gebraucht zur Lösing 
der Aufgabe: Das allgemeinste Flächenpaar $, T zu bestimmen, das bei der 
Beschreibung der Rotation eines Körpers um einen festen Punkt dasselbe leistet, 
wie Zentralellipsoid und invariante Ebene [IV 6 Stäckel, Nr. 84a], d. h. die Be- 
wegung soll so dargestellt werden können, daß die mit dem Körper fest ver- 
bundene Fläche $ sich auf einer im Raume festen Fläche T abwälzt. Vgl. E. Laura, 
Sopra le transformazioni di contatto che vengono transformate in se stesse dal 
gruppo delle rotazioni attorno ad un punto. Torino atti 43 (1908), p, 1053—1070. 

57) L. Raffy, Sur certaines transformations de contact, S. M. F. Bull. 37 
(1909), p. 37—50. 
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&%,y,2,&, y, 2, und diesem Linienelement entspricht wieder ein be- 
stimmtes Flächenelement des anderen Raumes. 

Die gesuchten Transformationen lassen sich im allgemeinen aus 
einer aequatio directrix bestimmen, deren Form durch Integration einer 
partiellen Differentialgleichung sich finden läßt.°®) 

Bei infinitesimalen Transformationen mit der geforderten Eigen- 
schaft müssen die Bahnkurven als charakteristische Streifen der par- 
tiellen Differentialgleichungen, die man durch Konstantsetzen der 
charakteristischen Funktion erhält [Nr. 9], natürlich auf den Integral- 
flächen Krümmungslinien seien, eben weil zwei unendlich benachbarte 
Normalen einander schneiden sollen. 


12. Die Liesche Geradenkugeltransformation. [Vgl. IIAB4b, 
Fano, Nr. 13 und IIID 3, von Lilienthal, Nr. 35.) Aus der in Nr. 7 
erwähnten Berührungstransformation hat Lie die Transformation°®) 


| a, +iy a4 +2=0, 


(31) i 
a —iy) — a1 y—0 


abgeleitet, die auf die Gleichungen führt 





- (cp +99 
u tmM= tr Sg 
. 9 —P 
2 el 7) Be ga’ 
(32) wo 
rau g—ı ’ 
zgq—1 
5 ga—& ’ 


und den oo? Geraden des R(x, y, 2) 


z=r2+0, y=8s2-6 
die Kugeln 


(z, er ++ (9 ae + (2 we = (N) 


zuordnet. 

Die Transformation verwandelt die Haupttangentenkurven auf 
Flächen des R(x, y, z) in Krümmungslinien auf den zugeordneten 
Flächen des R,(z,, Yı, 2). Speziell werden dabei den Haupttangenten- 
kurven auf der Kummerschen Fläche, der Singularitätenfläche eines 
quadratischen Linienkomplexes, die Krümmungslinien auf den allge- 


58) J. Drach, Sur les congruences de normales et les transformations de 
contact, Par. C. R. 148 (1909), p. 1082. 

59) Darstellung und Geschichte dieser Transformation vor allem bei Lie- 
Scheffers, Btr., Kap. 10, und was die Anwendung auf die Theorie der alge- 
braischen Flächen betrifft, bei Salmon- Fiedler, (Fußnote 53)), p. 514ff. 
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meinen Zykliden zugeordnet, und auf diesem Wege ließen sich die 
gesuchten Haupttangentenkurven bestimmen, die sich damit als alge- 
braische Kurven 16. Ordnung erwiesen haben. 

Bei der Transformation entsprechen den Punkten des R(x, y, 2) 
die Minimalgeraden des R,(z,, Y,, 2), und umgekehrt den Punkten 
des R, die Geraden des Nullsystems 


zdy — yde+ de =0. 


Hieran knüpft die allgemeine Fragestellung: Was für Arten 
von Berührungstransformationen gibt es überhaupt, die den Punkten 
P(x, y, 2) einen Geradenkomplex des R,(z,, %,, 2) und umgekehrt 
den Punkten P,(z,, Y%ı, 2) einen Geradenkomplex des R(z, y, 2) zu- 
ordnen? Lie‘) findet die folgenden sechs: 

1. Beide Komplexe sind tetraedral, die aequationes directrices 
sind zwei bilineare Gleichungen. 

2. Ein Komplex ist linear, der andere besteht aus den Treffgeraden 
eines Kegelschnitts. (Nimmt man hierfür den imaginären 
Kugelkreis, so entsteht die Geradenkugeltransformation.) 

3. Ein Komplex ist linear, der andere besteht aus den Tan- 
genten einer Fläche zweiten Grades. 

4. Beide Komplexe bestehen aus den Tangenten je einer ab- 
wickelbaren Fläche. 

5. Der eine Komplex ist ein spezieller linearer (d.h. alle Geraden, 
die eine gegebene treffen), der andere besteht aus den Tan- 
genten einer abwickelbaren Fläche. 

6. Beide Komplexe sind spezielle lineare. 

In den Fällen 1—3 ist die Zuordnung notwendig algebraisch, in den 
übrigen nicht. Man beachte, daß nur dann (Fall 2 und 3) eine nscht 
lineare Mongesche Gleichung (die nicht in mehrere lineare zerfällt) für 
die oo! Linienelemente durch die Punkte des einen Raumes verbunden 
ist mit einer Pfaffschen Gleichung für die oo! Linienelemente durch 
die Punkte des anderen Raumes, wenn diese letztere nicht integrabel 
ist, d. h. wenn ein nichtspezieller linearer Komplex zugeordnet wird.®!) 
E. Duporeg®?) hat den Fall 3) synthetisch untersucht und fest- 


60) Leipz. Berichte 49 (1897), p. 687—740. 

61) S. Lie, Drei Kapitel aus dem unvollendeten zweiten Bande der Geometrie 
der Berührungstransformationen. Herausgegeben von F. Engel, Math. Ann. 59 
(1904), p. 193—313. Vgl. p. 309, Satz 30. Bei einer B.-T. können die Linien- 
elemente einer Pfaffschen Gleichung nur dann denen einer nicht linearen Monge- 
schen zugeordnet werden, wenn die erstere nicht integrabel ist. 

62) Sur une generalisation de la transformation de Lie. S. M. F. Bull. 27 
(1899), p. 146. 
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gestellt, daß durch die Zuordnung von fünf Punkten des R(x=,y,2) zu 
fünf Tangenten einer F, des R,(x,, Y,, 2,) die Transformation 16-deutig 
festgelegt ist; R. Bricard‘®) gibt analytische Entwickelungen dazu. 

Die Beiträge von Lovett‘*) zur @eradenkugeltransformation haben 
nichts Neues zutage gefördert. P. Franck®) hat gezeigt, daß kon- 
jugierte Richtungen auf einer Fläche des Geradenraumes sich in har- 
monisch durch die Krümmungslinien getrennte des Kugelraumes ver- 
wandeln. Weitere Untersuchungen, deren Ergebnisse dem Gebiet der 
Liniengeometrie [III C 10, Zindler] angehören, stellt Lagally‘°) an. 

J. L. Coolidge®') hat die Geraden-Kugeltransformation für den Fall 
der elliptischen Geometrie behandelt oder, was dasselbe ist, diejenige 
Transformation, bei der den Punkten des einen Raumes die Tangenten 
einer nullteiligen Fläche zweiten Grades im anderen Raume ent- 
sprechen (Fall 3. der Liste von Lie). Dann besteht eine einfache Be- 
ziehung zwischen den senkrechten Abständen zweier Geraden und dem 
Winkel, unter dem die ihnen entsprechenden Kugeln einander schnei- 
den. Sind nämlich x,, &, ---,%, die sechs Kleinschen®’*) Linienkoordi- 
naten, zwischen denen die Gleichung 


PX kn 0 


2x, Y; 
Ro Yot LıYıt EaYa — Es Ys — u Yu — Ws Ys 
eine Invariante. Ihre Bedeutung ist 


besteht, so ist 
(33) J= 





tang d, - tang d, 
im Geradenraum, wobei d, und d, die beiden senkrechten Abstände 


der Geraden & und y sind, und im Kugelraum 
i sin?49:sin?49, 

63) Nouv. Ann. (4) 5 (1905), p. 221. 

64) E. Lovett, Paris C. R. 129 (1899), p. 20—23, 144—147, gibt eine erneute 
Ableitung der Geradenkugeltransformationen durch Spezialisierung der Berührungs- 
transformationen mit zwei bilinearen aequationes directrices. Vgl. auch Annali di 
mat. (3) 7 (1902), p. 39 ff.; der hier gemachte Versuch einer Ableitung von Ge- 
radenkugeltransformationen im R, ist für n > 3 verfehlt, weil die Mannigfaltig- 
keiten nicht von derselben Dimension sind. 

65) P. Franck, Hamb. Mitt. 4 (1905), p. 177—203. 

66) M. Lagally, Über Flächen mit sphärischen Krümmungslinien, vom kugel- 
geometrischen Standpunkt aus betrachtet, und die entsprechenden Flächen des 
Linienraumes. Diss. München 1903. Vgl. auch E. Bompiani, Rom Linc. Rend. 21 
(1912), p. 697. 

67) J. L. Coolidge, The metrical aspect of the line-sphere transformation. 
Am. Math. Soc. Trans. 12 (1911), p. 43—69- 

67°) F. Klein, Diss. Bonn 1868, abgedruckt in Math. Ann. 23, p. 539—578; 
Math. Ann. 2 (1879), p. 198—226 (p. 203). 
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wobei ® der Winkel ist, unter dem die Kugeln x und y einander. 
schneiden, 9 der Winkel, unter dem jede das Spiegelbild der anderen 
am Koordinatenanfang schneidet. 

Die Liesche Transformation ist schließlich noch aus zwei Gründen 
von besonderem Interesse, erstens, weil sie den oo% Kugeln ©? Kurven 
zuordnet, und dies legt die Frage nahe: Wie muß die Gesamtheit von 
oo* Flächen beschaffen sein, damit sie durch eine Berührungstrans- 
formation- in Kurven übergeführt [Nr. 21] werden können?; zweitens 
sei auf den folgenden Umstand hingewiesen: Im allgemeinen ist im 
beschränkten Gebiete jede Berührungstransformation eine eineindeutige 
Transformation der Flächenelemente %, %, 2,P, 9. Hier aber zeigt sich, 
daß den Flächenelementen 

2,92%, p=Yy, y=—ı 
der zum linearen Komplex des R(z,y, 2) gehörigen Pfaffschen Gleichung 
zdy — yde+dz—=0 
je oo! Flächenelemente entsprechen, nämlich die Minimalstreifen 


1 tiy=—2+22(t+y), 





a m—-—t, 
yeern&äch y, 
(34) “. 
Der 2x , 
z’-+-1 
He 


wobei £ willkürlich ist. 
Wir wollen an dieser Stelle nur erwähnen, daß, wenn eine partielle 
Differentialgleichung, (es ist hier die Gleichung 


2’ tw +1=0) 
in eine Pfaffsche Gleichung (hier 
pr=Yy 9=—z, di zdy — ydı+ dz= 0) 
übergeht durch eine Berührungstransformation, dabei den Charakte- 
ristiken (hier den Minimalgeraden) die Punkte des anderen Raumes 
zugeordnet werden. 


13. Die orientierten Berührungstransformationen. E. Study hat 
wohl gelegentlich seiner Besprechung von Lie-Scheffers, Btr. zum ersten 
Male darauf hingewiesen, daß die Einführung orientierter Elemente eine 
unabweisbare Notwendigkeit ist. [Vgl. Fußnote 76).] 

Im Anschluß an weitere von E. Study‘®) aufgeworfene Fragen’ hat 

68) E. Study, Über mehrere Probleme der Geometrie, die dem Problem der 
konformen Abbildung analog sind. Bonn. Ges. f. Natur- und Heilkunde, Ber. 


5. Dez. 1904. 
31* 
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«Blaschke®®) diejenige unendliche Gruppe orientierter Berührungstrans- 
formationen in der euklidischen Ebene behandelt, die gleichsinnig 
parallele Kurven in ebensolche überführen und dabei die syntaktischen 
Paare von Linienelementen — die Paare gleich orientierter Linien- 
elemente mit gemeinsamer Normale — in ebensolche Paare ver- 
wandeln. Jeder solchen syntaktischen Berührungstransformation (oder 
Berührungstransformation der Optik’%)) ist eine Berührungstransfor- 
mation der Evoluten eindeutig zugeordnet, welche „im weiteren Sinne 
umfangstreu“ ist, d.h.: Verwandelt sich bei der syntaktischen Trans- 
formation ein syntaktisches Paar mit dem Abstand q in ein Paar mit 
dem Abstand kg, so muß %k notwendig eine Konstante sein, und die 
von den Normalen einer Kurve umhüllte Kurve geht in die ent- 
sprechende Evolute über. Der (durch die Orientierung) gemessene 
Umfang u dieser Evolute ist gleich ku, wenn u der Umfang der ab- 
gebildeten Evolute ist. Bildet man die Speere (d. h. die orientierten 
Geraden) der Ebene auf die Punkte eines auf der xy-Ebene senkrecht 
stehenden Kreiszylinders ab, indem man die Speere um die zu ihnen 
durch den Sehnittpunkt von Zylinderachse und #y-Ebene gezogenen 
orientierten Parallelen um einen rechten Winkel dreht, und den Durch- 
dringungspunkt des Speeres (Durchdringung von innen nach außen) 
mit dem Zylinder als Bild des Speeres nimmt, so entsprechen den 
flächentreuen Punkttransformationen des Zylinders in der Ebene Be- 
rührungstransformationen, die in erweitertem Sinne umfangstreu sind.) 
Liebmann”?) hat nachgewiesen, daß den flächentreuen Punkttransfor- 
mationen auf der Fläche mit dem Bogenelement 


ds?—= «dp? + 2f, dpdp + NaAp}, 
ER BRIL PEREREE SE BEER, of 
ven fh’ dp 
die in weiterem Sinne umfangstreuen Berührungstransformationen auf 
der Fläche mit dem Bogenelement ' 


(36) ds? — dp? + f(p, y)dy* 


entsprechen. Insbesondere werden a. a. O. die beiden nichteuklidischen 


(35) 


69) W. Blaschke, Über einige unendliche Gruppen orientierter Berührungs- 
transformationen. Math. Ann. 69 (1909), p. 204—217. 

70) Vgl. IIABA4b, Fano, Nr. 24, W. 

71) Diese synthetische Konstruktion bei W. Blaschke. Weitere Anwendungen 
dieser Konstruktion bei Blaschke: Über die Laguerresche Geometrie orientierter 
Geraden in der Ebene, Arch. Math. Phys. (3) 15 (1910), p. 132—140. 

72) H. Liebmann, Berührungstransformationen der geodätischen Linien, 
Münch. Ber. 1912, p. 579—601. 
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Geometrien synthetisch behandelt; bei ihnen kann, wie oben, als Feld 
der flächentreuen Punkttransformation eine dem entsprechende Zylinder- 
fläche benützt werden. In diesem Zusammenhang ergibt sich auch 
eine synthetische Konstruktion für äquilonge Speertransformationen”®) 
der hyperbolischen Ebene, die Kreise in Kreise überführen. 

E. Müller °?*) behandelt die Transformation, welche jedem Punkt 
die ihn enthaltende orientierte Kugel zuordnet, deren Mittelpunkt auf 
einer bestimmten Ebene II liegt, sowie Verallgemeinerungen hiervon. 

Zu den äquilongen Berührungstransformationen der euklidischen 
Ebene gehört auch die von Köstlin‘‘) behandelte Geradentransfor- 
mation, bei der jede Gerade um ihren Schnittpunkt mit der x-Achse 
gedreht wird, der Drehwinkel soll jedesmal derselbe sein. 


14. Weitere Berührungstransformationen. Lie hat die Frage: 
Wie muß die Form des Bogenelementes beschaffen sein, damit die Schar 
der 00° geodätischen Kreise mindestens eine infinitesimale Berührungs- 
transformation gestattet? vollständig beantwortet. 

Die Kurven konstanter geodätischer Krümmung (geodätische Kreise 
in Mindings Bezeichnung, vgl. IIID3, von Lilienthal, Nr. 38) werden 
durch die Differentialgleichung dritter Ordnung definiert 


(37) Vierte 2 y.! yv+22y—2Iy°-0. 
Dabei ist 
dxd 
ds’ gr 


das Bogenelement, und 
2 
R-®2, 7_: 
0x 


Soll auch nur eine der verlangten infinitesimalen Berührungstrans- 
formationen existieren, die keine erweiterte Punkttransformation ist, 
- so muß die Fläche konstante Krümmung haben, und dann ist die An- 
zahl der voneinander unabhängigen infinitesimalen Berührungstrans- 


73) Über die unendliche Gruppe der äquilongen Transformationen vgl. 
IIIAB4b, Fano, Nr. 24, e. Die entsprechenden Berührungstransformationen des 
Raumes sind untersucht worden von J. L. Coolidge, The equilong transformations 
of space. Am. math. soc. Trans. 9 (1908), p. 178 ff., und im Zusammenhang mit 
anderen Fragen von W Blaschke, Über einige unendliche Gruppen von Trans- 
formationen orientierter Ebenen im euklidischen Raum, Arch. Math. Phys. (2) 
16 (1909), p. 182—189. 

73°) E. Müller, Über tripolare Ebenenkoordinaten und ein Analogon zur 
Bonnet’schen Transformation. Wien. Ber. 123 (1514), p. 441—492. Vgl. auch 
Lie, Math. Ann. 5 (1872), p. 185. 

74) E. Köstlin, Über eine Transformation ebener Kurven, Württemb. Math. 
Naturw. Mitt. (2) 8 (1906), p. 62—99. 
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formationen gerade zehn.) Gestattet die Schar der oo? geodätischen 
Kreise aber nur infinitesimale Punkttransformationen, so sind diese 
konform, und zwar ergeben sich entweder zwei unabhängige Trans- 
formationen, wenn 


A en ; HohıgenT® 
lA@+9° +Be@+W | 
oder nur eine, wenn i 
d?—= o(x + y)e* dx dy.®) 
A. Voss‘) behandelt die beiden Aufgaben: 
1. Alle Kurvenpaare (©, C, der Ebene zu bestimmen, derart, daß 
die Normale von C in P(x,y) und die Tangente von C, in P,(z,, 9) 
einander in einem Punkt der y-Achse treffen, ebenso die Tangente von 
C und die Normale von C,. Dies führt auf eine Berührungstransfor- 


mation mit der aequatio directrix 
(38) BE VRR — cu WI 

75) Lie-Scheffers, Btr., p. 150. Die Flächen konstanter Krümmung lassen 
sich durch B.-T. so auf die Ebene abbilden, daß geodätische Kreise in Kreise 
übergehen; die zehngliedrige Gruppe der Kreise der Ebene. welche außer den 
Bewegungen und der Transformation durch reziproke Radien noch die Laguerre- 
schen Linieninversionen enthält, ist in IITABAb, Fano, Nr.18 und 14 besprochen. 
G. Scheffers (Leipz. Ber. 51 (1899), p. 145) hat sie auch synthetisch bestimmt. Die 
Berührungstransformationen der Kreise in der Ebene mit euklidischer Maßbe- 
stimmung in ihrem Zusammenhang mit der konformen Gruppe des Raumes 
[vgl. Lie-Scheffers, Btr., p. 426] und ebenso bei nichteuklidischer Maßbestimmung 
hat W. Ludwig synthetisch behandelt, Palermo Rend. 23 (1907), p. 307—319, 
ebenda 26 (1908), p. 303—314. Die Berührungstransformationen der orientierten 
Kreise sind als Untergruppe in einer 15-gliedrigen Gruppe von Linienelement- 
transformationen der Ebene enthalten, welche jede Turbine, d.h. die Menge 
der orientierten Linienelemente, deren Punkte auf einem Kreis liegen, während 
ihre Richtungen mit denen der Kreiselemente einen festen Winkel einschließen, 
wieder in eine Turbine überführen. Dieser 1ögliedrigen Gruppe läßt sich in der- 
selben Weise die Gruppe der 00° Kollineationen [II AB4b, Nr. 5] des R, zu- 
ordnen, wobei den oo* Turbinen die oo* Geraden entsprechen. Vgl. E. Kasner, 
The group of turns and slides and the geometry of turbines, Am. Journ. Math. 
33 (1911), p. 193—202. 

76) Lie, Bestimmung des Bogenelements aller Flächen, deren geodätische 
Kreise eine infinitesimale Berührungstransformation gestatten. Arch. for Math. 
9 (1884), p. 46—61. Am Beispiel dieser Transformationen, nämlich der zehn- 
gliedrigen Gruppe (Fußnote 75), hat Study zuerst die Notwendigkeit der Ein- 
führung orientierter Elemente und orientierter Berührungstransformationen ent- 
wickelt in der Besprechung von Lie-Scheffers, Btr. (Gött. Gel. Anzeigen 159 
(1897), p. 436— 445). 

77) Über Kurvenpaare im Raum, München Ber. 39 (1909), 19. Abhandlung. 
Daselbst p. 92 und 103. . 
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und den Differentialinvarianten '7*) 
= ; 
a ee -y+% 

2. Alle Kurvenpaare zu bestimmen, bei denen die Tangenten und 
die Normalen zugeordneter Punkte sich je in einem Punkt der y-Achse 
treffen. 

Dies führt auf 
(39) 3er ya rear 0. 

Hierher gehört auch die Berührungstransformation, welche jedem 
Punkt die m“ Polare in bezug auf eine algebraische Kurve nt Ord- 
nung zuordnet.”?) Die aequatio directriw ist vom Grade n — m in 
%,, y, und vom Grade 1 in x, y; übrigens stellt nicht jede derartige 
aequatio directrix eine solche Polarkurve dar. 

Von Berührungstransformationen des Raumes sei die sogenannte 
Legendresche®), in Wirklichkeit von Euler herrührende mit der aequatio 
directrix 
(40) ıy —- Yu r2—2a—=0 
genannt, die jedem Punkt die zugehörige Ebene eines Nullsystems 
oder linearen Komplexes zuordnet, ferner die Fulersche Transfor- 
mation®®) mit den aequationes directrices 


a1) Y—-y=09, u. +2 —2=0. 


77°) Über den Zusammenhang von Differential- und Integralinvarianten, ins- 
besondere bei Berührungstransformationen vgl. auch $. Lie, Leipzig Ber. 49 (1897), 
p. 342—347, 369—410; A. Guldberg, Christiania Vidensk. Selsk. skr. 1902, Nr. 5. 

78) Lie-Scheffers, Btr., p. 66. 

79) Lie-Scheffers, Btr., p. 645. P. Stäckel, Über die sogenannte Legendresche 
Transformation, Bibl. math. (3) 1 (1900), p.517. Bei Euler, Institutionum caleuli 
integralis vol. III (1770) treten diese Berührungstransformationen (40), (41) in 
folgender Form auf [$ 83]. Die erstere (40): 


2=px+qgy— [(adp + ydg) 


2, =2—px —qy, da, = — zdp— ydgq=p,dz, +qady, 
wenn man 


d. i. 


ug, Y=—P, mery, ı1=% 
setzt. Ferner die letztere (41) [$ 109]: 
= px + [(ady— zap), 
1 =2—pa dn=gdy— zdp= day, +9dz,, 


d. i. 


wenn man 
MP HUT DER E 
setzt. Die erste Transformation wird z. B. zur Integration der Differentialglei- 


chungen: 
p.9=1($88, PHl=1($89), fp,g,n)=0 (8 110) 
benützt. 
80) Lie-Scheffers, Btr., p. 649. 
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Von einzelnen Beiträgen ist noch zu nennen die Dissertation von 
Süß), der die Gruppen von Berührungstransformationen in der Ebene 
bestimmt, welche mit der achtgliedrigen projektiven Gruppe von Punkt- 
transformationen in der Ebene gleiche Zusammensetzung haben. Alle 
diese Gruppen sind reduzibel, und es wird angegeben, welcher Typus 
von Berührungstransformationen einem Typus von projektiven Gruppen 
gegebener Zusammensetzung entspricht. 

U. Amaldi””) bestimmt die Typen kontinuierlicher irreduzibler 
Gruppen von Berührungstransformationen, welche die Flächenelemente 
2, Y,2,P,q \mprimitiv und das Büschel von partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung 

p(&,y,2,9,)=T 
dem man die Form 
y=r 


geben kann, 0, 1,2,3 — und unendlich-gliedrig transformiert. Die erste 
Klasse enthält zwanzig verschiedene Typen, die alle bestimmt werden. 

W. Brüggemann®”) hat im Anschluß an Untersuchungen von 
F. Engel) die imaginäre Berührungstransformation genauer unter- 
sucht, -welche die projektive Gruppe des R, in eine reell irreduzible 
Gruppe von Berührungstransformationen verwandelt. Er bestimmt u. a. 
die rationalen Kurven achter Ordnung, in welche (für n = 2) dabei 
die Kegelschnitte übergehen. 

Die auf eine Bemerkung von F. Klein®®) zurückgehende Behand- 
lung der Rollkurven in der Kinematik [vgl. IV 3, Nr. 8, Schoenflies] von 
F. Schilling®®) ist ein Beispiel zur Betrachtung der Berührungstrans- 
formationen als Umhüllungstransformationen [Nr. %] von 0! Punkt- 
transformationen 

ya, mr yh). 


Bei der äußeren Kreisbewegung, die beim Abrollen eines Kreises 
vom Radius b auf einem Kreis vom Radius a entsteht, wird dem Punkt 


81) A. Süß, Diss. Greifswald 1905. 

82) Mem. Torino (2) 57 (1907), p. 141—219. 

83) Über eine reell irreduzible Gruppe von Berührungstransformationen, 
Diss. Greifswald 1906. 

84) Kleinere Beiträge zur Gruppentheorie 7, Leipz. Ber. 46 (1892), p. 292. 

85) F. Klein, Einleitung in die höhere Geometrie. Autographiertes Vor- 
lesungsheft, ausgearbeitet von F. Schilling, Leipzig 1893, p. 551—554. Lie- 
Scheffers, Btr., p. 66. 

86) Jahresb. d. D. M.-V. 11 (1902), p. 267—69. Die Bewegung in der Ebene 
als Berührungstransformation, Z. f. Math. u. Phys. 54 (1907), p. 281—8317, p. 337 
bis 364. 
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s=u+a-+b 


y=Y, 


die durch die Gleichungen: 
Bi [| A = xeos bt + ysin bE— x, cos at + y, sinat— (a+ b) — 0 
‚AR, = —asinbt+ycosbt— x, sinat— y,cosat— 0, 
gegebene Epizykloide als Bahnkurve zugeordnet. 

Zwei solche Gleichungen in Verbindung mit 





— 0%, 2%) a) _ 
| tr mt 


PT BE. Ö ’ 


= A: A) |, 9 2) 

zn TR 
bestimmen dann und nur dann eine Berührungstransformation, wenn 
die Gleichung besteht: 


IR, Rs, 2,) (8, 2,) we GR, R,, 2,) Ä IR, , 2,) 


=( 





ICE ey IC Or y,h?’ 
die nicht vermöge 2,— 0 identisch verschwindet. 
Dann wird 
Aa FE a a 
ey, (dy—pıda,) + y (dy — pda) == 0. 


Die Berührungstransformation der äußeren Kreisbewegung ist 
dann gegeben durch 


(43) & —=acosi+lcos(A+ u), y—asinA-+lsin(A-+ u), 
pP=—eotg(A-+u); 


= —beosd, +1,co (, +), „= —bsinA,+ sin (A, + u), 
wobei ‚M=—cotg(A, + u), 
= — z (A + 2nz) — 2n, a, 

M=u-+ ma, 
= (— 11 


ist; n, n, und m sind ganze Zahlen. Schilling untersucht noch im 
einzelnen, wie sich die Linienelemente abbilden. 8°) 

Die Berührungstransformation, welche die Integralkurven einer 
Pfaffschen Gleichung 

Sdc+ndy+tde=0 

untereinander vertauscht, hat R. von Lilienthal?) untersucht. Ist die 
Pfaffsche Gleichung nicht integrabel, so muß die Berührungstrans- 
formation eine Punkttransformation sein; ist sie integrabel, so ent- 


86*) Schilling, a. a. O. p. 305. 
87) R. von Lilienthal, Math. Ann. 50 (1898), p. 303—313. 
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steht eine Berührungstransformation, welche jede der oo! Integral- 
flächen für sich invariant läßt. 

15. Die Elemente höherer Ordnung. [Vgl. IIAB4 Fano Nr. 6.] 
Die Theorie der Berührungstransformationen erfordert mit Notwendig- 
keit, daß die Darstellung der Linienelemente und Flächenelemente 
weiter durchgebildet wird. Im Gegensatz zu früheren Untersuchungen 
verzichtet F. Engel®®) neuerdings darauf, die Elemente erster und höherer 
Ordnung durch Einführung homogener Koordinaten zu einem abge- 
schlossenen Kontinuum zu ergänzen, beschränkt sich vielmehr in der 
Ebene auf die Betrachtung der Umgebung eines Linienelementes mit 
endlichen Koordinaten x, y, y' (im Raum für die Linienelemente von 
Kurven: &,y, 2, y, 2, für Flächenelemente: x, y, z, p, q). Dagegen 
werden die höheren Differentialquotienten durch andere Koordinaten 
ausgedrückt, derart, daß sich immer die folgenden Definitionen an- 
wenden lassen, gewissermaßen als formale Gesetze, deren Permanenz 
die Koordinaten sich fügen sollen, und mit deren Hilfe sich auf in- 
duktivem Wege von den Elementen niedrigster Ordnung, Punkt (E,) 
und Gerade (E,) aus die höheren Elemente E,, E,... sich aufbauen 
lassen. 

Definition I: Ein Element »‘* Ordnung E, und ein diesem un- 
endlich benachbartes, mit ihm vereinigt liegendes E/ bestimmen ein 
Element (n + 1)! Ordnung E,,,, das zum Elemente E, gehört. Auf 
diese Weise erhält man alle E,,,, die zu E, gehören. 

Definition II: Die beiden unendlich benachbarten Elemente (n + 1)'* 
Ordnung E,,, und E,„,, liegen vereinigt, 

a) wenn E, und E, zusammenfallen, 

b) wenn E, und E, zwar voneinander verschieden sind, aber 
vereinigt liegen und das Element E,,, bestimmen. 

Demnach liegen z. B. zwei benachbarte Linienelemente (x, y, y}; 
© + dx, y+ dy, y + dy‘) vereinigt, wenn sie denselben Punkt oder 
dieselbe Gerade als Träger haben, oder wenn der Punkt («+ da, y+dy), 
der das zweite Linienelement trägt, auf der Geraden 


bee) a a En 
liegt, welche das erste Element trägt; denn als vereinigte Lage von 
E, und E, gilt, daß E, auf E, liegt. 
Auf diesen Definitionen läßt sich die Lehre von den Elementen 
höherer Ordnung in der Ebene aufbauen. 


88) Die folgende Darstellung nach @. Spitz, Zur Theorie der Elemente 
höherer Ordnung in der Ebene und im Raum, Diss. Greifswald 1912. 
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Jedes Element E, ist Träger von 
'E,, RE, @°E,, usw. 

Durch ein E, sind seine Träger E,_,, E,_s,..., Ey, E, ein- 
deutig bestimmt. 

Ein Verein V, von Elementen E, besteht immer aus oo! Ele- 
menten. Diese Elemente haben entweder denselben Träger E__,, oder 
die oo! Träger bilden einen Verein V,_.. 

Ein E, trägt oo!E,,,, die einen Verein bilden. Von einem an- 
haftenden E, sagen wir, daß es „zum Verein E, gehört“, wenn es ein 
Glied des Vereins von oo! Elementen E, ist, der aus dem Verein von 
oo! Elementen E„_, abgeleitet ist, der seinerseits wieder durch wieder- 
holte Ableitung aus dem Verein der 00! dem E, anhaftenden E,,, 
gewonnen ist. 

Dies soll durch ein Beispiel erläutert werden, Eine Gerade Es: 


n—-y—-yE—)=0 
n=a&b+b 


besteht aus dem Verein der oo! Linienelemente 


oder 


2, y=aa+b, y=a. 


Jedes Element »‘* Ordnung, für welches y und y' die angegebenen 
Werte haben, hat diese Gerade als Träyer, es gehört aber dem Verein E, 


nur dann an, wenn 

\ Y=y". = yW—0 

ist. 
Ein Element E, wird durch eine Reihe von Zahlen charakterisiert, 

die seine Beziehung zu den übergeordneten Irasan.E, .,E, ...® 

ausdrücken, wenn man diese Träger als Kerne von Elementvereinen 

höherer Ordnung auffaßt. 

E, ist seinem übergeordneten Träger E, gegenüber durch die 


Zahl I, charakterisiert, wobei die E, übergeordneten 


Bris A, ar Erz, 

zum Verein E, gehören, das nächste E, +7,+1 aber nicht mehr. 

In unserem Beispiel ist 

amlhb,=2...=-n—2, =n—1l,,=1. 

Jede dieser Zahlen ist mindestens gleich Eins, I,_, und /, oder L, 
sind —=1. 

Charakteristisch sind nun die Abweichungen von 1 in dieser Zahlen- 
reihe, d.h. die Indizes 


HM, Us, ., U, <a —ı1) 
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und die Werte 
l 


u? u, um 
die alle größer als Eins sind.°°) 


Diesen Zahlenreihen müssen die Elementkoordinaten angepaßt 
werden. 


Sind 

| x, y, y 
die Linienelementkoordinaten, so sind z.B. die Koordinaten für Ele- 
mente zweiter Ordnung 


r, 
Ä %, Y, Y, 69,1: 09,9 
wobei 


(44) da:dy:dy= 6,5:6,5%:: 6,1. 

Die Elemente zweiter Ordnung eines Punktes erfüllen die Be- 
dingung 6,,= 0, die einer Geraden &,,— 0. 

Eür die Elemente dritter Ordnung kommen noch A, und u, dazu, 
wobei die Proportionen bestehen 


(45) da:dy:dy':0,,do,, — 65,946, — Ry6,,9: 1369,34: Rg6g 1: 


usw., und es ist (um die Beziehung zu den gewöhnlichen Element- 
koordinaten anzugeben) 


“6 Val, rn, 


39 
2,2 Rh, 62,9 


aus diesen Formeln kann man erkennen, wann die gewöhnlichen 
Koordinaten versagen würden. 

Von Interesse ist auch die Beziehung zur Differentialgleichung der 
Kegelschnitte®) 

(47) IyryyP— Aöy’yy° + 40y”) 0. 

Es zeigt sich, daß die Elemente erster Ordnung, aufgefaßt als 
Vereine von E,, und die E,, aufgefaßt als Vereine von oo!E,, sie er- 
füllen, ein Element E, aufgefaßt als Verein von &!E, aber nur dann, 
wenn das übergeordnete E, einer Geraden oder einem Punkt zugehört 
(y’—=0 oder y"—= ®, bzw. ,,—=0 oder ,,=0). 

Die Definitionen oder formalen Gesetze, nach denen die Linien- 
elemente höherer Ordnung im R(x, y, z) aufzubauen sind, sind kom- 
plizierter, da ja dort schon wesentlich verschiedene Vereine von E, 
existieren: 


89) Damit ist die von M.Nöther, Math. Ann. 56 (1903), p. 677—684 „Über 
die singulären Elemente der algebraischen Kurven“ gemachte Ausstellung, daß 
ein Element höherer Ordnung nicht durch eine Reihe von ganzen Zahlen charak- 
terisiert werden könne, sondern erst durch zwei, beseitigt. 

90) @. Spitz, a. a. 0. p. 18. 
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Vereine von oo!E, sind die Elemente einer Kurve und die Kegel- 
kappen (00! Elemente durch einen Punkt), Vereine von ®?E, die 
Linienelemente, die alle denselben Punkt als Träger haben. 

Wir verweilen noch bei den Flächenelementen zweiter Ordnung, die 
später [Nr. 21] in anderem Zusammenhange gebraucht werden. 

Ein Flächenelement zweiter Ordnung wird bestimmt durch ein 
Flächenelement (erster Ordnung) 


%, Y,2,P,q 
und zwei unendlich benachbarte 


s+de, ytdy, z+dz, ptap, g9+-.dg, 
+68, y+Hdy, 2492, P+9P, 4+99 
wobei die drei Elemente vereinigt liegen sollen, d.h. es müssen die 
drei Bedingungen erfüllt sein 
| de — pda — ydy=0, 
(48) d2— pdx — ydoy=d, 
| dzdp — dpdx + dydq — dgdy =. 
Als homogene Koordinaten, welche zu &, y, z, p, q hinzu kommen, 
um ein Flächenelement zweiter Ordnung zu bestimmen, dienen dann 
die Determinanten ?') 


(49) eye 'dydg |dgdz| dady |dpdq 


öydp \öydg dgde|' 284 \önda| 
welche wegen der dritten Gleichung (48) noch die ee erfüllen 


müssen 


(50) rt— ’=wrv. 





Die Kurven erfüllen die Bedingung u= 0, die abwickelbaren 
Flächen die Gleichung v = 0, die Punkte (als Vereine von oo? Ele- 
menten zweiter Ordnung) erfüllen die Bedingungen 


(51) r=ss=-t=1-=(, 
die Ebenen dagegen die Bedingungen 
(52) tas-t=v—(li 


Deutet man r:s:t:w:v als homogene Koordinaten in einem R,, 
so sind in diesem R, die Koordinaten der Elemente zweiter Ordnung aus- 
gezeichnet dadurch, daß sie die Punkte der Fläche (50) darstellen. Eine 
auf die Momente zweiter Ordnung erweiterte Berührungstransformation 


FR in wie bei O. Lier (Über Flächenscharen, die durch Be- 


rührungstransformationen in Kurvenscharen überführbar sind, Diss. Greifswald 
1909). 
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gibt im R, eine projektive Transformation, welche die Fläche (50) 
in sich selbst überführt. 

Zwei unendlich benachbarte, vereinigt gelegene Flächenelemente 
erster Ordnung bestimmen ein Büschel von oo! Elementen zweiter 
Ordnung. 

Ein Verein 7, von 00? Elementen erster Ordnung, deren Träger 
ein Punkt, eine Kurve oder eine Fläche sein kann, bestimmt immer 
einen Verein von 00°? Elementen zweiter Ordnung. 

Ein Verein von 00! Elementen erster Ordnung bestimmt immer 
einen Verein von 00? Elementen zweiter Ordnung, wobei jedem E, oo!.E, 
anhaften. 

Ein Flächenelement erster Ordnung trägt oo° Elemente zweiter 
Ordnung, die zusammen einen Verein V, bilden. Je oo! oder 00? aus 
ihnen herausgegriffene bilden ebenfalls einen Verein. 

Ein Element dritter Ordnung ist definiert durch oo! Elemente 
zweiter Ordnung, die einem Element (x, y, 2,9, 9, r:s:t:w: v) un- 
endlich benachbart sind und mit ihm und untereinander vereinigt 
liegen.) Die Darstellung erfordert bereits 51 Koordinaten (statt 
3+2+3+10= 18). 

16. Bäcklundsche Transformationen und Bäcklundscher Satz. 
Die Theorie der „Flächentransformationen“ ist in IIA 5, Nr. 10 be- 
handelt.??*) Die Theorie der Bäcklumdschen Transformationen, d.h. der 
unvollständigen, durch weniger Gleichungen, als die Anzahl ‘der Ele- 
mente beträgt, gegebenen Transformationen hat durch J. Olairin®”) und 
E. Goursat®*) eine wesentliche Förderung erfahren. Läßt eine Bäcklund- 
sche Transformation des R, sowohl im R(x,y,2,p,g) wie im R, (2,9, 21» 


92) G. Spitz, a. a. O. p. 36. 

92“) Ebenda, Fußnote 54 und 55, findet man Literaturangaben. 

93) F.J. Clairin, Sur les transformations de Bäcklund. Ann. de l’Ee. Norm. 19 
(1902), Suppl. p. 3—63. Sur quelques &quations aux derivees partielles du second 
ordre, Toulouse Ann. (2) 5 (1903), p. 437—458. Er unterscheidet drei Klassen von 
Transformationen im R,, wenn vier vermittelnde Gleichungen zwischen x, %, 2, Pı 4ı 
und xyzpgq bestehen. Einer Fläche als Elementverein können 00° Flächenelemente 
entsprechen, unter denen sich nur ein Verein von o0* Elementen befindet und 
umgekehrt. Weiter können die 003 Elemente, die einem Verein von 00? Ele- 
menten des einen Raumes entsprechen, sich in o0' Vereine anordnen lassen, end- 
lich kann diese Beziehung für beide Abbildungen bestehen. Bei A. R. Forsyth, 
Theory of differential equations Vol. VI (Cambridge 1906) ist p. 433 ff. die Olairin- 
sche Theorie mit Beispielen dargestellt. Eine Ergänzung dazu gibt S. Büschgens, 
Moskau Math. Ges. 26 (1906), p. 24—36. 

94) E. Goursat, Sur quelques transformations des &quations aux derivees 
partielles du second ordre, Toulouse Ann. (2) 4 (1902), p 299—304. Sur quelques 
transformations de Bäcklund, Par. C. R. 134 (1902), p. 459—462, 1085—1638. 
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Pi, 4) eine infinitesimale Berührungstransformation zu, so kann sie 
auf die Form gebracht werden: x,, %,, 2, 9, sind Funktionen von 
%, % P, 9. Die Forderung, daß p,dx, + q,dy, ein vollständiges Diffe- 
rential sein soll, führt auf eine Monge-Amperesche Gleichung [II A5, 
von Weber, Nr. 43] 

(55) R.,@t— Ss) + R,r + R,t+8s-+ R,,=0, 

deren Integralflächen wieder in Vereine von Flächenelementen über- 
gehen. Goursat untersucht, wann eine vorgelegte Gleichung (53) auf 
diese Weise entstanden gedacht werden kann, und wie sie auf die Normal- 
form zu bringen ist, ferner wie man die zugehörige Bäcklundsche 
Transformation bestimmen kann;*es gelingt dies durch Quadraturen 
und Reduktion eines Pfaffschen Systems auf seine Normalform. Die 
entsprechenden Flächen im R, sind ebenfalls durch eine Monge- 
Amperesche Gleichung bestimmt. Gestattet die Bäcklundsche Trans- 
formation nur im R, eine infinitesimale Berührungstransformation, 
so kann sie auf die Form gebracht werden, daß %, Yı» Pı, ı Funk- 
tionen von %,y,2,2,q sind; in diesem Fall sind die Flächen, die 
wieder in Elementvereine übergehen, im R(x, y, z) durch eine Monge- 
Amperesche Gleichung definiert; ihr entsprechen im R,(&,, Yı, 2,) zwei 
partielle Differentialgleichungen dritter Ordnung. 

Verwandt mit den Bäcklundschen Transformationen ist die von 
Liebmann®°) behandelte Transformation der partiellen Differentialglei- 
chung erster Ordnung D,,, d.h. der Differentialgleiehung, deren Cha- 
rakteristiken Krümmungslinien sind, insofern als nicht endlichdeutig 
die Bilder von allen Flächenelementen, sondern nur für bestimmte, 
einer solchen D,, angehörigen Elements gegeben werden. Dreht man 


95) Äquitangential- und Isogonaltransformationen der partiellen Differential- 
gleichungen D,,, Palermo Rend. 29 (1910), p. 1—16. Beide Transformationen 
können leicht zu Bäcklundtransformationen ergänzt werden. Eine andere Ver- 
allgemeinerung der Untersuchungen von Scheffers (Fußnote 96) gibt P. F. Smith: 
On osculating elementbands associated with loci of surface-elements, Ann. math. 
soc. Trans. 11 (1910), p. 301—324. Zwei unendlich benachbarte Flächenelemente 
vereinigter Lage bestimmen den oskulierenden parabolischen Streifen, dessen 
Träger eine Parabel ist, deren Achse zur z-Achse parallel ist, und dessen Ele- 
mente einem parabolischen Zylinder angehören, ferner den kubischen, dessen Träger 
eine Raumkurve dritter Ordnung ist, während seine Elemente einem Kegel zweiter 
Ordnung angehören. Dieser Kegel soll noch drei feste Punkte enthalten, die un- 
endlich fernen Punkte der Achsen. Hieraus ergeben sich zweimal je zwei Trans- 
formationen für partielle Differentialgleichungen, die die Punkte, bzw. die Ebenen 
der Flächenelemente festhalten, jede Transformation enthält zwei Parameter, und 
dem Satz, daß die Krimmungskreise der aus einer Kurye durch die Äquitangen- 
tialtransformation abgeleiteten Kurve noch eine zweite Kurve oskulieren, stehen 
vier entsprechende Sätze gegenüber. 
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alle Flächenelemente um denselben Winkel, und zwar um das zum 
Linienelement der Charakteristik senkrechte Linienelement des Flächen- 
elementes (Isogonaltransformation), oder verschiebt man sie um dieselbe 
Strecke längs der Tangente der Charakteristik (Äquitangentialtrans- 
formation), so entsteht eine neue D,.. Die Transformationen sind 
Nachbildungen von Berührungstransformationen, welche Scheffers für 
die Ebene aufgestellt hat.”) 
O. Rölcke?”) hat die Bäcklundsche Transformation 


&G—- art -NW- a N)=d, 
a — 2), + MH — 4 a —2)—=0, 
+99 +00 = 00V Vint—g, 
a - + m Wra- = 
analytisch genauer untersucht, die Flächen konstanter negativer Krüm- 
mung — sin’x :a? in Flächen derselben konstanten negativen Krüm- 


(54) 





mung verwandelt. Lie”) hat dies bereits für x = > bewiesen und 


bei der Betrachtung dieser von ZL. Bianchi”®) herrührenden Transforma- 
tion als Transformation von Flächenelementen gezeigt, daß die ao! 
Punktörter der Bilder eines Flächenstreifens und der abgebildete 
Flächenstreifen dieselbe konstante Torsion besitzen, wenn einer der 
Flächenstreifen konstante Torsion hat und die Tangentialebenen Schmie- 
gungsebenen sind. Es zeigt sich, daß dieser Satz allgemein gilt”?), ferner 
daß die Forderung: Die Flächenstreifen sollen in Raum und Bildraum 
als Tangentialebenen die rektifizierenden Ebenen der Trägerkurve haben, 
sich nicht erfüllen läßt. Soll eine Kurve mit ihrer unendlich benach- 
barten geodätischen Parallelen auf allen 0! Streifen, welche die Bilder 
des Streifens sind, ebenso abgebildet werden, so muß sie Haupttan- 
gentenkurve sein. 

Von Bäcklund rührt auch der Satz°) her, daß es außer den er- 
weiterten Berührungstransformationen keine Transformationen gibt, 
welche alle Vereine von Elementen höherer Ordnung wieder in Ele- 
mentvereine verwandeln. Bezeichnen wir im R,,, Transformationen, 
welche die Elementvereine A*” Ordnung (k > 1) der n-dimensionalen 


96) Die Arbeiten von @. Scheffers sind in IIIAB4b, Fano, Nr.24 besprochen. 

97) ©. Rölcke, Über die Bäcklundsche Transformation der Flächen konstanter 
Krümmung, Diss. Greifswald 1907. 

98) S. Lie, Arch. f. Math. og Naturv. (1880), p. 328—358; A. V. Bäcklund, 
Om ytor med konstant negativ krökning, Lund 1883. Vgl. IITD6a, Voss, Nr. 30. 

99) A. V. Bäcklund, Über Flächentransformationen, Math. Ann. 9 (1876), 
p. 297-320. 
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Gebilde wieder in Elementvereine derselben Art verwandeln, als Os- 
kulationstransformationen, so gelten im einzelnen die Sätze: 

Eine Oskulationstransformation (k>1) der n-dimensionalen Ge- 
bilde des R,,,„ ist, wenn m > 1, notwendig Punkttransformation. 

Im A, ist also z. B. schon eine Transformation der Zinienele- 
mente, bei der alle Linienelementvereine wieder in Vereine übergehen, 
notwendig Punkttransformation.!) 

Eine Oskulationstransformation (k> 1) der n-dimensionalen Ge: 
bilde des R,,, ist notwendig erweiterte Berührungstransformation. 

Diese Sätze schränken also die Möglichkeit der Transformationen 
höherer Ordnung auf Berührungs- und Punkttransformationen ein. 
Dagegen können bestimmte Vereine, z. B. bei der Geradenkugeltrans- 
formation [Nr. 12] die 00° Linienelementvereine 

%,Y,2, d2+ xdy — yda'—= 0 

auf bestimmte Vereine (die Minimalgeraden) abgebildet werden, so daß 
die Aufgabe: Klassifikation der Berührungstransformationen im R, ET 
unter dem Gesichtspunkt, welche Elemente erster Ordnung von Mannig- 
faltigkeiten m'" Dimension (m <n) dabei wieder in Elemente , welche 
Vereine wieder in Vereine übergehen, ferner Aufstellung der Kriterien 
für solche Berührungstransformationen wohl der Behandlung unterzogen 
zu werden verdient. 


III. F. Engels Methode für die Invariantentheorie der 
Differentialgleichungen. 


17. Aufgaben und Methode. Jede Invariantentheorie strebt dem 
Ziele zu, eine wirkliche Ägquivalengtheorie zu werden, d.h. nicht nur 
einige, sondern alle Kriterien für die Überführbarkeit zweier Gleichungs- 
systeme oder Probleme aufzustellen und schließlich auch anzugeben, 
wie diese Überführung in allgemeinster Weise vorgenommen werden 
kann. Gelingt dies noch nicht, so muß man sich begnügen, vorläufig 
einmal invariante Klassen von Problemen festzustellen; von hier aus 
können dann einzelne Vorstöße in die Äquivalenztheorie vorgenommen 
werden. Zumeist handelt es sich bei den folgenden Fragen um diese 
Pionierarbeit: Bigenschaften der durch Systeme von Differentialgleichungen 


100) F. Engel, Leipz. Ber. 42 (1890), p. 192—207. Ein anderer Beweis ist 
durch Untersuchung der Dimension der Vereine von Elementen höherer Ordnung, 
die als gemeinsamen Träger ein Element nächstniederer Ordnung haben, von 
Liebmann erbracht worden. (Leipz. Ber. 51 (1899), p. 354 —370). Bei Lie-Scheffers, 
Bir. p. 479 ist dieses Schlußverfahren angewendet für Linienelementvereine im 
R,. Für die Ebene hat E. Pascal einen direkten Beweis erbracht, Palermo Rend. 
18 (1904), p. 363—367. 
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definierten Gebilde festzustellen, die bei Punkttransformationen oder oft 
auch bei Berührungstransformationen invariant sind. Das wesentlich 
Neue daran ist die Feststellung dieser Eigenschaften aus den Differen- 
tialgleichungen selbst mit Hilfe der „trivialen aber wohl noch von nie- 
mandem vollständig ausgenützten Methode“ der Vertauschung der Diffe- 
rentiationsfolge. Die erforderlichen Eliminationen lassen sich, im Gegen- 
satz zu dem bei anderen Untersuchungen oft als störend empfundenen, 
ja auch als Grund zur völligen Ablehnung dieser Untersuchungen 
geltend gemachten Umstand auch immer ausführen; endlich gelingt 
in vielen Fällen auch die Lösung des Äquivalenzproblems innerhalb 
derselben Klasse. 


18. Mongesche und Pfaffsche Gleichungen als Schnittbedin- 
gungen.!?!) Liegt im R, ein System von Kurven vor, die den Raum 
ausfüllen, so ergibt sich als Schnittbedingung für das Schneiden zweier 
unendlich benachbarter Kurven ein System von Gleichungen, die in 
den Differentialen der Parameter vom ersten, zweiten usw. Grade sind. 
Führt man andere Parameter ein, so ändert dieses System seinen Bau 
nicht, und demnach hat die Aufgabe, die Kriterien dafür zu suchen, 
ob unter den Mongeschen Gleichungen, die ausdrücken, daß zwei unend- 
lich benachbarte Kurven der Schar einander schneiden, so und so viele 
Pfaffsche Gleichungen, so und so viele Mongesche Gleichungen zweiten, 
dritten ... Grades enthalten sind!”), ihren wohlberechtigten Sinn. 
Wir haben [Nr. 8, e] in diesem Sinn schon die charakteristischen 
Kurven einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung behandelt 
und stellten ihre Eigenschaft fest, eine „Engelsche Klasse“ zu bilden. 

Ein anderes Problem dieser Art geben .Berührungsbedingungen 
ebener Kurvenscharen, z. B.: Wie kann man ohne Kenntnis der end- 
lichen Gleichungen der durch 


di 
(55) weolyn nn) HT) 


definierten Kurvenschar entscheiden, ob die Bedingungen für die Be- 
rührung (n — 2)!" Ordnung zweier unendlich benachbarter Kurven 


101) Die Frage der Schnittbedingungen von Kurvenscharen wird bei Lie 
(Fußnote 61, p. 291; Lie-Scheffers, Btr. p. 269) gestreift Die systematische Unter- 
suchung und der Ansatz für diese und alle weiterhin behandelten Fragen findet sich 
zuerst bei F. Engel, Eine neue Methode zur Invariantentheorie der Differential- 
gleichungen, Leipz. Ber. 57 (1905), p. 161—232. Bei. der Darstellung schließen 
wir uns meist an die auf Veranlassung von F. Engel ausgearbeiteten Greifs- 
walder Dissertationen an. 

102) Engel, a. a. O. (Fußnote 101), p. 168. 
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(n — 2) Gleichungen zweiten Grades in den Differentialen der Para- 
meter ergeben? Dieser Klasse gehört der Fall = 0 an, dagegen 
werden im allgemeinen Differentialgleichungen (55), die der Klasse 
angehören, sich noch nicht durch Berührungstransformationen in die 
Differentialgleichung n' Ordnung y,„—= 0 überführen lassen. !0) 

Für n=5 soll hier der Gedankengang durchgeführt werden; da- 
bei stelle die Gleichung: . 


Yo f(&, 61,6, Cz), 


of af 
Yı — 72 Ya 3537 


wozu kommt 


die Kurvenschar dar. 
Die durch Elimination von & aus 


dy— 52. de + de de, + 224 —0, 
öy, a0 + Ma + de, — 0 


sich ergebende Gleichung soll vom zweiten Grad sein. Zur Elimina- 
tion der Differentiale der Parameter ist noch 


| 0 
9%, = 7. dc, + ne do + Sn de; 
zu benützen, und es muß eine Gleichung der Form 


(56) A=zaydy’+ 20,0ydYy + a,0Yy°+ 209 dydy+ 2a,0y,0y— 0 
entstehen, die Öy,? nicht enthalten darf, damit A infolge von dy = (0, 
öy, = 0 zu Null wird. Sie soll von x frei sein. Differenziert man und 
beachtet (Vertauschung der Differentiationsfolge!) 


u ge 


dady, 
de: öyı, "Ann 


FF = Öys; 


außerdem, indem man die Differentialquotienten von & nach Y, Y,, Y%s 
durch die Indizes 0, 1,2 bezeichnet: 

dö 

u = 90y+ @,0y + @d%, 
und dann in dem nach x total differenzierten A die sämtlichen Koeffi- 


zienten der entstehenden quadratischen Form gleich Null setzt, so er- 
hält man, wie übrigens immer bei derartigen Problemen, ein aus 


108) K. Wünschmann, Über Berührungsbedingungen bei Differentialglei- 
chungen, Diss. Greifswald 1905. 
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Differentialgleichumgen und endlichen Gleichungen gemischtes System 
EB + 20,0 =, = + Ay + Ay + 0, = 0, 

(57)! dm 4 2a, + 20,0, — 0, 

Ze Lay +00, Ge ta ta ta —0, a0, 











welches durch Differentiation und Elimination auf eine partielle Diffe- 
rentialgleighung dritter Ordnung für ® führt. Setzt man allgemein 


a9 _. 29 09 29 09 
(58) ee rt ha, Ds 
und außerdem zur Abkürzung 
d 2 

%, — en ar Beer D, 
so kommt 

d 2 
(59) m _ 0,0460 0. 


Wenn (59) erfüllt ist, so läßt sich die quadratische Schnittbe- 
dingung auch angeben: Wählt man die Anfangswerte 


yayyızyı yoy) (üraen) 
als Parameter, so lautet sie 
Yu,ldy)? — dopaypayy+ 2ayayı — (Ay? — 0. 
Als Beispiel nennen wir die Differentialgleichung der Kreise 


3 2 
el 
die hierher gehören muß, da ‘die Berührungsbedingung für zwei be- 
nachbarte Kreise mit den Mittelpunktkoordinaten a, b bzw. a-+ da, 
b-+ db und den Radien c bzw. ce + de die quadratische Gestalt 


da! + di — de — 0 


hat. Sie läßt sich bekanntlich in die Differentialgleichung der Pa- 
rabeln (y, = 0) mit gemeinsamer, zur y-Achse paralleler Achsenrichtung 
überführen durch Bertihrungstransformationen‘%), und dies gilt über- 
haupt, sobald die Schnitibedingung eine Mongesche Gleichung zweiten 
Grades ist für jede Differentialgleichung dritter Ordnung von der Form 


(60) Yy— @(%, Y, Yı, Ya) = Ko +ynH+ Y’nt Yo’ s» 
d.h. wenn die die Gleichung (60) erfüllende Funktion © vom dritten 


104) Lie-Scheffers, Btr. p. 242—245. 
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Grad in y, ist.1%) Hiermit ist also auch das hinreichende Kriterium 
für die Äquivalenz gegeben. 

Wünschmann untersucht noch die Fälle n—4 und n— 5, die 
zu komplizierten Formeln und Klassifikationen führen. 

A. Koppisch') gibt einen Beitrag zur Invariantentheorie der ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung gegenüber allen 
Punkttransformationen. Es handelt sich um folgende Aufgaben: Deutet 
man in der zu 


nn o(®, Y, Y,) 
gehörigen Integralgleichung 
y— (a, a, b) 


y und x als Parameter, so soll die daraus entstehende Differential- 
gleichung "= y(a, b, d) 


eine bestimmte Form haben, z. B. soll 5” eine ganze Funktion dritten 
Grades von b’ werden, oder allgemeiner eine rationale Funktion von 
b’. Die Bedingungen, welche © zu erfüllen hat, sind aufzustellen. 

W. Herbst!®) behandelt für n=3 und n—4 im R, Kurven- 
scharen, die ein System von n—2 Pfaffschen Gleichungen erfüllen und 
bei denen sich als Schnittbedingungen lauter Mongesche Gleichungen 
zweiten Grades ergeben sollen. 


19. Ordnung von Kurvenscharen.'”) Die o0* Geraden des R, 
haben die Eigenschaft, sich in &° Flächen (die Ebenen) ordnen 
zu lassen, derart, daß jede Fläche 00? Gerade enthält, Hieraus er- 
wachsen eine Reihe von allgemeinen Fragen, z. B.!%): Wie kann man 
ohne Kenntnis der endlichen Gleichungen 


=, a, Qg, ls, Q,) 
allein aus den Differentialgleichungen 
(62) n IE e(®, Y, 2, y;, 2), 
R "= ß(z, Y, 2, y;, 2‘) 

105) Wünschmann, a. a. O0. (Fußnote 103) p.13. Beweis bei W. Herbst, Monge- 
sche Gleichungen zweiten Grades als Schnittbedingungen von Kurvenscharen, Diss. 
Greifswald 1912, p. 18#f. 

106) A. Koppisch, Zur Invariantentheorie der gewöhnlichen Differentialglei- 
chüng zweiter Ordnung, Diss. Greifswald 1905. A. Kaiser, Weiteres zur Invarianten- 
theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Diss. Greifs- 
wald 1913, untersucht den Fall, daß eine Gleichung zweiter Ordnung ein inter- 
mediäres Integral hat, welches in y linear gebrochen ist. 

107) Entwickelung der allgemeinen Methode zur Beantwortung dieser Fragen 
bei Engel, Fußnote 101, p. 212. 

108) A. Greul, Über Scharen von o?r Kurven im R,„+1, Diss. Greifswald 1905. 


494 IID7. H. Liebmann. Berührungstransformationen. 


einer viergliedrigen Kurvenschar des R, feststellen, ob durch jede Kurve 
(4), dg, @, Q,) der Schar eine, eine endliche Anzahl oder unendlich viele 
Flächen hindurch gehen, die je o0® Kurven der Schar enthalten? 
Wenn es gelingt, diese Bedingungen zu finden und außerdem für die 
Flächen etwa ein System Pfaffscher Gleichungen aufzustellen, so ist 
damit eine Integrationsvereinfachung für (62) gefunden. 

Wesentlich bei diesen und ähnlichen Untersuchungen ist die Ab- 
bildung auf den R, mit den homogenen Punktkoordinaten 


a,:da,:da,:da,. 


Die Bedingungen des Schneidens zweier unendlich benachbarter 
Kurven (61) ist gegeben durch 


De > da, 


in. da, =0. 


(63) 





Die Gleichungen, welche die Parameter der auf einer Fläche mit 
der Kurve (a,a,a,a,) liegenden Kurven füllen, seien 


(64) A,(a,, Qg, @g, a,)—=0 =1,2), 


und die zu (a,,Q,,4,,a,) unendlich benachbarten, sie schneidenden 
Kurven gegeben durch 


(65) ga, 0. 


Jetzt entsprechen einander 
R(«, y, 2) | R(da, : day: En, da) 


Punkt auf (a, ‚Gy, 4, ,,) mit allen| Gerade der Schar (63). 
hindurchgehenden unendlich be- 
nachbarten Kurven der Schar (63). 

unendlich benachbarte Kurve zu Punkt auf einer Geraden der 

(Q,, Ay, Ay, Q,), | ‚Schar (63). 
welehe mit ihr auf einer Fläche, 
(64) liegt. 

Forderung: Durch jeden Punkt: Forderung: Eine Gerade der Schar 
(x) auf (a,, Qg, a,, a,) soll eine un-. (63) soll alle oo! Geraden der Schar 
endlich benachbarte Kurve (64) (63) schneiden, die den verschie- 
gehen, oder Anordnung in Flächen. ‘denen Werten von x entsprechen. 
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Führt man im R die homogenen Linienkoordinaten 
Pı = da,da, — da,da, 


ein, so heißt dies: Die Elimination von x aus (63) und zwei ent- 
sprechenden Gleichungen muß auf eine Gleichung führen 


10% 
ya, Ay, A,, a,)(da,da, — da, da,) = 0, 
iR 


die einen speziellen linearen Komplex darstellen. 

Ähnlich wie in der vorigen Nummer ist dann die Vertauschung 
der Differentiationsfolge auf eine Gleichung anzuwenden, die aus der 
vorigen durch Einführung der Variationen von y,2,y und z’ entsteht 
und wieder einen speziellen linearen Komplex darstellen soll. Es er- 
gibt sich: Soll durch jede Kurve höchstens eine Fläche hindurch- 
gehen, die oo? Kurven der Schar (62) enthält, so muß das System 

| dy=(y + o2)dz — odz Ä 

# 1 ,fö« 0 0« 0) 

(66) dy = [« TOR Fr aelar Er e(s5 er ae 0" dx 
1 & & 5 ’ 

lan tel) erä)de ode 
sich durch geeignete Wahl von e in ein unbeschränkt integrables 
System [II A 5, von Weber, Nr. 60] verwandeln lassen, und man kann 
die 00° Flächen durch Integration eines anderen Pfaffschen Systems in 
fünf Veränderlichen bestimmen.!") 

Ordnen sich die Kurven in 00° Flächen an, von denen jede oo? 
Kurven enthält, während durch jede Kurve oo! Flächen hindurch- 
gehen, so sınd die Kurven in die Geraden überführbar, auch kann man 
die partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung aufstellen, welche 
die Flächenschar bestimmen.!!P) 

P. Finke“) hat noch den Fall von ©° Kurven im R, behandelt, 
die sich in Scharen von je 00? oder 003 zerlegen lassen, so daß die 
Kurven jeder Schar auf einer Fläche liegen. 


20. Systeme Pfaffscher Gleichungen [II A 5, von Weber, Nr. 60). 
Die Theorie der Systeme Pfaffscher Gleichungen ist deshalb vor allem 
für die Berührungstransformationen von Bedeutung, weil ja die ganze 
Lehre von den Berührungstransformationen ein Spezialfall des Pfaff- 


109) Greul, a. a. O. (Fußnote 108) p. 14. 

110) Greul, a. a. O. (Fußnote 108) p. 31. 

111) P. Finke, Über Scharen von 005 Kurven im gewöhnlichen Raume, Diss. 
Greifswald 1909. 
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schen Problems ist; für unsere Zwecke kommt dazu, daß zur Durch- 
führung gewisser in Nr. 19 und 21 besprochener Äquivalenztheorien 
immer derartige Systeme zu integrieren sind, und daß die Klassifikation 
der Pfaffschen Systeme mit der Untersuchung der Schnittbedingungen 
ihrer Integralkurven zusammenhängt. 

A. Werner?) hat Systeme von drei Pfaffschen Gleichungen in 
fünf Veränderlichen untersucht 
(67) dz, = «dx + ß,dy (k=1,2.3). 
Es gibt dann 0° Integralkurven von (67), für welche die Bedingung 
des Schneidens von zwei unendlich benachbarten [Nr. 18] in den 
Differentialen der Parameter linear ist. Es können dann zwei Fälle 
eintreten, wenn eine der hinzukommenden Schnittbedingungen vom 
zweiten Grad sein soll: entweder kommt noch eine höherer Ordnung 
hinzu, oder es treten im ganzen neben der linearen drei Schnittbe- 
dingungen zweiten Grades auf. 

H. Haußleiter“!?) untersucht allgemeiner, wann unter den Inte- 
gralkurven des Systems 


D,= dy, — a,,42, — %,da, = 0 w=]1,...m) 
und weiterhin 
D, = dy, — a, ,dx, — 0g,dX, — 05,A2, = 0 vw=1,...m) 
sich eine Schar befindet, für die die Schnittbedingung in den Diffe- 


rentialen der Parameter linear wird. 

Zugleich wird die schwierige Frage der Reduktion Pfaffscher 
Systeme auf Normalformen gefördert. 

Sieht man von den Fällen mit Integralfunktionen, d.h. Reduktion 
auf kleinere Variabelnanzahl ab), so zeigt sich, daß ein System von 
m Pfaffschen Gleichungen im R,,, entweder auf eine (von willkür- 
lichen Funktionen freie) Normalform gebracht werden kann, oder es 
gibt eine lineare Schnittbedingung, unter der Voraussetzung, daß zu 
den kovarianten linearen partiellen Differentialgleichungen !!*) bei m-mal 
ausgeführter Klammeroperation jedesmal höchstens eine linear unab- 
hängige Gleichung dazu kommt.!!?) 

Ein nicht allgemeines System von drei Pfaffschen Gleichungen im 
R,"), ein System also, bei dem die Klammeroperation aus den zwei 


112) A. Werner, Diss. Greifswald 1908. 
113) H.Haußleiter, Zur Theorie der Pfaffschen Systeme, Diss. Greifswald 1909. 
114) Über die zu einem Pfaffschen System kovarianten linearen partiellen 
Differentialgleichungen vgl. IIA 5, von Weber, Nr. 27. 

115) Haußleiter, a. a. O. (Fußnote 113) p. 56. i 

116) Haufßleiter, a. a. O. (Fußnote 113) p. 28. Ebendaselbst, p. 53, ist ein 


21. Flächenscharen des R,, die sich in Kurvenscharen überführen lassen. 497 


linearen homogenen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
nicht drei weitere linear unabhängige ergibt, kann auf eine der Nor- 
malformen 

Dda=0, d,=0, d,—(, 
68 DO) da — ydaa=0, d3a=0, d5,—=0, 
(08) 1 da, — ydı=ı, dg— zde=(0, da — (0, 

"\W) ds. —yda=0, da— zda=0, ds — 2dr—0 
gebracht werden. 

21. Flächenscharen des R,, die sich in Kurvenscharen über- 
führen lassen‘), Jede Schar von oo® Flächen des R, kann durch 
eine Berührungstransformation mit einer aequatio directrix zunächst in 
Punkte, dann durch eine mit zwei aequationes directrices in »° Kurven 
verwandelt werden. Ersetzt man die Parameteranzahl 3 durch eine 
größere n, so ist die Überführung in 00” Kurven im allgemeinen 
nicht mehr möglich; solche Fälle wie die Liesche Kugelgeraden- 
transformation [Nr. 12] sind eine Ausnahme. Um die Überführbarkeit 
zu entscheiden, braucht man den Hilfssatz'!): Ein System von 0° 
Elementen zweiter Ordnung [s. Nr. 15] kann dann und nur dann in 
00° Vereine von je 00? Elementen erster Ordnung (z. B. die Punkte) 
angeordnet werden, wenn die das System definierenden, von z, y, 2,9, q 
abhängigen Funktionen 


(69) r:s:t:uw:v=L:—- K:H:— N: — M 
außer der Grundforderung 
(70) HL—K’= MN 


die Bedingung erfüllen, daß das System 


ei de — pda — gdı—=0, 

— Nap+ Lde — Kday=0, 
(71) — Ndq — Kax + Hdy=0, 
Hadp+ Kdq — Mdz= 0, 
“ Kap-+ Ldq — Mdy— 0 





Pfaffsches System angegeben, dessen Integralkurven, soweit sie noch eine in dem 
Differentialen der Parameter lineare Schnittbedingung erfüllen, die Kegelschnitte 
der Ebene sind. 

117) Vgl. O. Lier (Fußnote 91) und W. Broszat, Über Scharen von oo* 
Flächen im R,, die durch Berührungstransformation in Scharen von 00‘ Kurven 
überführbar sind. Diss. Greifwald 1907. 

118) Lier, a. a. O., (Fußnote 91) p. 10. 
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unbeschränkt integrabel ist. Die Bedingungen hierfür sind nach Fro- 

benius aufzustellen.'!?) 
Sollen dann die Integralflächen einer Monge- Ampereschen Glei- 

chung '”) 

(72) Hr +2Ks +Lt+Mu+ N =0 


in Kurven, d.h. (72) in die Gleichung «= 0 überführbar sein, 
so muß (72) im R, eine Tangentialebene an die Fläche (70) be- 
deuten, denn die Berührungstransformationen im R, sind ja in den R, 
lineare Transformationen, welche diese Fläche invariant lassen, und 
außerdem müssen die Koordinaten der Berührungspunkte, die gerade 
durch (69) gegeben sind, ein Wertsystem liefern, daß die im eben 
besprochenen Satz entwickelten Bedingungen erfüllt. 

Sind nun z. B. ©? Flächen gegeben, die gerade zwei Monge- 
Amperesche Gleichungen 


a TA tk et Mut Neo, 
\ Fo Br +2Ks+ Lt 4+ Mut No—0 


erfüllen, so ist notwendig und hinreichend für die Überführbarkeit in 
Kurven, daß sich eine Gleichung 


WE +HARB=0 


durch Kombination bilden läßt, deren Integralflächen in Kurven über- 
führbar sind. 

Wir wollen das Beispiel der Kugeln vollständig diskutieren. Sie 
sind gegeben durch die beiden Gleichungen 


F=s1+Pf)—pqar=0, 
= sl+)— rgt 0. 
Setzt man 


4 _ zityitee 5 »g—-iVı+p+d 
ee: 1+p? ’ EEE; 1+9g?° ’ 


so entsteht durch Kombination die Gleichung 





PaH VIER HE 9, 2 pa iVit + _ 
r 12p 2s +t nz 0, 


119) D. h. das Verschwinden der bilinearen Kovariante infolge der Glei- 
chungen selbst, vgl. IIA 5, von Weber, Nr. 60. G. Frobenius, Über das Pfaffsche 
Problem, J. f. Math. 82 (1877), p. 230—315. 

120) Die folgende Untersuchung berührt sich mit der von Goursat vgl. 
II A 5, Nr. 48, vgl. zur Theorie der Monge- Ampereschen Gleichung auch III A B4b, 
Fano, Nr. 24g. 
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also 
ir ee 
_ Bat Vi+P +). (pa—-iVi ++). 
| IF pt —1: fg: :0:.0:0, 
Führt man an Stelle von p die Variable u ein durch 





p=i(sinu —gcos u), 
so verwandelt sich das Pfaffsche System (71) in 


de — pdx — gqdy =, 
(74) — i cosudx SE dy=ß0, 


ds + —- dy=V0, 


cos u 





(— idq cosu + idu(cosu + q sinw)) — dg = 0, 


cos uU 


— 1(— idg cosu + idu(cosu + q sin u)) — icosudg =. 
Es ist unbeschränkt integrabel und liefert die Minimalgeraden 


y=icosu-c-+ 6, 
z=i8inu:c4+ 6, 
p=i(sinu —gcosu). 


Die Kugeln sind also in oo* Kurven transformierbar, weil sie 
Regelflüchen sind, zu deren Erzeugung nur &° Gerade (die Minimal- 
geraden) gebraucht werden. 

Eine Berührungstransformation, welche diese Geraden, die Mini- 
malgeraden, in Punkte überführt, muß dann natürlich die Kugeln in 
Kurven verwandeln, wie De jede aus Minimalgeraden bestehende 
Regelfläche. 

Lier hat auch den Fall untersucht, daß die Flächen drei Monge- 
Amperesche Gleichungen erfüllen.!!) Sind dann die Flächen durch 
Berührungstransformationen in Kurven überführbar, dann sind sie so- 
gar in eine Kurvenschar überführbar, die eine der beiden Pfaffschen 
Gleichungen 

de=0, de — yde=0 
erfüllt. 

22. Zwischenformen von partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung. Auch die in IIA 5, Nr. 34 am Schluß besprochene 
und nur gegenüber Punkttransformationen invariante Klassifikation der 
Bein Differentialgleichungen erster Ordnung im R,,, ist der Eingel- 


121) Lier, a. a. 0. (Fußnote 91) p. 69. 
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schen Methode besonders zugänglich.'”) Wir kommen hier auf diese 
Fragen zurück und erweitern sie. Die eine Ausartung besteht darin, 
daß ein Ausfall an charakteristischen Kurven entsteht. Die größte und 
„im allgemeinen“ vorhandene Anzahl von Parametern ist 2» — 1, die 
kleinste, nur bei den linearen partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung eintretende ist n; dazwischen können alle möglichen Formen 
„semilinearer‘ eintreten. Daneben tritt eine zweite Ausartung, daß 
nämlich nicht singuläre Integralvereine von 00” Elementen erster Ord- 
nung vorhanden sind, die als Punktgebilde nicht die entsprechende 
Dimensionszahl » haben, sondern eine kleinere m. Lie hat dieser Frage 
bereits für den Fall m = 2(n > 2) seine Aufmerksamkeit zugewendet. 
Die erste Ausartung (beschränkte Parameterzahl (<2n — 1) der cha- 
rakteristischen Kurven) hat die zweite (Auftreten von Integralvereinen 
aus 00” Elementen erster Ordnung, aber als Punktgebilde von kleinerer 
Dimension m <n) notwendig zur Folge, die zweite dagegen nicht 
die erste.!?) 

W. Steingräber'*) geht bei seiner Untersuchung von der Monge- 
schen Gleichung für die charakteristischen Kurven aus; er weist u. a. 
nach1®), daß die von Lie konstruierte partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung im R, mit o0* (statt 00°) charakteristischen Kurven 


122) N. Saltykow, der in einer historisch-kritischen Auseinandersetzung über 
Untersuchungen zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung (Charkow, Math. Ges. (2) 9 (1906), p. 60—292) die Arbeiten Lies über 
dieses Gebiet bespricht, hat an anderer Stelle (Par. ©. R. 137 (1903), p. 309—312) 
an der hier erörterten von Lie und Bäcklund in Angriff genommenen Klassi- 
fikation gerade deshalb Anstoß genommen, weil sie gegenüber Berührungstrans- 
formationen nicht invariant ist. Das ist aber unberechtigt, denn die Klassifikation 
ist nicht unter diesem Gesichtspunkt zu betrachten, sondern mit der Endabsicht, 
Fälle mit Erniedrigungen des Integrationsproblems erkennen zu lassen. Vgl. Fuß- 
note 125. 

123) Vgl. hierzu Engel (Fußnote 90), p. 217 ff. 2 

124) W. Steingräber, Über partielle Differentialgleichungen erster Ordnung 
im R,, Diss. Greifswald 1906. 

125) Lie, Über Berührungstransformationen und Differentialgleichungen 
(Letzte Arbeit), Leipz. Ber. 50 (1898), p. 113—180, p. 166. In dieser Arbeit wird 
die in dieser Nr. 22 behandelte Frage diskutiert, die er schon im Jahre 1872 
(Christiana Videnskab Selskabet Forhandlinger 1872, p.24—27 = Gesammelte Ab- 
handlungen 3, p. 1—3 in der Note: Kurzes Resume mehrerer neuer Theorieen) 
gestreift hat. Hier wird ausgesprochen, daß eine Erniedrigung des Integrations- 
problems eintreten muß, wenn die charakteristischen Streifen keine (2n — 1)-glie- 
drige Schar bilden. Die Zwischenstufen, welche auftreten in Form von Differen- 
tialgleichungen mit Integralgebilden niederer Dimension („semilinearen“ Diffe- 
rentialgleichungen) sind besprochen in Gött. Nachr. 1872, p. 473 ff. — Ges. 
Abh. p. 23. 
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nicht allgemein ist; sie umfaßt nicht den Fall, daß charakteristische 
Kurven einer integrablen Pfaffschen Gleichung und einer Mongeschen 
Gleichung genügen. 

E. Ziemke‘°) entwickelt zunächst die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen für die Existenz von oo”"+m+1 charakte- 
ristischen Kurven der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
im R,,. und behandelt die Frage nach dem Auftreten von zwei- 
dimensionalen Integralvereinen für m —=1 und m—2. Übrigens be- 
schränkt er sich auf die Annahme, daß die charakteristischen Kurven 
einander nicht berühren. 

Maßgebend sind die folgenden, auch wieder durch Vertauschung 
der Differentiationsfolge gewonnenen Sätze: 

Die partielle Differentialgleichung erster Ordnung hat gerade 
oo"+"+1 charakteristische Kurven, wenn unter den Bedingungen, daß 
zwei unendlich benachbarte von ihnen einander schneiden, gerade 
n— m-+-1 Pfaffsche Gleichungen enthalten sind. Die Anzahl der 
Mongeschen Gleichungen, welche die charakteristischen Kurven er- 
füllen, muß natürlich n— m + 1 sein.!?”) | 

Ist dieses letztere Mongesche System so beschaffen, daß es nur 
eine nichtlineare Gleichung enthält, während die übrigen n — m in 
den Differentialen linear sind, so müssen die letzteren ein unbeschränkt 
integrables System bilden, damit gerade oo”+m+1 charakteristische 
Kurven existieren. !?) 

Was ferner die Integral-M, betrifft, so kommt ihre Ermittlung 
im Fall von 00”*+? charakteristischen Kurven auf die Untersuchung 
eines n-gliedrigen Pfaffschen Systems in 2» + 2 Veränderlichen hinaus. 
Es sind nämlich alle möglichen Scharen von je 00! charakteristischen 
Kurven zu ermitteln, die so beschaffen sind, daß je zwei derselben 
Schar angehörige unendlich benachbarte einander schneiden. Dieses 
Pfaffsche System kann aber auf ein System in nur n + 2 Veränder- 
lichen zurückgeführt werden. 1) 

Liegt eine partielle Differentialgleichung mit 00”+° charakte- 
ristischen Kurven vor, so ist nur die Bedingung heranzuziehen, daß 
durch jede von ihnen mindestens eine M, geht, die 0? charakte- 
ristische Kurven enthält. 130) 


126) E. Ziemke, Über partielle Differentialgleichungen erster Ordnung mit 
Integralvereinen, die als Punktmannigfaltigkeiten zweifach ausgedehnt sind, Diss. 
Greifswald 1909. 

127) Ziemke, a. a. 0. (Fußnote 126) p. 15. 

128) a. a. OÖ. (Fußnote 126) p. 29. 

129) a. a. O. (Fußnote 126) p. 46. 
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Den Fall geradliniger Charakteristiken im R, hat Liebmann"®!) 
behandelt und findet: 

oo° geradlinige Charakteristiken zusammen mit 00° Integral-M,, 
die also Ebenen sind, treten dann und nur dann auf, wenn die Cha- 
rakteristiken die oo°® Tangenten einer dreidimensionalen Mannigfaltig- 
keit zweiten Grades sind. Die Integralebenen sind dann nichts anderes, 
als die Tangentialebenen (7,) der Kegel, in denen sie von ihren 
linearen dreidimensionalen Tangentialmannigfaltigkeiten 7’, geschnitten 
werden. 

00° Integralebenen mit ‘0° geradlinigen Charakteristiken treten 
auf, wenn die letzteren eine .zweidimensionale Mannigfaltigkeit (als 
singuläre Lösung) umhüllen, ihre &o? 7, sind dann die oo? Integral- 
ebenen. Einen anderen Fall erhält man, indem man als singuläre 
Lösung eine von 00? Ebenen umhüllte M, nimmt, deren Tangenten 
dann die Charakteristiken sind; die umhüllenden Ebenen sind dann 
die Integral-M,. 

130) a. a. O. (Fußnote 126), Kap. 4, p. 47 ff. 

131) (Fußnote 34), p. 417. 


(Abgeschlossen im Oktober 1914.) 
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1. Vorbemerkung. Für die Anwendungen auf Geometrie, Mechanik, 
Hydrodynamik usw. kommt es bei der Bearbeitung eines Systems von 
gewöhnlichen Differentialgleichungen oft nicht so sehr darauf an, eine 
analytische Darstellung der durch das System definierten Kurven, der 
Bahnkurven, zu finden, als eine Vorstellung über ihren Verlauf im 
allgemeinen und ihr Verhalten an einzelnen singulären Stellen sich 
zu verschaffen. Schon lange hat die analytische Mechanik diesen Weg 
eingeschlagen [vgl. z.B. IV 6 (Stäckel) Nr. 34a] einerseits, weil hier oft 
diese qualitative Untersuchung sich leicht durchführen läßt, anderer- 
seits weil der quantitative Teil der Aufgabe oft auf unüberwindliche 
Schwierigkeiten stößt.) Die erwähnte qualitative Untersuchung hat 
aber wohl erst Poincare?) als Programm aufgestellt, und sie ist auf 
seine Anregung hin namentlich auch für geodätische Linien [II D3 
(von Lilienthal) Nr. 14] weitgehend bearbeitet worden. 

Diesem Programm entsprechend, ist die hier gegebene Darstellung 
aufgebaut, indem zunächst die gewöhnlichen Differentialgleichungen 
erster Ordnung und die dabei für die Untersuchung des Verlaufs bis- 
her aufgewandten Mittel besprochen werden [Nr. 2—%], sodann die 
bei einigen Aufgaben der Mechanik und der Differentialgeometrie er- 
reichten Erfolge zu betrachten sind [Nr. 8-12]. 


2. Die topographischen Kurven.?) Zwei der Behandlung leicht 
zugängliche Beispiele von Kurvensystemen, welche die Ebene einfach 
überdecken und durch Differentialgleichungen erster Ordnung und 
ersten Grades definiert sind, geben die Horizontalen und die Falllinien 
der Topographie. Betrachtet man die Fläche 


= f(&, 


wobei f als eine mit ihren ersten (p,g) und zweiten (r, s, £) Differen- 
tialquotienten in dem betrachteten Gebiet stetige Funktion angenom- 
men ist, so wird für das System der Horizontalkurven und ihrer Pro- 


1) Als Beispiel einer derartigen Untersuchung sei auch die Theorie des sich 
aufrichtenden Kreisels und des rotierenden Eies auf horizontaler Unterlage ge- 
nannt [IV 6 (Stäckel) Nr. 37,38 und Habilitationsschrift von L. Föppl, Würz- 
burg 1914]. 

2) Die einschlägigen Arbeiten von Poincare sind unter dem Titel: M&moire 
sur les courbes definies par une öquation differentielle erschienen 

I. J. de math. (3) 7 (1881), p. 375—422. II. J. de math. (8) 8 (1882), p. 251—296. 
III. J. de math. (4) 1 (1885), p. 167—244. IV. J. de math. (4) 2 (1886), p. 151—217. 
und werden im folgenden mit Poincare I, II, II, IV zitiert. 

3) J. Boussinesq, Cours d’analyse infinitesimale I, 2 (Paris 1887), p. 229— 243. 
R. Rothe, Darstellende Geometrie des Geländes, Leipzig 1914. 
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jektionen auf der Ebene z= (0, das gegeben ist durch 


fay)=e oder pda +gdy=0, 


singulär jeder Punkt, in dem p und g gleichzeitig zu Null werden, 
wo also die Tangentialebene der topographischen Fläche horizontal 
ist. Man hat dabei zu unterscheiden zwischen Gipfel- und Tiefpunkten 
einerseits (rt—s?>0), in denen z ein wirkliches Maximum oder 
Minimum erreicht, und Sattelpunkten (rt—s?<0) auf der anderen 
Seite, wie sie in der Natur durch Gebirgspässe vertreten sind. In 
ihnen schneidet die Tangentialebene die topographische Fläche reell. 

Die Horizontalkurven schließen sich in immer enger werdenden, 
endlich zum singulären Punkt zusammenschrumpfenden geschlossenen 
Linien um die Punkte der ersten Art, die auch Wirbelpunkte (centre) 
genannt werden; bei den Sattelpunkten verlaufen sie wie eine Schar 
ähnlicher Hyperbeln in der Nähe des Mittelpunktes. 

Diejenigen Gebiete, in denen die konvexe Seite der Horizontal- 
kurven sich gegen den Berg hinwendet, heißen Hohlformen, die an- 
deren erhabene Formen. Geschlossene Hohlformen treten in vom 
Wasser vollkommen ausgearbeitetem (erodiertem) Gelände, z. B. im 
Mittelgebirge oder in Hügellandschaften, nicht auf, wohl aber im 
Hochgebirge (als Kare) und auf der Leeseite von Dünen (als soge- 
nannte Windwunden, durch Wirbel des Windes gebohrte Löcher). Im 
normalen Gelände gibt es also keine Tiefpunkte, nur Gipfel und 
Sättel. 

Die Grenzlinie zwischen beiden Formen von Gelände ist die Wende- 
‚punktslinie, d. h. der Ort der Wendepunkte der Horizontalkurven, ge- 
geben durch 


Ar +pt— 2pgs—=0. 


Eine solche Linie verläuft natürlich nur im Gebiet nicht positiver 
Krümmung, und es gehen von jedem Sattelpunkt zwei Wendepunkts- 
linien aus, welche dort die Haupttangenten der Fläche berühren und 
sich alle beide in die beiden dort zusammenstoßenden Täler hinab 
erstrecken. 

Mit der Geländeform kennt man auch die Horizontallinien; ihre 
Orthogonaltrajektorien, die Falllinien sind gegeben durch die Dif- 


ferentialgleichung 
pydy— qde=V. 


In jeden Gipfel- oder Tiefpunkt hinein verlaufen unendlich viele 
Falllinien, er ist ein Knotenpunkt (noeud) für dieses zweite Kurven- 


system. In der Tat, wenn man die Fläche in der Umgebung dieser 
Encyklop. d. math. Wissensch. III 3. 33 
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Punkte näherungsweise durch 


En la iin (m,n>0) 
darstellt, so ergibt sich 


pdy — qdx = mady — nydz = 0 
oder 
y"—cH. 
Dagegen ist ein Sattelpunkt des einen Systems zugleich Sattel- 
punkt für das andere, wie die aus 
De 
a ma? : ny? 


sich für die Falllinien ergebende Gleichung zeigt: 





(m,n >) 


yr = ca”. 

Linie stärkster (oder schwächster) Steilheit heißt der Ort der- 
jenigen Punkte, für die das Gefälle v, gegeben durch 

1 
| Vitr+e 
größer oder kleiner ist als für benachbarte Punkte auf derselben 
Horizontalen. Sie ist gegeben durch die Gleichung 

Paer—d +). 

Eine Diskussion hat sich entsponnen über die Begriffe „Talweg“ 
und „Kammiweg“. Der Kammweg soll die stets auf einer erhabenen 
Form gelegene Wasserscheide sein, der Talweg das in einer Hohlform 
gelegene Bachbett, d. h. die Sammelstätte der von den Talwänden ab- 
fließenden Gewässer. Nach C. Jordan*) wird man dieser physikalischen 
Definition am meisten gerecht, wenn man hierfür die von einem Sattel- 
punkt ansteigende oder absteigende Falllinie annimmt; auch gilt als 
Talweg die vom höchsten Punkt einer Hohlform ausgehende Falllinie. 
Beide Linien fallen ziemlich genau auf die Linien extremer Steilheit. 
Beim hyperbolischen Paraboloid 


cos v = 


ma: — ny? 
2 


sind sie überhaupt identisch, indem 


z = 


y—=h, Bauer a 


4) J. Boussinesg, Paris C.R. 73 (1871), p. 1868—1371; 75 (1872), p. 885—887. 
Vgl. auch P. Breton de Champ, M&moire sur les lignes de faite et de thalweg que 
’on est conduit ä considerer en topographie J. de math. (3) 3 (1877), p. 99—114. 
0. Jordan, Sur les lignes de faite et de thalweg, Paris C.R.74 (1872), p.1475—1459; 
75 (1872), p. 625—627, 1023—1025. 
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Kammweg und Steilkurve ist, ebenso 
si=0) s—-— 2 
’ 2 


Talweg und Steilkurve. Die Falllinien nähern sich „im allgemeinen“ 
asymptotisch dem Talweg. 

3. Die singulären Punkte von Xy—Y=0 [vgl.IIA4a (Pain- 
leve) Nr. 27,28,29, 30]. Fragt man nach dem Verlauf der Bahnkurven 
bei allgemeineren Differentialgleichungen erster Ordnung ersten Grades, 
so ist als einfachstes vollständig integriertes Beispiel das System der 
W-Kurven [IIID4 (Scheffers) Nr. 14] zu nennen, die durch die .Jacobi- 
sche Differentialgleichung [II A 4b (Vessiot) Nr. 8] definiert sind: 


va +byta + tbyte)y + (a2 +by+ Gay —y)—0. 
‚Hier treten unter den drei singulären Punkten neben Sattel- und 
Wirbelpunkten auch Sirudelpunkte (foyers) auf, in denen die Bahn- 
kurven sich verhalten wie logarithmische Spiralen in ihrem Pol, d. h. 
sie winden sich unendlich oft um einen Punkt und nähern sich ihm 
dabei asymptotisch. Die Differentialgleichung 


2 — y)y — (y+xx) — 0 
der logarithmischen Spiralen 
o =—— gez 


gehört selbst mit zu dieser Klasse. 

Um die singulären Punkte zu untersuchen, d. h. die Punkte, in 
denen X und Y gleichzeitig zu Null werden ‚ geht Poincare von der 
Annahme aus, daß die Funktionen analytisch sind und im singulären 
Punkt mit Gliedern erster Ordnung beginnen.)®) Läßt man dann in 


(2 +by+)y — (a +by+:-)—=0 


5) Poincare I, Kap. 3, p. 385—392; Picard II, p- 198 —207; Horn, p. 333—340. 
Über Sattelpunkte vgl. auch H. Dulac, Paris C. R. 129 (1899), p. 276— 279. 

6) Figuren, die alle Fälle veranschaulichen, wo X und Y mit Gliedern 
erster Ordnung beginnen, bei Liebmann, Lehrbuch der Differentialgleichungen, 
Leipzig 1901, p. 101—102. Ebenda Figuren zu dem entsprechenden Problem im 
Raum p. 134; desgl. bei W. Büchel, Programm der Realschule in Hamburg-Ep- 
pendorf (1906). Das räumliche Problem ist in IIA 4a (Painleve), Nr. 36 vollstän- 
dig besprochen im Anschluß an Poincare IV (Fußnote 2) Kap. 16, p. 151—167. 
Vgl. auch C. A. Noble, Am. Math. Soc. Bull. (2) 14 (1908), p. 223— 229. 

Was das ebene Problem betrifit, sei noch die vollständige Diskussion der 
Differentialgleichung erster Ordnung ersten Grades erwähnt, bei der y' eine ge- 
brochene Funktion ist, Y und X beide vom zweiten Grad in x und y; W. Büchel, 
Zur Topologie der durch eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung 
und ersten Grades definierten Kurvenschar (Diss. Jena 1903 und Hamb. Mitt. 4 
(1904), p. 188—168); ferner J. H. M. Falkenhagen, Über das Verhalten der Inte- 

383* 
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die Glieder höherer Ordnung fort, so kann die verkürzte Gleichung 
im allgemeinen durch eine lineare Substitution in 
Az, dy, — uy,da, — 0 
verwandelt werden, wobei A und u die Wurzeln der Gleichung: 
(a, — A) — A) — ab; — 0 


sind. Die (unverkürzte) Gleichung hat sicher einen Knoten- (Sattel-) 
punkt, wenn A und u beide reell und von Null verschieden sind und 


Au>0 (Au<0). > 


Fig. 1 (Knotenpunkt, noeud). Fig. 2 (Sattelpunkt, col). 
Fig. 3 (Wirbelpunkt, centre). . Fig. 4 (Strudelpunkt, foyer). 


Sind die Wurzeln beide komplex, so tritt sicher ein Strudelpunkt 
auf, dagegen ist die Entscheidung zwischen Wirbel-und Strudel für 
den Fall ‘ 


ic, u=—ia 


sehr schwierig.”) Durch reelle Transformation kann in diesem Falle 


grale eineRiccatischen Differentialgleichung [II A 4b (Vessiot) Nr. 8] Nieuw Archief 
(2) 6 (1904), p. 209-248. Über den Fall, daß die Riccatische Gleichung ein iso- 
thermes System [IIID 3 (von Lilienthal) Nr. 20] bilden vgl. E. Kasner, Am. math. 
soc. bull. (2) 10 (1904), p. 341—346. 

7). Poincare III, Kap. 11 (p. 172—196); Picard II, p. 207—217; Horn, 
p. 340344; Horn, Arch. Math. Phys. 3 (8) (1904), p. 237—245. Ferner Fuß- 
note 12 (Bendixson), p. 53, 61, 75. B. hat auch (p. 26) den Begriff des Wirbel- 
punktes verallgemeinert; bei Differentialgleichungen erster Ordnung ersten Grades, 
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die Form 
+ day )ay— 0 


erreicht werden, oder, mit Einführung von Polarkoordinaten 
d 
Te = 0’9(o) + 0’%(0) +, 


wo die Koeffizienten trigonometrische Reihen mit dem Argument o, 
also periodische Funktionen von ® sind. Es ist dann zu untersuchen, 


ob der Ansatz 
e=e+Ägle) + eglo) + ::- 


ebenfalls periodische Koeffizienten ergibt, (wobei die g,(®) der Reihe 
nach durch Vergleichung der Koeffizienten gleicher Potenzen von c 
gewonnen werden) und keine säkularen, d. h. © explizite enthaltenden 
Glieder. 

Man kann auch wieder einfach durch Koeffizientenvergleichung 
untersuchen, ob die partielle Differentialgleichung 


Werte En 
ein analytisches Integral 
F=i+y+BR@)+FRay)+:-- 

zuläßt, wobei die homogenen Polynome steigender Ordnung ebenfalls 
durch Koeffizientenvergleichung zu bestimmen sind, mit andern Worten, 
es ist festzustellen, ob der Ansatz auf keinen Widerspruch führt. Ist 
das nicht der Fall, dann liegt ein Wirbelpunkt vor, andernfalls ein 
Strudelpunkt. ®) 

Auf qualitativem Wege können also nur die Knoten- und Sattel- 
punkte einwandfrei festgestellt werden, dagegen erfordert die endgültige 
Entscheidung zwischen Strudel- und Wirbelpunkten im allgemeinen die 
vollständige, quantitative Integration. 

Die Differentialgleichungen erster Ordnung und ersten Grades, 
bei denen X und Y ganze rationale Funktionen von x und y sind, 
haben unter dem Gesichtspunkt der abzählenden Geometrie [I1C3 





wo X und Y nicht mehr analytisch sind im singulären Punkt, kann es vor- 
kommen, daß um ihn geschlossene Bahnkurven sich häufen, ohne eine Schar zu 
bilden. Ein Beispiel ist, in Polarkoordinaten geschrieben: 


de FE Re 
zu ein (O) 
mit den geschlossenen Bahnkurven 
e=a:nn n=1,2,...). 


8) Wenn diese Bestimmungen von e und F möglich sind, dann ist auch 
die Konvergenz gesichert nach Poincare (Fußnote 6), 
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(Zeuthen)] noch @. Fouret”) und Darboux'”) weiter betrachtet und im 
Zusammenhang mit den Konnexkoordinaten von ÜOlebsch [vgl. UIC 10 
(Zindler)], F.: Lindemann und A. Voss.) 

Nach Voß gilt der allgemeine Satz: 

Ist n die Ordnung der Gleichung 

Xy— Y=0 
in x und y, p die Ordnung, q die Klasse eines in x und y algebraischen 
Integrals 
F (m, y) =(, 
« die Anzahl der singulären Punkte der Differentialgleichung, durch 
welche diese Integralkurve hindurchgeht, so besteht die Beziehung 
NP— a4. 

Hieraus folgt z. B., daß jede Integralkurve erster Ordnung (Inte- 
gralgrade) durch n, jede Integralkurve zweiter Ordnung durch (2n—1), 
jede Integralkurve der Ordnung p ohne singuläre Punkte durch 
p(n— p-+ 1) singuläre Punkte der Differentialgleichung gehen muß 
und jedes partikuläre algebraische Integral überhaupt durch min- 
destens n singuläre Punkte. Ferner ist jedes partikuläre algebraische 
Integral ohne Singularitäten höchstens von der Ordnung n. 

Diese Untersuchungen sind später auf den Fall erweitert worden, 
daß X und Y mit Gliedern n‘* Ordnung (nr >1) im singulären Punkt 
beginnen, ja, daß sie überhaupt nicht mehr analytische Funktionen 
sind. 1?) 


J ) 
N <= 


Fig. 5. Fig. 6. 














9) Bull. Soc. math. de France 2 (1874), p. 72—83. 

10) Darboux Bull. (2) 2 (1878), p. 60-96, 123—144, 151-200 und Paris C. 
R. 86 (1878), p. 533—536, 584—586, 1012—1014. 

11) Olebsch- Lindemann, Vorlesungen über Geometrie I(Leipzig 1876), p. 962; 
A. Voß, Zur Theorie der algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung 
ersten Grades, Math. Ann. 23 (1884), p. 157—181. 

12) Vgl. die zusammenfassende Arbeit von J. Bendixson, Sur les courbes 
definies par des &quations differentielles, Acta math. 24 (1901), p. 1—88. 
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Hier können Verschmelzungen von Singularitäten eintreten. Wenn 
X und Y Polynome sind und der singuläre Punkt weder Strudel noch 
Wirbel ist, so ist nach Bendixson das allgemeinste Bild folgendes: Um 
den Punkt lagern sich verschiedene Knotengebiete, welche durch 
Nattelgebiete getrennt sind. Die Knotengebiete können geschlossen 
sein, d. h. aus lauter ineinander gelegenen Schlingen bestehen (wie 
etwa ein System ähnlicher Lemniskaten) oder offen, wenn die Bahn- 
kurven, die im Knoten beginnen, sich ins Unendliche erstrecken. Die 
eingelagerten Sattelgebiete sind begrenzt in einer im singulären Punkt 
sich brechenden Bahnkurve, zwischen deren beiden Ästen sich Bahn- 
kurven erstrecken, die nach Art der Hyperbeln verlaufen. Ein Bei- 
spiel ist 


1 

ey=y, y=ce*. 
Hier liegt rechts von der y-Achse ein (offenes) Knotengebiet, links 
hat man zwei Sattelgebiete (im gewöhnlichen Sattel sind es vier Ge- 
biete). Man kann diese Singularität leicht aus einem gewöhnlichen 


Sattel und einem gewöhnlichen Knoten bei 
(a — y—=0 mu 
ee y=0 =—.a:-.- Sattel 


für a = 0 entstehen lassen (s. Fig.5 und 6). 
Ein einfaches Beispiel sind auch die Kurvenscharen 


a 








08 np re 
oder 
ro nasinng 
RE cos!ngp ? 


bei denen sich um die singulären Punkte in leicht angebbarer Weise 
je n Sattelgebiete und geschlossene Knotengebiete anordnen, dazwischen 
aber 2n offene Knotengebiete. Für n—=1 erhält man Konchoiden. 

Bendixson zeigt noch, daß jede Differentialgleichung, bei der X 
und Y analytische Funktionen sind, entweder so reduziert werden kann, 
daß X und Y mit Gliedern erster Ordnung beginnen, vorausgesetzt, 
daß die gegebene Differentialgleichung überhaupt ‚eine Bahnkurve besitzt, 
die im singulären Punkt mit bestimmter Tangente ankommt oder aber 
durch weitere bilineare Substitutionen auf die Form 


y=ay+bc+c+ Ra, y). 


3a. Asymptotische Darstellung von Integralen. |[Vgl. IIA 4a 
(Painleve) Nr. 33, 37.] Auf Grund von Untersuchungen von J. Horn'!2®) 


12a) J.£. Math. 116 (1896), p. 265—306; 117 (1897), p. 104—128, 254—266; 
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und A. Kneser'*®) seien die folgenden Sätze angeführt, welche die 
Darstellung der Integrale in der Nähe von Unbestimmtheitsstellen 
betreffen. 

Die durch die Methode der Koeffizientenvergleichung gefundene 
Reihenentwicklung für die Lösung 


y—= Nor 


n=]1 


der Differentialgleichung 
AY—Aay-L GR 4 Mol? + aCYy + a +: 


ist im allgemeinen nur für x —= 0 konvergent. Trotzdem gibt sie Auf- 
schluß über das Verhalten der Lösungen y der Differentialgleichung 
bei der Annäherung an die Unbestimmtheitsstelle. Ist y ein beliebiges 
Integral, welches für limes x —= + 0 verschwindet, und setzt man 


y-C:+9G° +. +0,07 +2, 
so ist nämlich 
limes2e,=0 für limsz—= +0, 
und es ist auch 


limes 9 — n!C.. 
z=+0da«” z 
Ohne irgendeine Voraussetzung über analytische Entwickelbarkeit 
der Funktionen p(x) und f(z,y) zu machen, beweist O0. Perron die 
folgenden?) beiden Sätze, welche die Ergebnisse von Horn über den 
Verlauf der reellen Integralkurven umfassen. 
Es sei vorausgesetzt, daß p(x) für O<x<a stetig ist, ferner 
9(0) = 0, pe), >0 für O<xr<sa und 


x 
limes ‘ Po oo 
e=( px) : 


€ a 


ferner seien über die Funktion f(x, y) folgende Annahmen gemacht: 
Sie soll für ce—= 0, y= 0 verschwinden, im Gebit O<x2 <a, |y|<b 
stetig sein und einen endlichen Differenzenquotienten i. B. auf y haben, 


118 (1897), p. 257—274; 119 (1898), p. 196—209, 267—290; 122 (1900), p. 73—83; 
143 (1913), p. 212—240. 

12b) J. f. Math. 116 (1896), p. 178—212; 117 (1897), p. 72--103; 120 (1899), 
p- 267—275. Vgl. IIB5 (Hilb) Nr. 5. 

13) O0. Perron, Beweis für die Existenz von Integralen einer gewissen Dif- 
ferentialgleichung 1. Ordnung in der Umgebung einer Unstetigkeitsstelle, Math. 
Ann. 75 (1914), p. 256—273. 
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mit konstantem Vorzeichen, so daß 
| f@, Y,) Re: fie, Y:) 
ee |rE 

Ist das Vorzeichen negativ, so gibt es ein und nur ein reelles Inte- 
gral, welches für <—= +0 dem Wert y—= 0 zustrebt. 

Ist das Vorzeichen dagegen positiv, so werden die sämtlichen von 
den Punkten O<x,<a,|y| <b eines gewissen Gebietes ausgehenden 
Integralkurven für = + 0 


dem Nullpunkt y=0 zu- „ 
streben. } —- 
Endlich gilt noch der es 
Satz, daß, wenn _ 
limes 9 — 0 4 
2=+0 ®% Z 


und die durch f(x, y) = 0 
EN 








definierte Kurve im Nullpunkt 
eine von der y-Achse verschie- 
dene Tangente hat, die ge- 
nannten Integralkurven da- 
selbst diese Kurve berühren. 
Alle diese drei Sätze (den 
ersten mit Vertauschung von 
— % und + x) erläutert die 
folgende Figur, in der die 
Integralkurven von 








Fig. 6a. 


yl=y—ı 
in der Umgebung des Nullpunktes gezeichnet sind. 


4. Differentialgleichungen erster Ordnung höheren Grades. 
[Vgl. II A 4a (Painleve) Nr. 24, 25, *8.] Aus den durch Differential- 
gleichungen von der Form 

f(z, y, y)=0 
definierten Kurven hat @. Loria “) unter dem Namen panalgebraische 
Kurven eine Klasse ausgeschieden, bei denen f in y vom Grade n 
ist, während die Koeffizienten Polynome f, fi, ..,f, yon x und y 
sind, deren Grad als Rang der panalgebraischen Kurve bezeichnet 
wird. Sie gehen durch Dualität und andere birationale Berührungs- 
transformationen [IIID 7 (Liebmann)] wieder in panalgebraische Kurven 
über, auch lassen sich eine Reihe von Sätzen beweisen, welche dem 


14) Loria-Schütte, Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven, 
(Leipzig 1902), p. 724—730 
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Gebiet der abzählenden Geometrie [IIIC3 (Zeuthen)] angehören. Manche 
Eigenschaften spezieller panalgebraischer Kurven ergeben sich hier 
als besondere Fälle von einfach zu beweisenden Eigenschaften dieser 
Klasse. So ist z. B. der Satz von CO. Juel'), daß die Normalen einer 
Epi- oder Hypozykloide in den (abzählbar unendlich vielen) Punkten, 
in denen sie von den Strahlen eines linearen Büschels berührt wird, 
ihrerseits alle denselben Kegelschnitt berübren, nur ein besonderer 
Fall eines allgemeinen Satzes für panalgebraische Kurven, wobei an 
Stelle des Kegelschnitts andere algebraische Örter treten. 

Die Diskussion der singulären Punkte knüpft an die von Newton'®) 
herrührende Untersuchung des Verhaltens von algebraischen Kurven 
in singulären Punkten an. Soll etwa die Gestalt der Kurvenzweige, 
welche vom Koordinatenanfang ausgehen, festgestellt werden, wenn die 
in irreduzibler Form vorausgesetzte Gleichung 


f(®, y) = 0 


mit Gliedern von mindestens zweiter Ordnung beginnt, so hat man 
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem &, 7 diejenigen Punkte 
des Gitters der positiven ganzen Zahlen ($=i, n—=k) zu markieren, 
die den in der Gleichung vorkommenden Gliedern x’y* entsprechen. 
Durch Verbindung geeigneter Punkte unter den markierten Punkten 
ist dann eindeutig ein dem Nullpunkt ($ = 0, n = 0) nächstliegender 
und ihm seine konvexe Seite zukehrender Polygonzug bestimmt. Greift 
man dann je eine Seite des Polygons heraus und setzt den betreffenden 
Ausschnitt aus der Kurvengleichung gleich Null, wobei ein etwa vor- 
handener gemeinsamer Faktor x°y? wegzulassen ist, so erhält man je 
eine Näherungskurve. Will man sie genauer bestimmen, so hat man 
schrittweise diejenigen Glieder von f(x, y) hinzuzunehmen, deren Bild- 
punkte auf den folgenden äußeren Parallelen zur herausgegriffenen 
Polygonseite liegen. 

Dieses Verfahren läßt sich nach Briot und Borkquet?) auf Dif- 
ferentialgleichungen erster Ordnung in der Weise übertragen, daß 





15) Intermediaire I (1894), p. 22 und 243; II (1895), p. 208. 

16) Vgl. M. Cantor, Geschichte der Mathematik III, 2. Aufl. (Leipzig 1901), 
p. 107—108, ferner die Ausführungen über das Newtonsche Parallelogramm bei 
C. Reuschle, Praxis der Kurvendiskussion (Stuttgart 1886), p. 6—25; Olebsch- Linde- 
mann, Vorlesungen über Geometrie I (Leipzig 1876), p. 319—340; vgl. auch IIB2 
(Wirtinger) Nr. 2 

17) Briot et Bouquet, Recherches sur les fonctions definies par les &quations 
differentielles J. &c. polyt. cah. 36 (1856), p. 162, 193; V. Fine, Am. J. 11 (1889), 
p. 302; Forsyth, Theory of differential equations II (Vol. ID), Cambridge 1900, 
p. 91 — 96. 
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man im Zahlgitter die in der Gleichung vorkommenden Glieder 
y) 
auszeichnet (&—=i, n—=k%), außerdem aber das Gewicht von y dem von 
zy' gleichsetzt. Z. B. ist dann der Punkt &—= 3,n=4 Träger von 
u, N Ey Ye. 

Jede Gerade des wie oben erhaltenen konvexen Polygonzuges gibt 
dann eine Näherungsdifferentialgleichung. Voraussetzung für die Gültig- 
keit des Verfahrens ist hier, daß y eine Entwicklung nach Potenzen 
von x zuläßt, z. B. versagt die Methode natürlich in einem Strudel- 
punkt. 

Als Beispiel führen wir die Untersuchungen von Dyck!®) an über 
die singulären Stellen einer Differentialgleichung 

: i F&, %, Y) u. 

in denen die Bedingungen 
i oF ‚öF 
eh re et 
erfüllt sind. Die Differentialgleichung kann in der Umgebung des 
singulären Punktes auf den Typus 


y? + 2ezy' + ba’ + 2ay = 0 
zurückgeführt werden. Die repräsentierenden Punkte liegen hier auf 
der Geraden 


$+n—2=0. 


Die Gleichung kann dann durch Differentiation in 


(ty) ++ (at )y— 0 


übergeführt werden, und den drei Typen: Strudelpunkt, Sattelpunkt, 
Knotenpunkt dieser Differentialgleichung ersten Grades entsprechend 
erhält man charakteristische Bilder.) Hierher gehören auch die 
singulären Punkte der Haupttangentenkurven [UI D3 (von Lilienthal) 
Nr. 36] einer Fläche in den singulären Stellen der parabolischen 
Kurve; alle drei Typen können in Punkten auftreten, wo die Fläche 
sich durchaus regulär verhält und eine ganz bestimmte Tangential- 
ebene hat ?®). 


18) W. Dyck, Über die gestaltlichen Verhältnisse der durch eine Differen 
tialgleichung erster Ordnung definierten Kurvensysteme, Münch. Ber. 21 (1891), 
pP. 23—57; A. Wahlgreen, Stockholm. Ak. Bihang 28 Nr. 2 (1902). 

19) Zeichnungen hierzu in W. Dycks Katalog Mathematischer Modelle (Mün- 
chen 1892), p. 304. 

20) W. Dyck, Fußnote 18, p.51; L. Roth, Dissertation München 1914. — Die 
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Ebenso genügt bei 
wer r rmtrby try tra tbyt — 0 
in der Umgebung des Nullpunktes die Berücksichtigung der ange- 
schriebenen Glieder, denn für sie ist &=1, für alle anderen &>1. 

Für diese Differentialgleichungen hat Picard?!) behauptet, daß die 
dem Nullpunkt sich unbegrenzt nähernden Bahnkurven daselbst mit 
bestimmter Tangentenrichtung ankommen. Dieser Satz bedarf aber 
einer Korrektur, die sich schon dann als notwendig erweist, wenn man 
die Glieder höherer Ordnung überhaupt nicht berücksichtigt. Für den 
Verlauf maßgebend ist einerseits die Diskriminantenkurve [Nr. 7], also 
hier das Geradenpaar 

(a,2 + by)? — (a2 + buy) (a3® + b,y) = (1% + BıYy) (ar + B3Y) 
a ee 
und außerdem die durch 
y=tı, ‚+bHR+ a +bYdt +, +bti=0V 
bestimmten drei Integralgeraden. Alle verschiedenen Fälle können hier 
gestaltlich vollkommen diskutiert werden, und es zeigt sich, daß der 
Picardsche Satz seine Geltung verliert, wenn eine der beiden reellen 
Geraden g, und g, mit der einzigen reellen Integralgeraden zusammen- 
fällt. Ein ganz einfaches Beispiel hierfür ist 
y—DJy’+y=0 

mit den Integralkurven 


zu IE HER: 2u. 
1— sintcost ’ 


1 1 7 
— _ aretg (tg (7 
u wet +9) 
Sie berühren den Zweig y= 0 der Diskriminantenkurve, setzen auf 
den anderen Zweig (y=x) mit Spitzen auf und nähern sich außer- 


ar ın2 
y=z-sm’t, © 


durch konische Knotenpunkte gehenden Haupttangentenkurven haben dort Knoten- 
gebiete (Nr. 8, p. 509), dagegen haben sie Spitzen in den Punkten der para- 
bolischen Kurve, vorausgesetzt, daß diese nicht selbst Haupttangentenkurve ist. 
Dann ist sie zugleich Umhüllungskurve für die übrigen Haupttangentenkurven. 
Dies tritt im besondern ein, wenn die parabolische Kurve, wie z. B. beim Kreis- 
wulst, aus ebenen Berührungskurven besteht. (Vgl. F. Klein, Math. Ann. 6 (1873), 
p. 576 und Berlin Ber. 1870, p. 871—899, wiederabgedrukt in Math. Ann. 23 (1884), 
p. 579—586, wo die Haupttangentenkurven der Singularitätenfläche eines Linien- 
komplexes zweiten Grades [III C10 (Zindler) Liniengeometrie] angegeben und 
gezeichnet sind); A. Sucharda, Modelle für die verschiedenen Typen konischer 
Knotenpunkte mit Angabe des Verlaufs der parabolischen Kurve und der Haupt- 
tangentenkurven, Dycks Katalog (Fußnote 19), p. 299. 
21) Picard III, p. 217—225; [IIA 4a (Painleve) Nr. 31]. 
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dem (= — oo) dem Nullpunkt unbegrenzt, ohne doch dort eine be- 
stimmte Tangente zu besitzen. ?°) 

Für viele Singularitäten der Differentialgeometrie, z. B. die der 
Krümmungslinien in den Nabelpunkten einer Fläche [IIID 1,2 (v. Man- 
goldt) Nr. 35; IIID3 (v. Lilienthal) Nr. 39] gilt indessen der Picard- 
sche Satz natürlich, weil die Diskriminantenkurve nicht reell ist. 2?) 


d. Anzahlbeziehungen für Singularitäten. Bei den Differential- 
gleichungen erster Ordnung ersten Grades lassen sich die Singulari- 
täten in einem Gebiet nach Poöncared abzählen durch die Formel Be 


BERAOLN 


Hierin ist N die Anzahl der Knoten, F' die der Strudel (und Wirbel), 
© die der Sattelpunkte in einem Gebiet, dessen Randkurve den In- 
dex .J besitzt; d. h. J gibt den halben Überschuß der Zeichenwechsel 
bei Übergang von Y: X von + © zu — oo über die Zeichenwechsel 
bei Übergang von — © zu — oo an, wenn man diesen Quotienten 
in seinem Wertverlauf längs des Randes verfolgt. Die Richtigkeit 
. dieser Formel erkennt man leicht, indem man zunächst die einzelnen 
singulären Stellen in kleine Kurven einschließt, dann diese Kurven 
vereinigt, wobei nur der äußere Rand übrig bleibt, die gemeinsamen 
Grenzen aber für die Indexberechnung fortfallen, da sie zweimal in 
entgegengesetztem Sinn durchlaufen werden. Ferner gilt für den In- 
dex eines singulären Punktes höherer Ordnung, d.h. für eine um 


22) In der Dissertation von J. Weigel, Gestaltliche Verhältnisse der Inte- 
gralkurven in der Nähe eines Doppelpunktes der Diskriminantenkurve (München 
1911) (Halle 1912), werden alle Fälle besprochen und auch mit Zeichnungen be- 
legt, darunter die hier erwähnte Ausnahme vom Picardschen Satz, nämlich 


(axty)y?’+by=0, a>0, a —4b<0. 


Vgl. auch W. Dyck, Über den Verlauf der Integralkurven, einer homogenen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung, Münch. Abh. 26 (1914), p. 40. Hier wird die 


homogene Differentialgleichung f ( S, v) = () eingehend untersucht im Zusammen- 


hang mit der Regelfläche f (2, :) = 0, deren Schnitt mit der Ebene x —=1 als 


Leitkurve dient. Besonders zu erwähnen ist noch hieraus die Variation der Inte- 
gralkurven mit den Konstanten der Differentialgleichung und ein Apparat zur 
mechanischen Integration (p. 41). Über die Änderung der Integralkurven bei 
Änderung eines Parameters der Differentialgleichung s. auch W. Dyck, München 
Ber. 22 (1892), p. 101—138. 

23) Zeichnungen zum Verhalten von Krümmungslinien in Nabelpunkten hat 
S. Finsterwalder angefertigt, Dycks Katalog (Fußnote 19), p. 302. 

24) Poincare I (Fußnote 2), Kap. 3 (p. 394—409); Picard II, p. 232— 235. 
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diesen Punkt sich schließende Kurve nach Bendixson®®) die Formel 
N, c=2J—2, 


wobei », die Anzahl der geschlossenen Knotenregionen, c die Anzahl 
der Sattelgebiete (Nr. 3) ist. 
Beide Formeln ordnen sich der von .Dyck?®) gegebenen unter 

2, — a2), -—Z(n— Dr, +2K, 
Hierin deutet das Zeichen © Punkte im Innern an, r Punkte am Rand, 
der untere Index die Anzahl der Kurven, die von dem Punkte aus 
(ins Innere) verlaufen, das z. B. p,” die Anzahl der Randpunkte mit 
äußerer Berührung 9,” die mit innerer Berührung, wo eine Kurve 
den Rand von innen berührt. Kr ist die Kroneckersche Charakte- 
ristik?°) [vgl. IB16 (Netto) Nr.25; IB3a (Runge) Nr. 7] des Gebietes, 
d. h. der Überschuß der Punkte im Innern des Gebietes F(«, y)<0, 

el el Er 
über die Punkte 

ne mt Fu, I 
oder die Charakteristik des Funktionensystems 

F<0, F,=0, F=V0. 
Ebenso wird die linke Seite, die im speziellen 
2pi + 2p°— 2p = 2IN+ FC] 
ist, die doppelte Charakteristik von 
F<0, 2=0, 7T=0 

und auf der rechten 


| Et 3( —P}) 
die Charakteristik von 
OF OF OF eF_ 
u Th 


Die Zahl Kr ist auch in Beziehung zu setzen mit dem Geschlecht (p) 
oder auch der Zusammenhangszahl (Z) des Gebietes [vgl. II A,B3 


25) Fußnote 11, p. 44. 

26) W. Dyck, Beiträge zur Analysis Situs I, Math. Ann. 32 (1888), p.501; ferner 
Münch. Ber. 1909, 15. Abhandlung, p. 6 und Fußnote 22, p. 47: vgl. auch die 
Abzählung der Kreuzungspunkte der Stromlinien in Kleins Schrift von 1881/82 
(Fußnote 29), p. 39. 

27) Darstellungen der Kroneckerschen Charakteristikentheorie vgl. Picard, 
Traite d’analyse I (Paris 1897), p.83—87; H. Weber, Lehrbuch der Algebra I (Braun- 
schweig 1895), p. 285—295. 
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(Dehn und Heegaard)], nämlich bei unberandeten zweiseitigen Flächen 
Kr=3—Z=2— 2p; 
Kr=2—Z 
bei berandeten zweiseitigen Flächen, so daß z. B. für ein Kurvensystem 
auf der geschlossenen Kugel die Beziehung besteht 
N+F—-0=2 
und für den Kreiswulst (Torus) 
N+FF2(00, 
Ein Kurvensystem, das durch eine Differentialgleichung erster 
Ordnung ersten Grades auf einem Ring definiert ist ‚ braucht also 
überhaupt keine singulären Stellen zu besitzen.) 


6. Die Grenzzyklen (nach Poincare).2®) Wesentlich für das Bild 
des Verlaufs der Bahnkurven, die durch eine Differentialgleichung 
erster Ordnung ersten Grades definiert sind, 
werden die zuweilen auftretenden isolierten 
geschlossenen Kurven, die Grenzzyklen, zu 
denen die benachbarten Bahnkurven von 
innen und = asymptotisch verlaufen. 

Jede geschlossene Bahnkurve (also 
auch jeder Grenzzykel) muß notwendig 
von einer reellen Kurve geschnitten wer- 
den, längs deren die Bedingung 

oX oY Fig. 7. 
Fr ih j 


dagegen 


erfüllt ist, so daß in gewissen Fällen die Nichtexistenz leicht nach- 
gewiesen werden kann. 


28) Poincare III, Kap. 15 (p. 220— 244). 

29) Poincare II, Kap. 5—9 (p. 261—296); Picard III, p. 248—251. Grenz- 
zyklen treten auch bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf, z. B. sind 
die Kehlkreise auf Rotationsflächen Grenzzyklen für zwei Scharen von geodätischen 
Linien [IIID3 (von Lilienthal) Nr. 15], ferner in der „natürlichen Geometrie“ 
(vgl. E. Cesaro, Natürliche Geometrie, übersetzt von @. Kowalewski, Leipzig 1901, 
p- 19) und in der Elastizitätstheorie, bei der Untersuchung von Formen gebogener 
Stäbe (W. Hess, Math. Ann. 24 (1884), p. 209 und Figur 12). Unter den Bahn- 
kurven einer stationären inkompressiblen zweidimensionalen Flüssigkeitsströmung 
können sich Grenzzyklen nicht vorfinden, wie eine geometrische Überlegung zeigt. 
Hier gilt also der Satz, daß aus der Existenz einer geschlossenen Bahnkurve die 
Existenz von unendlich vielen benachbarten folgt. Von dieser Betrachtung hat 
F. Klein mehrfach Gebrauch gemacht, z. B. Math. Ann. 10 (1876), p. 366 und 
in seiner Schrift: Über Riemanns Theorie der algebraischen Funktionen und 
ihrer Integrale (Leipzig 1882), p. 33, die auch zahlreiche Zeichnungen des Ver- 
laufs in der Nähe von singulären Punkten enthält, 
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Ganz allgemein gelten diese Sätze: 

Jeder von einem Punkt ausgehende Bahnzweig läuft entweder in 
sich zurück, oder er nähert sich einer geschlossenen Bahnkurve (Grenz- 
zykel), oder er verläuft nach einem singulären Punkt hin. 

Innerhalb und außerhalb eines Grenzzykels gibt es stets mindestens 
einen singulären Punkt. 

Sind X und Y ganze rationale Funktionen, so ist die Anzahl 
der Grenzzyklen endlich, sobald keiner durch einen Sattelpunkt geht. 

Es ist sehr leicht, Beispiele mit Grenzzyklen zu finden, z. B. ist 
für die durch 

+ ywy=(y—y) @+y’—1) 
gegebene Kurvenschar der Kreis 
+? —1l=0 
sicher ein Grenzzykel, wie die Einführung von Polarkoordinaten (g, ®) 
zeigt, wodurch die Differentialgleichung in 


übergeht. 
Ferner sind in dem Beispiel 
dy(@C—yD) — da(yC+zD), | 
= + Pr) Hrn). ron): 
= + ya)... rt) 
die durch O= 0 gegebenen Kreise sämtlich Grenzzyklen. 

Dagegen fällt es sehr schwer, etwa vorhandene Grenzzyklen ab- 
zufangen, d. h. ringförmige Gebiete der Ebene anzugeben, innerhalb 
deren sicher ein Grenzzykel liegt. 

Nach PoincareE hat man zu diesem Zweck topographische Hori- 
zontalkurvensysteme (Nr. 2) zu benützen, deren singuläre Stellen 
(Wirbel und Sättel) in die eBeprechenden singulären Stellen (also 
Wirbel bzw. Strudel, Knoten und Sättel) der gegebenen Differential- 
gleichung fallen. Bi man ein solches topographisches System von 
schleifenlosen geschlossenen Querwegen (cyeles sans contact), dessen 
Individuen im Gegensatz zu eben solchen Streifwegen (eyeles non sans 
contact) keine isolierten Berührungspunkte mit den Bahnkurven auf- 
weisen, so ist ein isolierter geschlossener Querweg dieses Systems, 
der der Differentialgleichung genügt und keinen Doppelpunkt aufweist, 
selbstverständlich ein Grenzzykel. Ein solches System steht aber natür- 
lich, außer in künstlich konstruierten Beispielen, nicht zur Verfügung. 

Will man auf anderem Weg einen etwa vorhandenen Grenzzykel 
feststellen, der sich um einen Strudelpunkt schließt, so muß man 
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eine Kurvenschar 


Fia,y)=e 


kennen, die sich ebenfalls um den Punkt schließt und teils Streifwege, 
teils Querwege enthält. — Ein solches System aufzustellen dürfte 


übrigens für nicht künstlich konstruierte Beispiele ebenfalls auf große 
Schwierigkeiten stoßen. 

Zwischen den beiden Querwegen F=a, F=b kann man dann 
suchen und wenigstens eine der Anzahl der Grenzzyklen im Ringgebiet 
modulo 2 kongruente Zahl finden (A). Man schneidet die Schar F=c 
mit einem vom Strudelpunkt ausgehenden Kurvenzweig, etwa der 
positiven y-Achse, der zwischen den Querwegen a und b. die Bahn- 
kurven etwa in u Punkten berührt, versieht ferner diese bei den 
Querwegen mit positivem oder negativem Zeichen, je nachdem in 
den Schnittpunkten mit der y-Achse das nach außen weisende Linien- 
element der hindurchgehenden Bahnkurven in das Gebiet des posi- 
tiven oder negativen x zeigt, und setzt v—=2 oderv—=1, je nachdem 
die Querwege gleiches oder entgegengesetztes Zeichen haben. Dann ist 


= w-+ v (mod. 2), 
so daß für ungerades A sicher ein Grenzzykel im Ringgebiet liegt. 
Transformiert man ferner die gegebene Differentialgleichung durch 
eine im Ringbereich eineindeutige Transformation 


p(, y) =$, v(a, Y) 4 


m 0&En) 


so zeigt eine dem Rolleschen Theorem, dem Satze nämlich, daß zwischen 
zwei Nullstellen von f(x) eine ungerade Anzahl von Nullstellen von 
f (&) liegt, wenn f nicht unendlich wird, analoge Betrachtung, daß 
ein Ringgebiet nur dann zwei Grenzzyklen enthalten kann, wenn in 
ihm irgendwo 


in die Gestalt 


6= © oder z = (0 
wird. Durch Anwendung einer Reihe solcher Transformationen und 
der angegebenen Probe kann ein nur einen Grenzzykel enthaltendes 
Ringgebiet mehr und mehr verkleinert, d. h. festgelegt werden.?) 
Bei dynamischen und geodätischen Problemen ist die Aufsuchung 


geschlossener Bahnkurven viel weiter gefördert [vgl. Nr. 8-11]. 


30) Es sind später noch keine wesentlichen Schritte geschehen zur Lösung 
der von D. Hilbert (Math. Probleme, Gött. Nachr. 1900 und Arch. Math. Phys. (3) 
1 (1901), p. 225 u.a. ausgesprochenen Aufgabe, Maximalzahl und Lage der Poin- 
careschen Grenzzyklen zu bestimmen, 
Eneyklop. d. math. Wissensch. III 3. 34 
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7. Theorie der singulären Lösungen von (2,9, y) =(0. [Vgl. 
II A 4a (Painleve) Nr. 20, 22.)] Die an Unklarheiten meist zufolge un- 
scharfer Definitionen und an heftigen Polemiken reiche Geschichte der 
Theorie der singulären Lösungen der gewöhnlichen Differentialglei- 
chungen erster Ordnung®!) hat erst durch die Untersuchungen von 
Hamburger?) einen befriedigenden Abschluß erreicht. Auf seine Er- 
gebnisse und auf erläuternde geometrische Deutungen im Raum wollen 
wir hier eingehen. 

a) Eliminiert man bei einer in y’ algebraischen Gleichung y’ aus 

| fayYyY)=®; =, 
so erhält man die Diskriminantenkurve 
Ala,y)=0. 


Ist y=n(x) ein (analytischer) Zweig von ihr, für den « Werte 
von y' zusammenfallen, und soll auch noch 7’ längs eines Zweiges 
gleich dem genannten «-fachen Werte von y’ werden, so muß die 
dritte Bedingung 


ER) 
RT 
längs dieses Zweiges erfüllt sein. Von einem solchen singulären 


Linienelement gehen dann Bahnkurven aus, für welche die Reihen- 
entwicklung gilt 


d(y—n) un x+1 
rin = (a) y-) tan)? + 


Die Substitution 
yanla) tu 
dx dir a-ur7 l-x 
du Htmutgut 
und zeigt, daß zwei Fälle zu unterscheiden sind, zunächst 
«ae—1—x2>0 (Typus ]). 


ergibt dann 





Dann ist 
Kae I: d.h. Y = (8), 


keine Lösung der Differentialgleichung, die Diskriminantenkurve wird 


31) $. Rothenberg, Geschichtliche Darstellung der Entwicklung der Theorie 
der singulären Lösungen totaler Differentialgleichungen von der ersten Ordnung 
mit zwei variabeln Größen (Abh. z. Gesch. d. Math. 20, 3 (Leipzig 1908), 
p. 317—404) gibt ein Literaturverzeichnis von 119 Nummern. 

32) M. Hamburger, Über die singulären Lösungen der gewöhnlichen Dif- 
ferentialgleichungen erster Ordnung, J. f. Math. 112 (1893), p. 205—246. 
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zur Enveloppe der von ihren Linienelementen ausgehenden (partiku- 
lären) Integralkurven und wird von ihnen in erster oder höherer 
Ordnung berührt?),. — 
«—1-—x%<0O (Typus II). 
Dann ist 
er 0, 47, n(2) 


eine mehrfache Integralkurve (Grenzkurve), nicht mehr eine Einhüllende. 
Es mögen hier zwei bezeichnende Beispiele hierfür angegeben werden. 
Die Olairautsche Gleichung %) 
ya + f)—0 
hat als allgemeines Integral bekanntlich die Geradenschar 
UT2E L fie = 0, 
als singuläres (vom Typus I) die Umhüllungskurve dieser Geraden. 
Daneben aber finden sich als singuläre Lösungen (Typus II) die Wende- 
tangenten der Enveloppe®®), 

Ferner hat die Differentialgleichung der Krümmungskreise einer 
Kurve als singuläre Lösung (Typus I) natürlich die Kurve selbst, 
sie ist Schmiegungsenveloppe. Als singuläre Lösungen (Typus I) 
erweisen sich die vierpunktig berührenden Kreise?®, 

Da die drei Bedingungen, welche eine singuläre Lösung zu er- 
füllen hat, mag sie nun dem Typus I oder II angehören, im allge- 
meinen nicht längs einer Kurve erfüllt sind, so gibt es natürlich im 
allgemeinen keine singuläre Lösung. 

b) Eine Differentialgleichung erster Ordnung n*" Grades kann 


in der Umgebung eines Punktes allgemeiner Lage (— a, y— b) 
durch eine Gleichung 


Fey)=e®"+Be!+-.+B—0 


integriert werden, wobei die B, analytische Funktionen von (2 — a) 
und (y—b) sind°”). Eliminiert man c aus 


F=0, &=0, 


33) Über die Theorie der Enveloppen verschiedener Ordnung usw. vgl. 
JIID 1,2 (von Mangyoldt) Nr. 21; ferner von Lilienthal, Vorlesungen über Differen- 
tialgeometrie 1 (Leipzig 1908), Kap. 2, p. 66-—106. 

34) Über diese Differentialgleichung vgl. z. B. Fußnote 31 (Rothenberg), 
p. 327—334, IIA4b (Vessiot) Nr. 9. 

35) W. Dyck, Über die singulären Lösungen einer Differentialgleichung 
erster Ordnung usw., München. Abh. 25, 4 (1910), p. 39. 

36) W. Dyck (Fußnote 35), p. 42. 

37) Hamburger (Fußnote 32), p. 227. 


34* 
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so ist die entstehende Diskriminantenkurve 
D(a,y) = 0 
Einhüllende der Kurvenschar, wenn nicht auch noch 
0 und z—0 
erfüllt ist. Dann aber wird sie Ort der Doppelpunkte oder Spitzen, 
Selbstberührungspunkte usw. 

Das Paradoxon®), daß im ersten Fall (Ausgangspunkt: Die Dif- 
ferentialgleichung) das Auftreten einer singulären Lösung als Aus- 
nahme erscheint, im zweiten Fall (Ausgangspunkt: Die Gleichung für 
die Kurvenschar) als Regel, steht keineswegs vereinzelt da: „So hat 
eine Kurve, in Punktkoordinaten angesetzt, im allgemeinen keine Doppel- 
punkte. Wird dagegen eine Gleichung in Linienkoordinaten gegeben, 
so müssen die Koeffizienten eine gewisse Bedingung erfüllen, damit 
keine Doppelpunkte existieren“. Ebenso liegen die Verhältnisse hier: 
„Die Existenz einer Enveloppe hängt in der Tat lediglich von der 
Natur des Kurvensystems ab und nicht von seiner Darstellung. Von 
der Darstellungsform hängt es nur ab, ob die Existenz oder Nicht- 
existenz einer Enveloppe als der allgemeinere Fall erscheint.“ 

Zwischen den Diskriminanten A(f) und D(F) bestehen nach 
Hamburger die folgenden Zusammenhänge. Es gibt eine Funktion 


M (x, y), so daß 
: an 94 4% dc, 
M:f(«, y,Y) ErF = 1) Dana Bar 3 
hat. Hierin sind die g, die n verschiedenen einem Punkt x, y zuge- 
ordneten Werte von ce und 





de 08 2y 
Ferner ist 
oF,oF, oF,. oF.\? e 
n—2 DR Puh re Dach 1 a . Al? 
M s- II dy 0x ei DW, 


wobei gesetzt ist 
F,=F(,yc), ,=F@ayo) wd ipk=1,2,..,n. 


38) Hamburger (Fußnote 27), p. 208; Rothenberg (Fußnote 31), p. 370372; 
Picard 3, p.51. Ebenso könnte man es als Paradoxen bezeichnen, daß bei einer 
„Kurvenschar“ f(@,y)=c neben den Sattel- und Knotenpunkten nur Wirbel 
„im allgemeinen“ auftreten (Nr. 2), bei einer Differentialgleichung Xy— Y=0 
statt der Wirbel aber in der Regel nur Strudelpunkte (Nr. 3), oder daß bei 
F(&,y,0)—=0 ‚im allgemeinen“ nur außerwesentlich singuläre Stellen, bei 
fix, y,y') = 0 dagegen wesentlich singuläre Stellen auftreten; vgl. Dyck (Fußnote 
18), p. 57. 
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Ein Beispiel, das gleichzeitig verschiedene Fälle illustriert, gibt 

Dyck mit der Hyperbelschar 

Fay)=ya+t)+te—=0, D = y(42— y) 
oder 

fa)’ +yRß—yYyty’=0, A=y’lda—y). 
Hier ist die Gerade 

de —y=0 

Enveloppe (Typus I), die x-Achse Grenzkurve (Typus II), zugleich der 
Bestandteil des nur einfach zählenden Integrals®®) 


zy=0. 
c) Deutungen im Raum. Deutet man y’—= z als dritte Koordinate 
im Raum, so gibt die Fläche 


f (x, Y, 2) —=( 
Aufschluß über das Paradoxon. Das Bild einer Kurve 


%,y2 —Y 
verläuft auf einem vertikalen Zylinder, dessen Spur die Kurve selbst ist. 
6 
a 
gibt dann die Kurve an, längs deren die Tangentialebene der Fläche 
zur 2-Achse parallel ist, und dieser Umriß ist natürlich im allgemeinen 
nicht das räumliche Bild seines eigenen Grundrisses auf der xy-Ebene.?) 
Deutet man dagegen ce als dritte Koordinate, so werden die parti- 
kulären Lösungen einfach auf Horizontalschnitte der Fläche F— 0 
abgebildet, die Diskriminantenkurve D ist wieder die Umrißprojektion 
der Fläche und wird selbstverständlich von den @rundrissen der 
Horizontalschnitte, d.h. von den Integralkurven, berührt. Der Umriß 
kann selbst horizontal sein, und seine Projektion ist dann singuläre 


39) W. Dyck (Fußnote 31), p. 32. Es ist nützlich, zwischen Integral und 
Lösung zu unterscheiden. Ein Integral, z. B. das dem Wert c—0 entsprechende 
der Schar 

ay=c, 
kann in mehrere Lösungen zerfallen @=0, y=0). — Das Beispiel zeigt, daß 
eine singuläre Lösung durchaus nicht Bestandteil eines doppeltzählenden Integrals 
zu sein braucht. Ferner aber braucht auch umgekehrt ein Zusammenfallen 
mehrerer Zweige einer Integralkurve keineswegs zu bedeuten, daß eine Grenz- 
kurve (Typus II) vorliegt, worauf Dyck a. a. O., p. 35 aufmerksam macht. 

40) Diese geometrische Deutung ist ausführlich dargestellt z. B. in Lie- 
Schefjers, Geometrie der Berührungstransformationen I (Leipzig 1896), p. 191. 
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Lösung vom Typus II. Ist endlich längs einer Kurve 
ar _2r_ ae" 
0 09.090... 

so ist sie Doppelkurve oder Rückkehrkante der Fläche, aber im all- 

gemeinen nicht Umrißlinie, daher ihre Horizontalprojektion nicht 

singuläre, vielmehr überhaupt keine Lösung. Ist sie horizontal, so 

ergibt sie wieder eine singuläre Lösung. 

Bei dem oft besprochenen Cauchyschen Beispiel*!) 


0, 


y— c(& — (= 0 
ist die x-Achse einerseits ein Teil der Umrißprojektion, nämlich die 


Projektion von 
ya-0,ı=3 


und insofern singuläre Lösung (Typus I), der andere Teil des Umrisses 
ist 


a Pa a N 


und ebenfalls singuläre Lösung (Typus I). Auf der andern Seite ist 
y=0,:=0 


einfach ein Horizontalschnitt und keine singuläre Lösung, es projiziert 


sich nur zufällig ein Teil des Umrisses auf diese Kurve. 


8. Das Bertrandsche Problem.) Nicht die Frage isolierter ge- 
schlossener Bahnkurven, und die Untersuchung, ob einzelne errechnete 
geschlossene Bahnkurven auch benachbarte besitzen, soll uns hier be- 
schäftigen; der für die Astronomie wichtige Fall des Dreikörperproblems 
ist in VI2, 12 (Whittaker) Nr.5, 6 besprochen. Es soll vielmehr 
hier die Frage nach der Bestimmung einer Zentralkraft besprochen 
werden, auf Grund deren der bewegliche Punkt sich, wenn die Anfangs- 
werte (Integrationskonstanten) in einem bestimmten Bereich liegen, not- 


41) Über die Geschichte dieses Beispiels vgl. Rothenberg (Fußnote 31) p. 369; 
ferner Stäckel, München Ber. 1912, p. 511. Man findet es in den meisten Lehr- 
büchern, z.B. Serret-Scheffers, p. 131—134, wo aber die Dycksche Unterscheidung 
(Fußnote 35, p. 36), die Angabe, daß hier die x-Achse als Übereinanderlagerung 
von singulärer und partikulärer Lösung aufzufassen ist, nicht aufgenommen wird. 

42) Genaue Literaturangaben siehe IV 6 (Stäckel) Nr. 13, Anm. 156, 157. 
Es handelt sich eigentlich um zwei Probleme, einmal um die Frage nach 00° ge- 
schlossenen Bahnkurven, dann aber um die Frage nach der Zentralkraft, unter 
deren Einwirkung ein Punkt einen Kegelschnitt beschreibt. Der Anziehungspunkt 
braucht hier also nicht mehr der Mittelpunkt oder ein Brennpunkt zu sein. Hier 
in den Zusammenhang gehört nur die erste Aufgabe. 


9. Das Bertrandsche Problem. 527 


wendig in einer geschlossenen Bahnkurve bewegt. (Vgl. IV 6 (Stäckel) 
Nr. 13.) Wir folgen hier den Ausführungen von Darbou«.*) 

Bei Einführung von Polarkoordinaten r, $ führt das Integral der 
lebendigen Kraft 


(HN = 


zusammen mit dem Flächensatz 





Ber —h 
auf die Differentialgleichung 
> 
a: V-:’+4p@+B 
Hierin ist 
1 
eu NET): 


und A und B sind Konstanten. 

Sind dann « und 8 zwei aufeinanderfolgende Extreme, nämlich 
Minimum und Maximum von 2, oder Aphel und Perihel, so verlangt 
die Aufgabe, daß das Integral 


BR Ve® BD Pie) dz, 
VA 
pe) 1| 
A— ep («) 1 
n 1| 
mıt x kommensurabel werden soll, unabhängig von « und ß. 


Setzt man dann 
w=a—s ß=a-ts, 
so wird 


N +1 EHE BEREIT 
limes (2) — V Ay [ as -=V I a- en 
. e=—=( € p FE ap e Vi! Sag 
Zi 


Hierin muß vor allem ® von a unabhängig sein, und dies führt 





auf 


Aus diesem ersten Ergebnis folgt bereits, daß die Anziehungskraft einer 
Malens des Zentralabstandes proportional sein muß, außerdem aber, 





43) Note XIV, p. 462—466 (Sur un probleme relatif & la theorie des forces 
centrales) von Despeyrous, Cours de mecanique II (Paris 1886). 
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daß kleine Abweichungen der Anziehungskraft vom Newtonschen Gesetz 
(m—1-+) bereits verhältnismäßig starke Abweichungen der Winkel- 
distanz zwischen Perihel und Aphel zur Folge haben, die von der 
Ordnung ® sind.‘#) 

In zweiter Annäherung ergibt sich dann 


Zu 1 ( Heaeta 5]; 








Y2—n 24 a 
also muß notwendig entweder 
m= —2, V(= er?’ 
oder 


m—=1 Yr) = na 


% 


sein. Im ersten Fall ist die Anziehungskraft der Entfernung direkt 
proportional, im zweiten kommt man auf das Newtonsche Gesetz. 

Zu ganz ähnlichen Ergebnissen kommt man auch nach Liebmann®) 
für die nichteuklidischen Geometrien, und zwar entsprechen einander 
die Gesetze 


Eukl. Geom. Hyp. Geom. Ell. Geom. 
er eshr:ch?r Csinr:cos®r 
er? c:sh?r e:sin?r. 


Das Ergebnis von Bertrand kann auch angewendet werden, um 
Flächen mit lauter geschlossenen geodätischen Linien (L-Linien) zu 
konstruieren, 


rt) ur 


sind zugleich geodätische Linien auf den Flächen mit dem Bogen- 
element 





ds = Va(U + (da? + Ay’) 


Insbesondere lassen sich Rotationsflächen mit dieser ‚Eigenschaft an- 
geben, die aber sämtlich mit Singularitäten behaftet sind.‘®) 


44) Vgl. IV 6 (Stäckel) Nr. 13, Anm. 47. 

45) Leipzig Ber. 55 (1903), p. 146—153. Übrigens ist das zweite Bertrand- 
sche Problem (Fußnote 42) für die nichteuklidische Geometrie noch nicht be- 
handelt worden; ebensowenig ist die Lösung des ersten Problems für die i. F. 
besprochene Konstruktion von Flächen mit geschlossenen geodätischen Linien 
benützt worden. Auf der andern Seite hat gerade die Lösung des ersten Problems 
auch eine physikalische Bedeutung gewonnen. Vgl. A. Byk, Zur Theorie der 
elektrischen und chemischen Atomkräfte. Ann.d. Phys. (4) 42 (1913), p. 1417—1453. 

46) Darboux II, p. 453. 
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9. Scharen von L-Kurven und G-Flächen. Die durch Darbouxs 
Untersuchungen sehr nahe gelegte Frage nach Flächen mit Scharen 
von geschlossenen geodätischen Linien (L-Linien) oder nach Flächen 
mit lauter geschlossenen geodätischen Linien (@-Flächen) ist durch 
neuere Arbeiten wesentlich weiter gefördert worden. 

Als Flächen mit einzelnen Scharen von Z-Linien drängen sich 
sofort die Rotationsflächen konstanten positiven Krümmungsmaßes auf, 
ebenso die regulären Schraubenflächen mit geschlossenem Meridianprofil; 
sie enthalten je eine Z-Schar. Man kann den folgenden allgemeinen 
Ansatz machen‘) 

= = plv) Pu) + fw)P;(u) + Io) 

y= Yo) Pu) + g()P, (u) + m(o) 

= y)P(u) + kw) P,(u) + n(o), 
worin P und P, periodische Funktionen mit derselben Periode sind 
und die übrigen neun Funktionen so zu bestimmen sind, daß die 
Parameterkurven auf der Fläche ein geodätisches Örthogonalsystem 
werden, im besonderen v—=c geodätische Linien. Trotz der großen 
Willkür, die dann noch für die Bestimmung der Fläche besteht, dürfte 
übrigens dieser Ansatz zumeist auf berandete Flächen führen. 

Was noch die Schraubenflächen und Rotationsflächen betrifft, so 
zeigt sich, daß ein und dieselbe geschlossene Raumkurve doppelter 
Krümmung nicht zugleich auf zwei verschiedenen Schraubenflächen 
noch auf zwei verschiedenen Rotationsflächen noch auch gleichzeitig 
auf einer Rotations- und einer Schraubenfläche geodätische Linie sein 
kann.*®) 

Auf Rotations-G-Flächen, d. h. auf Rotationsflächen mit lauter 
geschlossenen geodätischen Linien, führt eine Betrachtung von Dar- 
boux.*?) Sind 

s=f(r), 2=g(r) 


die Gleichungen des Meridianbogens zu beiden Seiten des Äquators, 
d. h. des größten- Parallelkreises R, so muß die Gleichung bestehen 


I LS LVTITT.. imR 
I 


Die Zahl m muß dann rational sein und gibt die Anzahl der Um- 





47) O. Zoll, Über Flächen mit Scharen von geschlossenen geodätischen Linien. 
(Preisschrift und Dissertation, Göttingen 1901), p. 11. 

48) P. Funk, Über Flächen mit einer Schar von kongruenten und geschlos- 
senen geodätischen Linien. Math. Ann. 75 (1914), p. 425—-427. 

49) Darboux III, p. 2—9. 


530 IIDSs. H.Liebmann. Geometrische Theorie der Differentialgleichungen. 


läufe um die Achse der Fläche an, welche die geodätische Linie 
machen muß, bis sie sich schließt. Bei einer singularitätenfreien°’) 
G-Fläche muß dann, da in den Polen (r = 0) f’ bzw. g’ gleich Null 
ist, m — 1 werden. Es bleibt nun noch die von Zoll®') gelöste Auf- 
gabe bestehen, f und g so zu bestimmen, daß die beiden Teile der 
Meridiankurve analytische Fortsetzungen voneinander sind. Dies ge- 
lingt zum Beispiel durch den Ansatz 


vigrr- Ioter 0<eXh) 








Hier wird der analytische Zusammenhang beider Zweige am ein- 
fachsten nachgewiesen durch die Substitution 


r = 008%; 


denn dann erhält man als zusammenfassende Gleichung 
2 
(35) — cos?$(1 + 2esin® + e sin? #- cos’ ®), 


und bei dieser Darstellung ist es bereits ohne Reihenentwickelung 


völlig klar, daß der eine Zweig (0 <»% <?) die analytische Fort- 


setzung des anderen (-5 <9< 0) wird. 


Man kann also die Kugel (c = 0) stetig so transformieren, daß 
sie G-fläche bleibt. 

Bei jeder Rotations-G-Fläche ist übrigens der Schmiegungskreis 
des Meridians im Äquator, d.h. im Punkt z=0, r — R, der mit 
dem Radius R um den Koordinatenanfang beschriebene Kreis. 


50) Rotationsflächen mit zweifach unendlich vielen geschlossenen geodäti- 
schen Linien sind leicht hiernach zu konstruieren, z. B. gehört "die J. Tannerysche 
Fläche 16@?(x? -+ y?) = 2°(2a? — 2?) hierher (Darboux Bull. (2) 16 (1892), p. 190 
bis 192). Doch besitzen sie meist singuläre Linien. Über die Enveloppen der 
geodätischen Linien, besonders auf Rotationsflächen, vgl. Braunmühl, Math. Ann. 
14 (1870), p. 557—566. W. Quidde, Über Gaußsche Kreise auf Rotationsflächen 
(Diss. Kiel 1905). Hieraus mögen die Sätze angeführt werden: die einzigen Ro- 
tationsflächen mit Äquatorebene, auf denen die Enveloppen sich periodisch wieder- 
holen, sind gewisse Flächen konstanten positiven Krümmungsmaßes (p. 27). Die 
Enveloppen müssen eine gerade Anzahl von Spitzen haben, wenn die geodätischen 
Linien nicht alle geschlossen sind (p. 35). Vgl. a. IIID3 (von Lilienthal) Nr. 14 
und E. Zermelo, Zur Theorie der kürzesten Linien. Jahresber. d. D. Math. Ver. 11 
(1902), p. 184— 187. 

51) Zoll, (Fußnote 47), p. 37—38. 
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Wichtig sind auch noch die folgenden Eigenschaften der allge- 
meinen G@-Flächen: 

Auf G@-Flächen besitzen alle geschlossenen geodätischen Linien 
dieselbe Länge Z, auf @-Flächen positiver Krümmung <1:a? ist 
diese Länge L > 2xa.°?). 

10. Die Untersuchungen von Hadamard, Geodätische Felder. 
Hadamard°®) wendet einfache Maximumsbetrachtungen an, um quali- 
tative Ergebnisse über den Verlauf der Bahnkurven gewisser dyna- 
mischer Probleme (Potentialbewegung auf Flächen) abzuleiten, wobei 
sich einige Sätze über geodätische Linien auf Ovaloiden (geschlossene 
Flächen positiver Krümmung) ergeben. 

Betrachtet man die durch das System 

dx, 
dt 





m X, a z,) 


definierten Bahnkurven in R, und ist Y eine Funktion der %,, die 
längs der Bahnkurve bei unbeschränkt wachsendem £ endlich bleibt, 
so muB V entweder unendlich viele Maxima und Minima überschreiten 
oder einem Grenzwert zustreben. Daher ergibt sich unter der genauer 
gefaßten Voraussetzung, daß die X, mit ihren Ableitungen bis zur 
zweiten Ordnung, Y mit seinen Ableitungen bis zur dritten Ordnung 
endlich ist, daß die Bahnkurven die Mannigfaltigkeit 


xın=3%,—0 
unendlich oft schneiden, und zwar jedes der beiden Gebiete 
xXmM)-0, XXM)So 
oder aber sich dem Grenzgebiete 
Are X(X(N) = 0 
asymptotisch nähern. 
Wendet man diesen Satz für die Potentialbewegung auf einer 


Fläche an, und ist 


T-U4h 


52) Nach Quidde (Fußnote 50), p. 84, haben die Enveloppen der geodäti- 
schen Linien auf Rotations-G-Flächen übrigens stets eine gerade Anzahl von 
Spitzen. 

53) I. Sur certaines proprietes des trajectoires en dynamique. J. de Math. 
(5) 3 (1897), p. 331—373. II. Les surfaces ä courbures apposees et leurs lignes 
geadesiques. J. de Math. (5) 4 (1898), p. 24—73. Die zweite Arbeit ist ausführ- 
lich referiert IIID 3 (v. Lilienthal) Nr.15, so daß eine Wiederholung überflüssig 
erscheint, die erste a. a. O. und ferner VI2, 12 (Whittacker) Nr. 8 nur kurz be- 
sprochen. 
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das Integral der lebendigen Kraft, so ergibt sich, daß unter ent- 
sprechenden Voraussetzungen die durch %) 


A(PV) 
Jr= AVA,V —4A(V,APV) 


Au, m oO TNN no 


auf der Fläche gegebene Kurve unendlich oft überschritten werden 
muß, oder aber die Bahnkurve nähert sich asymptotisch einer Linie 
V=a oder endlich einem Punkt, der einer instabilen Gleichgewichts- 
lage entspricht. 

Durch Spezialisierung (U= 0) kann hieraus abgeleitet werden: 
Auf jedem Ovaloid wird jede geschlossene geodätische Linie unendlich oft 
von jeder anderen geodätischen Linie geschnitten, falls man sich letztere 
von einem Punkt durchlaufen denkt.*®) 

Führt man nämlich ein geodätisches Orthogonalsystem u, v ein, 
in dem u = 0 die betrachtete L-Linie ist, v— ( die dazu senkrechten 
geodätischen Linien bedeutet, also) 


ds?—= du? + Adv? Ge, 7,0 füu=0) 


das Quadrat des Bogenelementes, und setzt man Y=u, so wird die 
Grenzlinie 


unendlich oft überschritten. 
Dann kann man aus 
1 d°c 1 
ern <ı 
folgern, daß u und = entgegengesetztes Vorzeichen haben und daß 


bei unbeschränkter Fortsetzung einer geodätischen Linie, längs deren 
doch |w| immer Maxima und Minima aufweisen muß, das Minimum 
nur für |u, = 0 also in den Schnittpunkten mit der Z-Linie eintreten 
kann. Doch ist diese Schlußweise nicht exakt?) und muß genauer 
ausgeführt werden. 





54) Über die hier gebrauchten Differentialparameter IIID3 (v. Lilienthal) 
Nr. 8. 

54*) Geschlossene geodätische Linien, die einander nicht schneiden, können 
hier also nicht auftreten. 

55) Über diese Form für das Bogenelement IIID3 (vw. Lilienthal) Nr. 15, 
p. 142. 

56) Hadamard I (Fußnote 53), p. 347. 
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Daß übrigens zwei L-Linien eines Ovaloides, die beide keinen 
Doppelpunkt besitzen, einander notwendig schneiden müssen, folgt 
schon aus dem Gaußschen Satz über die Winkelsumme im geodä- 
tischen n-Eck.°”) Die sphärische Abbildung durch pärallele Normalen 
auf die Kugel ist bei einem Ovaloid eineindeutig, und zufolge des 
Gaußschen Satzes ist das sphärische Bild des Innern einer L-Linie 
oder eines „geodätischen Nullecks“ dem Inhalt nach der halben Kugel- 
fläche gleich, demnach müssen die sphärischen Bilder zweier L-Linien 
einander in einer geraden Anzahl von Punkten schneiden, also gilt 
dies auch für die L-Linien selbst. 

Hadamard stellt auch den Begriff des Feldes (Domaine) einer 
geodätischen Linie auf. Jede geodätische Linie ist durch einen Punkt 
(u, v) und eine Richtung w vollständig bestimmt. Es werden dann 
u, v, w als räumliche Koordinaten in einem R, gedeutet und als Feld die 
Gesamtheit der Punkte bezeichnet, welche das Bild einer geodätischen 
Linie im R, trifft oder denen sie beliebig nahe kommt. Diesem Feld 
von Linienelementen (u, v, w) entspricht auf der Fläche ein Punktfeld 
(u, v). Im allgemeinen sind die Felder wieder oo? dreidimensionale 
Teilgebiete dieses R,. Wenn alle Felder nur zweidimensional sind, so 
gibt es nur eine einfach unendliche Schar von Feldern, so daß dem- 
nach zu jedem Feld einfach unendlich viele geodätische Linien gehören.’®) 

Typische Beispiele hierfür geben die Rotationsflächen positiver 
Krümmung ab, auf denen ja eine geodätische Linie zwischen zwei 
Parallelkreisen »,—r,= a hin und her geht und jeden bestimmten 
dazwischen liegenden Parallelkreis (r) einmal unter dem Winkel w(r), 
dann unter dem Winkel x — w(r) schneidet. Ebenso werden auf den 
Flächen zweiten Grades die Felder bekanntlich durch Schnitte mit ge- 
wissen konfokalen Flächen abgeteilt. 

Ein Beispiel von Flächen mit oo! angebbaren Feldern sind die 
Liowvilleschen Flächen mit dem Bogenelement?®) 


ds? —= (U) — VW))(du? + dv). 


57) Vgl. die Fußnote 55 angeführte Stelle. Dies Schlußverfahren bei Zoll, 
Fußnote 47, p. 41 und bei Hadamard I, p. 354. 

58) Hadamard I], p. 386. 

59) Über die geodätischen Linien auf Flächen mit Liouvilleschem Bogen- 
element vgl. IIID3 (v. Lilienthal) Nr. 13 und O. Staude, Math. Ann. 29 (1887), 
p. 469—485. J. f. Math. 105 (1890), p. 298—328; P. Stäckel, Jahresber. d. D. Math. 
Ver. 9 (1901), p. 121—129. J. f. Math. 130 (1905), p.89—112; J. Hadamard, Darboux 
Bull. (2) 35 (1911), p. 106. Über „Felder“ bei allgemeineren dynamischen Pro- 
blemen vgl. P. Stäckel, Math. Ann. 54 (1901), p. 87—90, sowie dessen Bemerkungen 
in der Zeitschrift J. Math. Phys. 57 (1909), p. 200. In engem Zusammenhange 
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Hier sind die geodätischen Linien gegeben durch 


u v Uo % 
Udu Vav Udu Vdv 
——— ee 12 17 _— em Te t %c 
yU-—: v:—V + [5 N + 
a b a b 
% 


U v u 
LI N NL a N Br 
Vo: 7 vuo-: Js 
a b [) 


a 





und die Felder sind, was ihre Begrenzung i. B. auf u und v betrifft, 
gegeben durch Gleichungen der Form 


a<u<sAh, b<v<sB. 


Hierbei ist vorausgesetzt, daß U und V eindeutig, endlich und 
stetig sind, daß sie nirgends mit Zeichenwechsel verschwinden, daß 
U-— V beständig positiv und von Null verschieden ist, und end- 
lich, daß 

U— := (u— a)(A — u)f(u), e— V = (v — b)\(B— v)g(o) 


gesetzt werden kann, wo f(u) und g(v) wieder eindeutige, endliche, 
stetige und wesentlich positive Funktionen sind. 

Nach Staude werden in einem durch diese Forderungen definierten 
„zulässigen“ Gebiet &, u und v» eindeutige, endliche, stetige und ge- 
rade Funktionen der Argumente x und y mit den Periodenpaaren 


Udu Ydv 
2w — 2 gene 2w —92 ee 
5 yO-:’ u rn 
a ) 
und 
A d B E 
2w = 2 eh ee Iw == 2 _— AHER . 
= Ir =: v:—V 
a b 


Ein Gebiet bleibt nach Stäckel auch dann noch zulässig, wenn 
U—V in ®, ohne Zeichenwechsel verschwindet, was in den Eck- 
punkten eintritt. Legt man dann & einen solchen zulässigen Wert 
bei, so liegt jede durch ihn und einen der unendlich vielen innerhalb 
von ©, liegenden Punkte u,v, bestimmte geodätische Linie ganz in dem 
Gebiet, und sie bedeckt das Gebiet überall dicht, wenn q — wg, : 3 
irrational ist, sie schließt sich, wenn g rational ist. 

Ein Beispiel ist das Bogenelement‘") 

ds? — (c? — m?u? — n?v?)(du? + dv). 


hiermit steht die neuerdings entwickelte Lehre von den quasiperiodischen Funk- 
tionen, vgl. E. Esclangon, Annales de l’Observatoire de Bordeaux (1904). 
60) A. Pfister, Die geodätischen Linien einer Klasse von Flächen, deren 


ua Fanre AS 
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Hier sind die Gebiete (in der w, v-Ebene) die 00! Rechtecke, deren 
Eeken auf der Ellipse 


ce — mu? — nv? — 0 


liegen und deren Seiten den Hauptachsen parallel sind. Die Bilder 
der zu einem Feld 
HAUSE '-Bcesp 
gehörigen geodätischen Linien sind die Lissajousschen Kurven ®!) 
u= esin(mr + y), v— sin (nr +0). 

ll. L-Linien auf Ovaloiden (nach Poincare). Poincare”®) hat 
die am Anfang von Nr. 10 besprochenen Untersuchungen von Hada- 
mard wesentlich ergänzt und seine Aufmerksamkeit besonders den 
L-Linien zugewandt, die aber hier nicht wie in Nr. 9 als gegeben 
zu betrachten sind, vielmehr gesucht werden. Er weist zunächst für 
Sphäroide, d. h. für Flächen, die von der Kugel sehr wenig verschieden 
sind und bei denen das Quadrat des Bogenelementes durch 


d’—= du?’ + sintudv! + u(edu? + 2fdudv + gav?) 


dargestellt wird, unter Vernachlässigung höherer Potenzen von u die 
Existenz einer ungeraden Anzahl von L-Linien nach, die für u —= 0 
in Hauptkreise der Kugel übergehen. Daß sich eine ungerade Anzahl 
ergibt, woraus dann die Existenz von wenigstens einer L-Linie folgt, 
darauf führt das Verfahren deshalb, weil es zurückkommt auf die 
Bestimmung der Extreme einer Funktion auf der Kugel, und zwar 
einer Funktion, die in gegenüberliegenden Punkten der Kugel den- 
selben Wert hat. Für die Anzahl dieser Extreme M — 2m (Minima 
und Maxima) und C=2e (Sattelpunkte, vgl. Nr. 3) hat man aber 
nach Nr. 5 
2m+2c=4c+2, 


so daB (für c=0) mindestens eine L-Linie sich ergibt. Die bei 
dieser Betrachtung vorläufig stattfindende Vernachlässigung höherer 
Potenzen von u, so sagt Poincare, könne durch Anwendung seiner in 
der „Mecanique eeleste“ entwiekelten Methoden ausgeglichen werden. 


Linienelement den Liouville schen Typus hat. Diss. Kiel 1904. Daselbst werden 
dann auch die Rotationsflächen besprochen, auf welche im Falle m: — n: die 
betreffenden Liouvilleschen Flächen abwickelbar sind. Vgl. auch Despeyrous- 
Darboux (Fußnote 43), p. 482. 

61) Loria-Schütte (Fußnote 14), p. 403. 

62) H. Poincare, Sur les lignes geodesiques des surfaces convexes. Am. 
Math. Soc. Trans. 6 (1905), p. 237—274. 
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Durch das „Prinzip der analytischen Kontinuität“, wonach ein 
Sphäroid und ein beliebiges analytisches Ovaloid als Glieder einer 
Kette von Flächen 

f(, y, 2,0) = 0 


dargestellt werden können, ergibt sich dann allgemein die Existenz 
von mindestens einer L-Linie. Überhaupt gilt immer die Relation 


edel 


worin S8 die, Anzahl der stabilen und J die Anzahl der instabilen 
L-Linien ist. 

Die Definition der Stabilität ergibt die folgende Betrachtung: Ist 
“= eine L-Linie, ferner wie oben [Nr. 10] 


ds’—= du’ + dv? (e —=1+ . o(v)...; Po) periodisch) 


das Quadrat des Bogenelementes, so bekommt man für die zuu= 0 
unendlich benachbarten geodätischen Linien die Differentialgleichung 
Er plo)u, 
wobei — p(v) das Krümmungsmaß längs der Z-Linie, also eine über- 
all negative periodische Funktion ist und die höheren Potenzen von 
« und seinen Differentialquotienten vernachlässigt sind, und als Lösung‘) 

u— 1e’p,(o) + ger ’plo), | 
wobei p, und g, dieselbe Periode wie g(v) besitzen. Die L-Linie 
heißt dann und nur dann stabil, wenn « rein imaginär ist. Auf dem 
Ellipsoid sind z. B. zwei von den drei Hauptschnitten stabile Z-Linien, 
der dritte, die vier reellen Nabelpunkte enthaltende instabil. 

Wenn der Parameter ? in der betrachteten Flächenschar sich 
ändert, so können sich dabei L-Linien auch auflösen in geschlossene 
geodätische mit Doppelpunkt. € 

Noch durch ein elementares, aber genau wie eine Schlußweise 
von Hadamard (Nr. 10, Fußnote 56) zunächst noch nicht bindendes 


63) Fußnote 62 (p. 255). Über diese Lösungsform VI2, 13 (Whittaker) Nr. 7 
und Poincare, Les möthodes nouvelles de la m&canique celeste I (Paris 1892), 
p- 63—68 und II (Paris 1893), Kap. 17 (p. 228—280). Die Berechnung des „cha- 
rakteristischen Exponenten“ «, der über Stabilität und Instabilität entscheidet, 
geschieht hier nicht, wie in Nr. 3 die Berechnung von A und u bei den Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung und ersten Grades, einfach mit Hilfe einer 
unmittelbar gegebenen Gleichung zweiten Grades, sie setzt vielmehr die Kenntnis 
einer Lösung voraus, die in Form einer Reihentwickelung vorliegt, oder aber sie 
muß durch Nullsetzen einer unendlichen Determinante gewonnen werden, deren 
Diagonalglieder vom zweiten Grad in « sind (vgl. a. Horn p. 238—245). 
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und angegebener Ergänzungen bedürftiges Schlußverfahren kann die 
Existenz von mindestens einer L-Linie auf einem Ovaloid erbracht 
werden. 


Will man den Umfang 
U f ds 


einer geschlossenen Kurve K (u= 0) des Ovaloides zu einem Mini- 
mum machen bei gegebenem Inhalt 


J/ RR, 
des sphärischen Bildes des von K umschlossenen Gebietes, so muß 


; duds 
U | yöuds und on [ed 


gleichzeitig zu Null werden; dabei ist y die geodätische Krümmung 
von K. 
Hieraus folgt aber 





’=:m 
und weiter wegen 


Sras—=R2—-22—=0 ud RR>0 
c=(0, also y=0, 
d. h. die geschlossene Kurve ist eine L-Linie. Poincard wendet eine 
von ihm als physikalisch bezeichnete Betrachtung an, um zu zeigen, daß 


die K-Kurve mit der geforderten Extremaleigenschaft nicht etwa eine 
Spitze hat, was ja seinen Schluß illusorisch machen würde. 


12. Geodätische Linien auf Polyederflächen. #) Manche Ver- 
wandtschaft mit den geodätischen Linien auf gekrümmten Flächen 
zeigen die gebrochenen, aus geraden Strecken bestehenden Linienzüge 
auf Polyedern die man durch folgende Konstruktion erhält: man setze 
eine Gerade, die in einer Seitenfläche liegt und die Kante k trifft, 
in der Weise fort, daß ihre Fortsetzung bei der Umklappung der an- 
stoßenden Seitenfläche, auf der sie liegt, in die Ebene der ersten als 
ungebrochener Zug erscheint. Bei Diedern, d. h. ebenen Polygonen, 
erhält man einfach die Bahn eines an den spiegelnden Seiten reflektieren- 
den Strahles.®®) 


64) Vgl. IID3 (v. Lilienthal), Nr. 11—13. 

65) P. Stäckel, Palermo Rend. 22 (1906), p. 141—151. C. Jodenberg, Palermo 
Rend. 23 (1906), p. 107—125 und Arch. Math. Phys. (3) 14 (1909), p. 223—331, 
312—336; vgl. auch Lord Kelvin, Vorlesungen über Molekulardynamik, deutsch 
von Weinstein, Leipzig 1909, p. 424—431. 

66) Die Seiten des Dreiecks der Höhenfußpunkte eines spitzwinkligen Drei- 
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Wälzt man ein Polyeder auf die Ebene ab durch Umkippen um 
die Reihe von Kanten, welche die geodätische Linie trifft, so entsteht 
eine gerade Kette. Sie heißt einfach, wenn es nur eine Achse gibt, 
die diese Kette von Polygonen nicht verläßt, oder aber Streifenkette, 
wenn es eine Schar übrigens notwendig zueinander paralleler Achsen 
gibt. Die beiden Grenzgeraden der Achsenschar können entweder be- 
rührend sein, d. h. durch mindestens eine Ecke des Polyeders gehen, 
oder asymptotisch, d. h. die untere Grenze Null des Abstandes an 
einer Ecke wird nie erreicht. 

Reguläre, und zwar zueinander parallele geodätische Linien liefern 
die zwischen den beiden Grenzgeraden einer Streifenkette liegenden 
Achsen. Eine reguläre geodätische Linie kann nur dann geschlossen 
sein, wenn sie einer solchen Schar von parallelen Geodätischen an- 
gehört. Auf dem Würfel erhält man die geschlossenen geodätischen 
Linien leicht, die Tangente ihres Neigungswinkels gegen eine Kante 
ist eine rationale Zehl p:q, und sie gehört einer Parallelenschar von 


der Breite (p®-+ q°) ° an, die Länge ist ein rationales Vielfaches von 
1 


(p®-++ Q%)*. Auch auf den Polyedern, die lauter gleichseitige Drei- 
ecke zu Seitenflächen haben, können die geschlossenen geodätischen 
Linien leicht konstruiert werden. Schwierig wird ihre Bestimmung 
aber, wenn die Abwälzung die Ebene nicht in so einfacher Weise 
überdeckt wie bei den besprochenen Beispielen. Für das reguläre 
Dodekaeder findet Rodenberg die folgende notwendige Bedingung: 
Führt man in der Ebene des Netzes ein schiefwinkliges Parallel- 
koordinatensystem ein, dessen x- und y-Achse einer Seite und einer 
Diagonale des Ausgangsfünfecks sind, so lautet die Gleichung sicher 


y=pX +94 


wobei p im Zahlkörper a + bV5 liegt. 

Über die Eeken hinaus kann man eine singuläre geodätische 
Linie (s) in zwei Weisen fortsetzen. Entweder, man läßt nach Stäckel 
nur Fortsetzungen in die beiden anstoßenden Seitenflächen 5, und S, 
zu, die mit S die in der Ecke E zusammenstoßenden Kanten k, und 


ecks, geben eine solche geodätische Linie, die zugleich auch wirklich kürzeste 
Linie ist. H. A. Schwarz, Ges. Abh. (Berlin 1890), p. 344—345. Weitere Sätze über 
„Reflexionspolygone“ im Dreieck bei E. Czuber, Wien Zeitschr. f. Realschulwesen 
39 (1914), p. 48—66. Auch Hadamard hat Dieder, nämlich Polygone der hyper- 
bolischen Geometrie mit Nullwinkeln als Beispiele seiner allgemeinen Unter- 
suchungen (Fußnote 53, II) betrachtet als „billard non-euclidien“ (Bordeaux Proces- 
verbaux 1897, p. 147—149). Vgl. ferner W. Wirtinger, Jahresb. d. deutsch.. Math.- 


Ver. 9 (1901), p. 130—131. 
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k, gemein haben. $, wird um k,, $, um %, gedreht, und die in S// 
oder 8, (nach der Umklappung) gelegene geradlinige Fortsetzung s, 
die aus O0, 1 oder 2 Teilen bestehen kann, gilt als wirkliche Fort- 
setzung. 

Kodenberg dagegen denkt sich alle in E anstoßendenden Seiten- 
flächen, sowohl von k, wie von A, her vollständig abgewälzt, wobei 
die Ebene um E herum unendlich oft überdeckt wird, wenn nicht ge- 
rade die Summe der Winkel, die hier zusammenstoßen, zu x in einem 
rationalen Verhältnis steht. Jede gerade Fortsetzung von s über die 
Ecke hinaus gibt dann eine Fortsetzung der singulären geodätischen 
Linie, so daß die Anzahl der Zweige, in die sich s spaltet, sogar ab- 
zählbar unendlich groß werden kann, jedenfalls aber die geodätische 
Linie nie enden kann in E, wie dies bei der vorigen Definition z. B. 
für die Diagonalen der Seitenflächen eines Würfels eintritt. 

Zusatz zu Nr.2 (März 1915). In einer demnächst in den Sitzungs- 
berichten der Berliner Mathematischen Gesellschaft erscheinenden Arbeit 
„Zum Problem des Talwegs“ gibt R. Rothe eine neue Definition: Tal- 
und Kammweg sind unter den „ausgezeichneten Lösungen“ der Diffe- 
rentialgleichung 

qadz — pdy= (x, y)dw — 0 
der Falllinien zu suchen, d.h. sie müssen die Bedingungen 
Kun ir 
erfüllen. Außerdem muß es auf ihnen mindestens einen (im Endlichen 
gelegenen oder unendlich fernen) „Mündungspunkt“ geben, in den ge- 
wöhnliche Falllinien tangential einmünden. Das Vorzeichen von 


T— fr—2pgs+ptt 


my 
entscheidet zwischen Talweg (7>0) und Kammweg (T<O0). Für 
T=0 oder T= oo können einseitige Tal- oder- Kammwege auftreten. 


(Abgeschlossen im Oktober 1914,) 
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Einleitung. 
1. Geschichtlicher Überblick. Wenn drei Scharen von Flächen 


f (® ‚9%; =! 

fı(@, Y; 2) 

f.(&, Y; 2) = 05 
sich so durchsetzen, daß jede Fläche der einen von allen Flächen der 
beiden anderen Scharen rechtwinklig geschnitten wird, so bilden sie 
ein dreifach orthogonales Flächensystem.') Durch jeden Punkt P des 
Raumes (bzw. eines zweckmäßig begrenzten Raumteils) geht je eine 
Parameterfläche oe — konst., g, — konst., 9, — konst,, und man kann 


1) Der von Dupin (Dev. de geom., p. 239) dafür vorgeschlagene Name 
„orthotomisches System“ hat sich nicht einzubürgern vermocht. 
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daher die entsprechenden Werte der Parameter als rechtwinklige 
krummlinige Koordinaten des Punktes P ansehen. Die einfachsten 
dieser Systeme sind seit altersher bekannt, die rechtwinkligen karte- 
sischen Koordinaten, die Polarkoordinaten, die Zylinderkoordinaten; 
ihnen wurde gleichzeitig durch Dupin?) und Binet?) das System der 
konfokalen Flächen zweiter Ordnung an die Seite gestellt. Dupin war 
es auch, der als erster allgemein die Frage der dreifach orthogonalen 
Systeme formulierte und mit Hilfe der von ihm weiter ausgebildeten 
Methoden Monges auf das entschiedenste förderte; so verdanken wir 
schon ihm den die ganze Theorie beherrschenden Satz, daß die Para- 
meterflächen sich wechselseitig in ihren Krümmungslinien schneiden. 

Einen neuen Anstoß erhielt die Fragestellung von analytischer 
Seite. Es war schon Leibnitz bekannt und wurde seit Euler vielfach 
angewandt, daß analytische Operationen, insbesondere die Auswertung 
mehrfacher Integrale, sich unter Umständen durch eine Transforma- 
tion der Veränderlichen wesentlich vereinfachen lassen. Dies kommt, 
geometrisch angesehen, darauf hinaus, an Stelle des ursprünglichen 
Koordinatensystems ein der Aufgabe zweckmäßiger angepaßtes System 
von krummlinigen Koordinaten einzuführen. Diese Erkenntnis ver- 
anlaßte Lame*), sich bei Aufgaben der mathematischen Physik, die 
sich auf Flächen zweiter Ordnung beziehen, des von Dupin unter- 
suchten konfokalen Flächensystems zu bedienen. Der glänzende Er- 
folg, mit dem er und Jacobi?) diese „elliptischen Koordinaten“ an- 
wenden konnten, befestigten Lame in der Überzeugung, daß es für 
die Aufgaben der mathematischen Physik zunächst immer darauf an- 
kommt, ihnen durch Einführung passender krummliniger Koordinaten 
eine kanonische Form zu geben. Diesem Bestreben, der mathemati- 
schen Physik ein möglichst vielseitig brauchbares Rüstzeug zu schmie- 
den, verdanken wir die große Anzahl seiner Untersuchungen, die er 
dann (1859) in seinen Lecons sur les coordonnees curvilignes zu 
einem klassischen Lehrbuche zusammenfaßte. Mit ihrem Erscheinen 
endet die erste Entwickelungsperiode des Problems, die wesentlich 
von physikalischen Interessen beeinflußt war. Wenn auch wohl die 
mathematische Physik nicht den Nutzen aus der Theorie ziehen konnte, 
den Lame erwartet hatte, so verdankt jedenfalls die Geometrie dieser 


2) Dupin, Dev, de geom., p. 265. 

3) Binet, J. de l’Ee, Pol, 9 (Cah. 16; 1813), p. 41. 

4) Lame, J. de Math. (1) 2 (1837), p. 147. 

5) Jacobi, J. f. Math. 19 (1839), p. 309. Werke II, p. 57. Weitere Literatur 
zur Geschichte der elliptischen Koordinaten siehe II AB 7 (E. Müller), Nr. 12. 
p. 674. 
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Entwiekelung die wichtigsten Erkenntnisse und neue Anregungen. 
Nieht nur wurden die Krümmungsverhältnisse der Flächen und ihrer 
Schnittkurven auf das genaueste untersucht, es ergaben sich auch 
mancherlei neue Fragestellungen, die zunächst rein physikalischer 
Natur, sich zu den ergiebigsten und reizvollsten geometrischen Pro- 
blemen gestalten sollten. Dahin gehört z. B. die Frage nach den Flä- 
chen mit isothermen Krümmungslinien (Isothermflächen). 

Trotz der zahlreichen Ergebnisse, die die Untersuchungen Zames 
und seiner Schüler für die Theorie der allgemeinen dreifach ortho- 
gonalen Systeme zutage förderten, gelang es doch nur langsam, die 
Anzahl der Beispiele zu mehren. Selbst der Grad der Allgemeinheit 
des Problems wurde erst allmählieh erkannt. Daß jede Fläche min- 
destens einem Orthogonalsystem angehört, war schon von Dupin‘) 
ausgesprochen: man braucht zu ihr nur ihre Parallelflächen und die 
beiden Scharen der von ihren Normalen gebildeten abwickelbaren 
Flächen hinzuzunehmen. Die Annahme, daß jede Schar von oo! Flä- 
chen durch zwei sie senkrecht schneidende Flächenscharen zu einem 
dreifach orthogonalen System ergänzt werden könne”), wurde von 
Bouquet°) als irrig nachgewiesen, indem er zeigte, daß für eine Flä- 
chenschar, deren Gleichung in der Form 


A AO u FO 
geschrieben werden kann, eine Differentialgleichung dritter Ordnung 
bestehen muß, wenn sie einem Orthogonalsystem angehören soll. Ge- 
rade die Bestimmung solcher einfach unendliecher Scharen, die sich 
durch zwei zugeordnete Flächenscharen zu einem dreifach orthogo- 


6) Dupin, Dev. de g&om. (1813), p. 256, 265, 287, 330. Diese von Liouville 
und Lame [z. B. J. de Math. (1) 16 (1851), p. 6] als wohlbekannt benutzte Tat- 
sache wurde von Catalan, Me&m. cour. de l’Ac. de Belgique 32 (1863), p. 16, 
Bull. de l’Ac. de Belg. 26 (1868), p. 180, Brief an Hermite 24. 12. 1892, aufs neue 
gefunden. Dem gegenüber darf eine von Darboux [Ann, de l’Ec. Norm. (1) 2 
(1865), p. 59] gemachte Bemerkung nicht mißverstanden werden. Darbowx unter- 
sucht dort in Verallgemeinerung eines Kımmerschen Satzes über Orthogonale 
systeme in der Ebene [J. f. Math. 35 (1847), p. 5—12] die örreduziblen dreifach 
orthogonalen Flächensysteme, d. h. Orthogonalsysteme, die wie die konfokalen 
Flächen 2. Ordnung durch eine irreduzible Gleichung (x, y, 2, A) = 0 dargestellt 
‘werden können. Er zeigt, daß ein jedes derartiges irreduzibles Systenı konfokal 
sein muß. Eine jede Fläche des Systems enthält eine oder mehrere Minimal- 
‚geraden, deren Gesamtheit die Tangentenflüäche/einer Minimalkurve erzeugt, die 
‚das System umhüllt. Hieraus folgt, daß nur solche Flächen, auf denen isotrope 
Geraden liegen, einem irreduziblen dreifachen orthogonalen System angehören 
können. 

7) Chasles, J. de l’Ec. Pol. 15 (Cah. 25; 1837), p. 318—315. 
8) J. de Math. (1) 11 (1846), p. 446. 
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nalen System ergänzen lassen?), erwies sich als der Kernpunkt des 
Problems. Sie wurde von Serret!®) auf die Lösung eines Systems von 
zwei partiellen Differentialgleichungen sechster Ordnung mit drei un- 
abhängigen Veränderlichen zurückgeführt, doch erst Bonnet und Dar- 
boux gelang es auf zwei ganz verschiedenen Wegen, die später näher 
zu kennzeichnen sind (vgl. Nr. 7 u. 8), die Aufgabe auf ihre einfachste 
analytische Form, auf eine partielle Differentialgleichung dritter Ord- 
nung mit drei unabhängigen Veränderlichen, zu bringen, eine Glei 
chung, die von A. Cayley zuerst explizit aufgestellt wurde. 


Bei der Allgemeinheit der Aufgabe war es aussichtslos, die all- 
gemeine Lösung zu suchen, und man beschränkte sich daher auf die 
Bestimmung von Partikularintegralen. Die physikalische Periode hatte 
da mancherlei Aufgaben hinterlassen, und die Untersuchungen von 
W. Roberts, Moutard, Darboux und M. Levy vermehrten die Anzahl 
der bekannten Orthogonalsysteme beträchtlich. Auch der Gedanke, 
durch eine Transformation aus bekannten Systemen neue herzuleiten, 
wurde frühzeitig nutzbar gemacht. Aus der naheliegenden Erkenntnis, 
daß jede konforme Raumtransformation ein Orthogonalsystem in ein 
anderes transformiert, ergab sich für das vorliegende Problem die Be- 
deutung der von Liouville bemerkten Tatsache, daß die konformen 
Transformationen des Raumes durch Inversionen und Bewegungen er- 
schöpft sind. Weiter, führte eine von Combescure und Darbous ange- 
gebene Transformation, die zu jedem System die ihm durch parallele 
Normalen en Systeme zu ermitteln gestattet, eine Methode 
durch die man in Verbindung mit Inversionen aus einem gegebenen 
System durch Quadraturen eine unbegrenzte Anzahl von neuen Sy- 
stemen herleiten kann. 


Weit über das Interesse einer Partikularlösung hinaus geht die 
Bedeutung der Orthogonalsysteme, die an die Füibaucoursche Theorie 
der Kreiskongruenzen anknüpfen und die als zyklische Systeme be- 
zeichnet werden. Denn nicht nur sind diese durch ihre leicht zugäng- 
lichen Eigenschaften ausgezeichnet, nicht nur sind mit jedem Ortho- 
gonalsystem unendlich viele berührende zyklische Systeme verbunden, 
vor allem führt diese hochbedeutsame Theorie Ribaucours auf eine 
große Anzahl von Problemstellungen, die für die Weiterentwickelung 
der Differentialgeometrie von richtunggebender Bedeutung geworden 
sind. An sie knüpfen die Forschungen Guwschards an, die uns lehren 


9) Sie werden in der Literatur als „Lamesche Scharen‘ (familles de Lame; 
bezeichnet, 
10) J. de Math. (1) 12 (1847), p. 241. 
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die Theorie der Biegung der Flächen, der sphärischen Abbildung, der 
Orthogonalsysteme von einem und demselben Standpunkte zu über- 
schauen als besondere Folgerungen einer allgemeinen Theorie der 
konjugierten Kurvensysteme und Kongruenzen im n-fach ausgedehn- 
ten Raum. 


Nach einer anderen Richtung hin verallgemeinerte Bianchi die 
Ribaucourschen Ergebnisse. Konstruiert man um die Punkte einer 


Fläche F der konstanten negativen Krümmung — 2 in ihren Tan- 


gentialebenen die Kreise vom Radius R, so bilden diese eine Normal- 
kongruenz, deren Örthogonalflächen alle dasselbe konstante Krüm- 


mungsmaß — - besitzen und aus der gegebenen Fläche F' durch 


Komplementärtransformation hervorgehen. Dieses bemerkenswerte Sy- 
stem führte Bianchi auf die Frage nach allen Lameschen Scharen, 
die aus lauter Flächen konstanter Krümmung bestehen, Untersuchun- 
. gen, die ihn dazu führten, seine Transformationstheorie der pseudo- 
sphärischen Flächen auf Lamesche Scharen auszudehnen. 


Den Ausgangspunkt Ribaucours bildeten. kinematische Vorstel- 
lungen, wie sie im Anschluß an Chasles von Mannheim in die Flächen- 
theorie eingeführt wurden, die er aber nicht wie seine Vorgänger aus- 
schließlich geometrisch, sondern auch, mit Hilfe der von ihm ent- 
wickelten Methode der Perimorphie, analytisch zu fassen suchte. Mit 
der wachsenden Bedeutung der kinematischen Methoden für die Dif- 
ferentialgeometrie wandte sich auch in der Theorie der Orthogonal- 
systeme das Interesse solchen Fragestellungen zu, die der Bewegungs- 
lehre entspringen. Insbesondere war es die noch immer nicht ganz 
erledigte Frage nach den Lameschen Familien, die aus einer Schar 
von kongruenten Flächen bestehen, die seit dem letzten Jahrzehnt 
des vorigen Jahrhunderts durch zahlreiche Untersuchungen gefördert 
wurde. ‘ 


I. Der Dupinsche Satz und die Lam6schen Gleichungen. 
2. Der Dupinsche Satz. Sind 
f (X ‚Y; 2) ER 
(1) N) 9 
f.(&, Y, 2) — Ps 
die Gleichungen der Lameschen Familien, die ein dreifach orthogo- 


nales System bilden, so genügen die Parameter g, @,, 0, dem System 
von Differentialgleichungen 
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00, 00 en = 0 Er: 80, 09, = 0 


2x 9 02 dz r 
20. 20 a 2 09 00 __ 
(2) 0% De 20 de Lie den 
öe 0, de 2a oe 09 __ 
In dx a: öy © 4 "D:.08.,, % 


Aus den beiden ersten a ergibt sich, daß die Gleichung 


de © 

u: dx 
de 2 

(3) Er u WU =0 

00 09, d 


02’ 92’ | 








integrabel sein muß. Die Integrabilitätsbedingung läßt sich mit Hilfe 
der dritten Gleichung in der Form schreiben: 











22 09 09 de , da de , 0a de | 
02’ 08’ dx 0«° us PN rt 02 0202 
de 9 da He , de Po , da Pe | _ N 
(4) O4’ day’ ox ei dy 0y? Er 0Y dx Er 
de 0, da de, de de, de 
Wirren get PrÄEEr r 





Diese Gleichung besagt, daß un Normalen der Fläche o — konst. 
längs einer Kurve 


6) at rar 


eine abwickelbare Fläche beschreiben, d.h. daß die Kurve (5) auf 
o — konst. eine Krümmungslinie ist. Dies ist der Dupinsche Satz: 


Die Flächen eines dreifach orthogonalen Systems schneiden sich 
in ihren Krümmungslinien.‘‘) Der Satz wurde von Dupin sowohl geo- 


11) Der Satz gilt, wie die meisten Lehrsätze der Differentialgeometrie, nur 
für den regulären Fall, d.h. für die Umgebung eines Punktes, in der alle vor- 
kommenden Funktionen endlich, stetig und eindeutig sind. Da die Betrachtung 
singulärer Fälle bisher nur in wenigen Ausnahmen durchgeführt werden konnte, 
gilt die gemachte Einschränkung auch für alles Folgende. Für den Dupinschen 
Satz gab M. Fouche [Nouv. Ann. (4) 7 (1907), p. 241] folgende genauere Formu- 
lierung: Wenn drei Flächen durch denselben Punkt gehen und sich gegenseitig 


längs eines endlichen Stückes ihrer Schnittkurven auf beiden Seiten des Schnitt- 


punktes unter rechten Winkeln schneiden, und wenn der Punkt weder für eine 
der Flächen noch für eine der Schnittkurven ein singulärer Punkt ist, so be- 
rühren die Schnittkurven in dem gemeinsamen Punkte die Krümmungslinien je- 
der der drei Flächen, 
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metrisch'?) als auch, unter Benutzung seiner Theorie der konjugier- 
ten Richtungen, analytisch'?) hergeleitet. Seither ist eine große An- 
zahl verschiedenartiger Beweise geliefert worden, so von Lame"*); 
0. Bonnet””) zeigt, daß die geodätische Torsion der Schnittkurven 
verschwindet, ein Satz, der den inneren Grund der meisten späteren 
Beweise bildet !%); Ribaucour‘") erhält ihn aus der Bedingung dafür, 
daß die Normalen einer Fläche in den Punkten eines rechtwinkligen 
Kurvennetzes auf der Nachbarfläche wieder ein orthogonales Netz 
herausschneiden. Bemerkenswert sind auch die neueren vektoranalyti- 
schen Beweise von Sommerfeld'*), der die Kinematik deformierbarer 
Körper heranzieht, von Marcolongo'”) und R. Rothe.?°) Darboux?') er- 
gänzte den Satz durch seine Umkehrung: Werden zwei orthogonale 
Flächenscharen von einer dritten Schar von Flächen senkrecht ge- 
schnitten, so schneiden die Flächen der ersten Schar die Flächen der 
zweiten in Krümmungslinien. 


3. Die Lamöschen Gleichungen. Sieht man 0, o,, @, als recht- 
winklige krummlinige Koordinaten des Raumes an, so werden die 





12) Dupin, Developpements, 4”° mem. p. 239. Einen wesentlich durchsich- 
tigeren Beweis gab neuerdings M. Fouche, Nouv. Ann. (4) 7 (1907), p. 241—248. 
Derselbe Gedanke liegt dem Beweise von F. E. Edwardes, Edinb. Math. Soc. 
Proe. 29 (1911), p. 41 zugrunde. 

13) Developpements, 5”* me&m., p.:268. 

14) J. de l’Ee. Pol. 14 (Cah. 23; 1834), p. 225, Coord. curvilignes, p. 40. 

15) J. de l’Ee. Pol. 19 (Cah. 32; 1848), p. 1. 

16) Vgl. Aoust, Annali di Mat. (2) 2 (1868), p. 46; E. Cesäro, Natürliche 
Geometrie (Leipzig 1901), p. 271. 

17) J. de Math. (4) 7 (1891), p. 30. 

18) Deutsche Math. Ver. 6 (1898), p. 123—128. 

19) Ens. math. 14 (1912), p. 38. 

20) Deutsche Math. Ver. 21 (1913), p. 264. 

21) Thöse, Paris 1866; Ann. de l’Ec. Norm. (1) 3 (1866) p. 110. Weitere 
im Text nicht erwähnte Beweise des Dupin-Darbouxschen Satzes gaben Hamilton, 
Irish Acad. Proc. 6 (1853—54), p. 86; A. Cayley, Quarterly J. 12 (1873), p. 185, 
Paris C. R. 74 (1872), p. 1445, Coll. Math. Pap. VIII, p. 264, Coll. Math. Pap. IX, 
p. 84; W. Thomson, Cambridge and Dublin Math. J. 4 (1849), p. 62, auch in Gre- 
gory, Solid Geometry; J. Bertrand, Paris C.R. 17 (1843), p. 1277; Lebesgue, Nouv. 
Ann. d. Math. (1) 8 (1849), p. 382, (1) 10 (1851), p. 269; Hesse, Analytische 
Geometrie des Raumes, 1. Aufl., p. 362; Dowcet, Nouv. Ann.'(3) 3 (1884), p. 315; 
Pellet, Ann. de l’Ee. Norm. (3) 14 (1896), p. 305; H. Grassmann, Anwendung der 
Ausdehnungslehre auf die allgemeine Theorie der Raumkurven und Flächen, 
II. Teil, Progr. Latein. Hauptschule, Halle a. S. 1893; H. Fehr, Applications de 
la methode vectorielle de Grassmann ä la geome6trie infinitösimale, These, Paris 
1899, p. 94. Die Erweiterung des Satzes auf vier Veränderliche wurde zuerst 
von F. Klein, Gött. Nachr. 1871, p. 73 gegeben. 
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Richtungskosinus X, Y,Z, der Parameterlinien 0, durch die Gleichungen 


8 0 0 . f 
(5) = HX, 32 —HY, 5 = #2, (=0,1, 2) 


° i 


dargestellt, wobei in den Formeln hier wie in der Folge stets der 
Index i = 0 fortgelassen ist. Die Größen 


1 _1/[00\? de,\? d0,\2 
(6) = V (2) + (1) + (2) 
heißen die Lameschen Differentialparameter erster Ordnung ??); mit ihrer 


Hilfe ergibt sich das Quadrat des Linienelements des Raumes in 
krummlinigen Koordinaten in der Form 


ds? — H’de! + H,?dg,? + Hy’doz. 


Sie genügen den sechs grundlegenden Differentialgleichungen °°) 














PH _ 1 DH Om, 1 0m om, 
00,0% H, de de, ' H, do dm 
OB RUE AH OD 
(2) 60, 80 Be: 00, 00 a: H ce 00; 
Hr 1 98, 08-1 04 9R 


R2e,., He de,‘ Hd Der 


Er En 








1 1 00, 08, 
0 (1 09H 0 (1 88, 1 08H, 0H, _ 
(8) a 5) 00, ke 5 7 H’ de de AN 


le SB BT OH\ 1,00, 00 

(& do ) R7, kE a BCE de Kane 

Von diesen sechs Lameschen Gleichungen ist außer den drei 
ersten nur noch eine Gleichung des zweiten Systems zur Bestimmung 
der H, notwendig und hinreichend.**) Sie sind nichts anderes als die 
Integrabilitätsbedingungen des Systems von partiellen Differential- 


gleichungen erster Ordnung, denen die Richtungskosinus X,, Y,, 2. 
der Koordinatenlinien genügen 2): 








9) oU;, _ U, 20H, 90, _U,o0H, ou, __UWOH UOH, 
( 00; HA; de,’ de H,0%’ oe H, 66, A, 06, 


RE Ü+k+]1) 


22) Nach Lames Bezeichnung, J. de Math. (1) 5 (1840), p. 316; Coord. cur- 
vilignes, p. 6. Heute bezeichnet man meist das Quadrat dieses Ausdrucks als 
Differentialparameter. 

23) Lame, J. de Math. (1) 5 (1840), p. 328; Coord. eurvilignes, p. 76—78. 

24) Ribaucour, J. de Math. (4) 7 (1891), p. 34. 

25) Lame, J. de l’Ec. Pol. 14 (Cah. 23; 1834), p- 204—246; Coord. curvil., 


-P- 74; Darboux, Syst. orth., p. 190. 
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Durch eine von Darboux?®) angegebene Transformation 


ı 0H a 

(10) ige GO + 
nehmen die Formeln (7), (8), (9) die bemerkenswert einfache Form an 

r 0 i 
(7) Et — Buß 

de, ; a8 ((+k+D) 
(8) 3 DE + Buß — 0. 

28 U, oT, 
(9) —= P,,Ü,, ET eh AL 


Es ist von Kaas den geometrischen Gehalt der Integrabilitäts- 
bedingungen (7), (8) hervortreten zu lassen. Die Größe H,de, —= ds, 
bedeutet das Bogenelement der Parameterlinie o,, R,, sei der Haupt- 
krümmungsradius der Fläche e, = konst., der dem Bogenelement A,do, 
entspricht; dann wird ?”) 


H, H H 
Er a 
Benz, en Re 

Pos Pıs : : Paı 


und die R,, genügen einem System von partiellen Differentialglei- 
chungen ®), das den Gleichungen (7) und (8) gleichwertig ist: 








LER (+- as 1) ER 39 (= er 5) 
0% Bi  Bu\Bu Ro: 08 Ro Ro \Rıo 1 
(7”) EA -{( AB +) EN (+ or .-) 
08 Re Ra\Rı Ro 08 RB Bor \Baı Ro 
= er nn Eu, (2 3-) 
085 Ra Es 10 \ Reo R,ı 08 Ro: e \ Bo: Ryı 
0 se | 1 1 Ir 
085 Ru + DB, Ba H- RS Ryo Raı 
7 P) 1 ) 1 1 1 1 
8 NE a ER N A Goke 
( ) ö8, R;s ar 05, 21 2 zu RA Roi Ros 
6 1 PD) 1 1 1 1 





Ze ae Te = Bin en 
Dabei bedeutet das Symbol -, - die Ableitung nach der Bogen- 


länge in der Richtung des Ban Bi — H,de,. Durch die Haupt- 
krümmungsradien der Parameterflächen lassen sich in einfacher Weise 
die Krümmungen und Torsionen der Schnittkurven ausdrücken. **) 


26) Ann. de l’Ec. Norm. (1) 3 (1866), p. 115. 

27) Darboux, Syst. orth., p. 190. 

28) Lame, J. de Math. (1) 5 (1840), p. 340; Coord. curvilignes p. 80; Bonnet, 
J de I’Ee. Pol. 19 (Cah. 32; 1848), p. 22; Darboux, Syst. orth., p. 192. 
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Die Größen H, und ß,, haben eine bemerkenswerte kinematische 
Bedeutung. Betrachtet man die von drei Parametern abhängige Be- 
wegung, die ein dreifach rechtwinkliges Dreikant in alle möglichen 
Lagen des Dreikants überführt, das in den Punkten eines dreifach 
orthogonalen Systems von den Flächennormalen gebildet wird, und 
bezeichnet man mit &,, 7,5% bzw. 9,9, r,; die Komponenten der 
Schiebung und Drehung der Bewegung, bei der o, allein veränderlich 


ist, so wird®): 


= n Aa 0 
= 0 yrR H = 

(11) = 0 N, = &=H, , 
p =0 a — Po erh 
u rn, = Poı 
P2 = Pie = — fa nR= 


Will man auf dem durch die vorstehenden Formeln gekenn- 
zeichneten Wege das Problem der dreifach orthogonalen Systeme in 
Angriff nehmen, so stellen sich der Reihe nach folgende Aufgaben: 

1. die Integration des Gleichungssystems (7)(8) für die Ro- 

tationskomponenten fß,,, 

2. die Lösung des Systems (9) für die Richtungskosinus, 

3. die Bestimmung des Translationskomponenten AH, durch Inte- 

gration der Gleichungen (10). 
Dann erhält man 
4. infolge der Gleichungen (5) die Koordinaten x, y, 2 durch die 


Quadraturen ’ 
da —= HXde + H,X,do, + H,X,do, 
(12) dy—= HYde + H,Yıdo, + HB, Ydo, 


dz = HZde + H,Z,dg, + H,Z,de.. 
Die drei Koordinaten x,y,2, ebenso wie der Ausdruck + y?+ 229), 
genügen dem System von partiellen Differentialgleichungen zweiter 


PaanE „Eu _ 1 OH Qu |, 1 OH, du 
00,00, H, 2% 08, H, 00, de, 
u ___ 10H, du , 1 OH dw 
>) öde AH, oo 0% * H do, öe 
eu 10H du 1 60H, du 


Dede, Mode de TE de de 
Die, wesentlichste Schwierigkeit besteht in der Integration des 
29) Beltrami, Bend. Ist. Lomb. (2) 5 (1872), p. 974, Operell,p.426; Ribaucour, 
J. de Math. (4) 7 (1891), p. 32; Darbouz, Syst. orth., p. 188. 
30) Lam£, Paris C. R. 21 (1845), p. 112; Darboux, Theorie der surf. I, p. 212. 
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Gleichungssystems (7’) (8°) für die Drehungskomponenten ß,,. Hoppe°!) 
‚sucht diese dadurch zu umgehen, daß er von einem gegebenen Ortho- 
gonalsystem auf der Kugel ausgeht, die Flächen aufsucht, die dieses 
als Bild der Krümmungslinien besitzen, und dann durch Variation der 
Konstanten daraus eine Lamesche Flächenschar zu gewinnen. Das 
Verfahren muß indessen, außer in ganz besonderen Fällen, wie sie 
Hoppe durchführt, auf schwer überwindliche Schwierigkeiten stoßen, 
da ja gerade die zweckmäßige Variation des sphärischen Netzes die 
Lösung des Systems (7), (8) erfordert. 
Darbous°?) führt die Aufgabe auf die Bestimmung einer Funktion 
V zurück, die mit den ß,;, durch die Gleichungen 
22 2 n3 

(14) Bus Bo = re Pısßaı = = Fa Pao Pos a Ber 
verbunden ist und die von zwei simultanen partiellen Differential- 
gleichungen abhängt. Die eine von ihnen, eine Gleichung 6. Ordnung, 
löst das Problem der konjugierten Systeme (Nr. 6), dazu tritt, hier 
in sehr verwickelter Form, die Orthogonalitätsbedingung (8). Für 
den besonderen Fall, daß V nur von der Differenz der Parameter ab- 


hängt, V=V(g — 099% — 20) 


ist das System lösbar und führt auf eine besondere Lamesche Familie, 


die aus einer unveränderlichen Fläche durch Schiebung hervorgeht. 
(Vgl. Nr. 26.) 


Durch eine von Darboux??) angegebene Abänderung des Verfahrens 
kann man die Quadraturen (12) vermeiden. Hat man die ß;, gefunden, 
so ergeben sich die Abstände der Berührungsebenen an die Para- 
meterflächen o, = konst. vom Anfangspunkt: 

(15) P=Xe+Yy+Zs 
durch die Gleichungen .' 

oP. 
(16) Fr "= Par 

0% 

die sich nur durch die Bezeichnung von den Gleichungen (9) unter- 
scheiden. Kann man also dieses System integrieren, so hat man da- 
durch schon, durch Auflösung der Gleichungen (15) nach z, y, 2, die 





31) Arch. Math. Phys. (1) 55 (1873), p. 362, 56 (1874), p. 250, 57 (1875), 
p. 255, 366, 58 (1876), p. 37. 

32) Ann. de l’Ec. Norm. (1) 3 (1866), p. 117; Th. des surf. IV, p. 273; Syst 
orth., p. 363. 

33) Syst. orth., p. 379. 
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kartesischen Koordinaten explizit dargestellt. Dabei werden auch die 
Schiebungsgrößen ae 


oP. ji i 
(DD A=r +ßuPfı + Pf >zp ar Eee ar le 3, 
08, 2P, 08, 


ohne weitere Integration gewonnen. 


4. Die Inversion. An die Lameschen Gleichungen schließt sich 
unmittelbar die Frage nach den konformen Transformationen des 
Raumes. Offenbar wird durch eine solche ein dreifach orthogonales 
System wieder in ein Orthogonalsystem übergehen. Es seien x, y,2 
die Koordinaten eines Punktes im ursprünglichen Raum, z2,,%,,2, die 
des entsprechenden Punktes. im transformierten Raum; ist nun die 
Abbildung winkeltreu, so muß 


a + day + de = I(dx’ + dy’+ da?) 


sein, d. h. die Koordinatenebenen x — o = konst., y = g0, — konst., 


2 == 0, — konst. werden in die Flächen eines dreifach orthogonalen 


Systems transformiert, dessen Lamesche Differentialparameter 
H=HB=-H=-4 


sind. Aus dem System der Differentialgleichungen (7), (8) folgt aber 


leicht, daß entweder 4 = konst. sein muß, d. h. die Transformation 
eine Ähnlichkeit ist oder diese — bei passender Wahl des Koordinaten- 


anfangs — durch Gleichungen von der Form 
k?x k?y kez 
1), ATarpre NTarpre ATarpre 


dargestellt werden kann, also durch Inversion bezüglich der Kugel 


2° En y? r 2°? PER 12 





‚erhalten wird.°*) 


34) Die Transformation durch reziproke Radien (18) (vgl. auch IIID 1,2 


«{H. v. Mangoldt), p. 59, insbesondere Fußnote 145) wurde von W.Thomson, J. de 


Math. (1) 10 (1845), p. 364 angewandt und von ZLiouville, J. de Math. (1) 12 


(1847), p. 265 eingehend studiert. Letzterer zeigte zuerst, daß sie neben der 


Ähnlichkeit die einzige konforme Raumtransformation ist. Liowville, Note VI zur 
5. Aufl. von Monges Applications de l’Analyse & la Geometrie, Paris 1855, J. de 
Math. (1) 13 (1848), p. 220, (1) 15 (1850), p. 103; Haton de la Goupilliere, J. de 
VEc. Polyt. 25 (Cahier 42, 1867), p. 188; J. Cl. Maxwell, Lond. Math. Soc. Proc. 
4 (1872), p. 117, Seient. Pap. II, p. 297; K. von der Mühll, Verh. Naturf. Ges. 
Basel 16 (1903), p. 158; E. Goursat, Ann. de l’Ec. Norm. (3) 6 (1889), p. 11; 
Tait, Edinb,. R. Soc. Proc. 1892, Scient. Pap. II, p. 329; geometrische Beweise 
von Capelli, Annali di Mat. (2) 14 (1887), p. 227 und Darboux, Arch. Math. Phys. 


-(3) 1 (1901), p. 34. Das Problem deckt sich mit der Aufgabe, alle Punkttrans- 


formationen zu bestimmen, die die Differentialgleichung der Krümmungslinien 
invariant lassen. Die Berührungstransformationen, denen dieselbe Eigenschaft 


zukommt, sind von $. Lie [Leipz. Ber. 41 (1889), p. 152] bestimmt worden. Es 
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Als ein Problem der konformen Geometrie läßt sich die Theorie 
der dreifach orthogonalen Systeme zweckmäßig mit den Hilfsmitteln 
der Kugelgeometrie behandeln. Bezieht man die Punkte des Raumes 
auf Liesche Fünfkugelkoordinaten &, ...2, (vgl. HIABT (E. Müller) 
Nr. 24), so werden die Lameschen Gleichungen (13), denen die recht- 
winkligen Koordinaten genügen, durch ein System 


09 PR) PR 
PET PP a 
0°% 0% 0% 
(13 a) de,de == M, de, + N, de +9,% 


07 08 0% 
Dede, Mae Ta 1 Det 





ersetzt, denen &, ...&, zu genügen haben. Umgekehrt können fünf 
beliebige Lösungen eines Systems dieser Form, zwischen denen die 


Gleichun 
; ya tat tt —0 


besteht, als Kugelkoordinaten eines Punktes eines dreifach orthogo- 
nalen Systems aufgefaßt werden.°®) 


5. Die Paralleltransformation. Ein dreifach orthogonales System 
S ist bis auf seine Lage im Raume eindeutig bestimmt, wenn die 
zugehörigen Lameschen Differentialparameter H, H,, H, bekannt sind. 
Dagegen gibt es unendlich viele Systeme, die denselben Rotations- 
komponenten ß,, entsprechen; durch diese sind mittels der Gleichungen 
(9) die Riehtungskosinus der Normalen und damit das sphärische 
Bild bestimmt. Alle zu demselben System der ß,, gehörigen Ortho- 
gonalsysteme besitzen demnach dasselbe sphärische Bild, d. h. sie sind 
sich punktweis so zugeordnet,- daß die Parameterkurven sich ent- 
sprechen und entsprechende Tangentialebenen parallel sind. Man nennt 
sie daher „parallele Systeme“. Die Aufgabe, die zu einem System 
parallelen Systeme zu finden, ist zuerst von Üombeseure’‘) gelöst 


sind die allgemeinen linearen Transformationen der homogenen Kugelkoordi- 
naten, die die quadratische Relation zwischen. diesen Koordinaten invariant 
lassen. Vgl. Darboux, Syst. orth., p. 62. 

35) Darboux, Ann. de l’Ec. Norm. (2) 7 (1878), p. 297, Theorie des surf. I, 
p. 222; ferner ©. Gwichard, Ann. de l’Ee. Norm. (3) 20 (1903), p. 190 ff., P. Ca- 
lapso, Palermo Rend. 22 (1906), p. 197, 23 (1907), p.289. Demoulin, Paris C. R. 
140 (1905), p. 1526, 141 (1905), p. 302, 496, 1210, 148 (1909), p« 269, 150 (1910), 
p. 25, 156, 151 (1910), p. 151, 587, 796. 

36) Ann. de l’Ee. Norm. (1) 4 (1867), p. 98—131. Nach ihm wird die Be. 
stimmung der zu einem gegebenen System parallelen Orthogonalsysteme als 
„Combescuresche Transformation“ bezeichnet. Etwas später [Paris C. R. 67 (1868), 
p. 1101] fand Darboux dieselbe Transformation und wandte sie zur Aufstellung, 
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worden. Sie besteht im wesentlichen in der Integration des Gleichungs- 
systems (10) für H, H,, H,; diese erfordert zunächst die Bestimmung 
von H aus dem System 


| ®H _PußroH | Puh, OH 
(19) ET ee REF ar Grk+); 


\ 





aus jeder Partikularlösung H desselben findet man die entsprechenden 
Werte von H, und H, ohne weitere Integration: 

- 10H 10H 
2) Bo, B=u3E, 
worauf sich durch die Quadraturen (12) die Gleichungen der Ko- 
ordinaten ergeben. 

Entsprechend der allgemeinen Lösung des Systems (19) gibt es 
zu jedem Orthogonalsystem unendlich viele parallele Systeme, die von 
drei willkürlichen Funktionen je eines Parameters abhängen. 

Von Vorteil ist vielfach eine andere Anordnung des Verfahrens, 
die von Darboux?”) angegeben wurde. Bedeutet X eine beliebige Lö- 
sung des Zameschen Gleichungssystems (13), dem die drei Koordi- 
naten genügen, so erhält man durch Auflösung der Gleichungen 


0% 0y 02 02 i vr 
(21) de Na Age 2, @=0,1,2) 


d. h. durch die Formeln | 
be Pape Az, 2), 7 A(y, 2), K2 ERIT: A(z, 2) 
tw +2 —= AR) 


ein Orthogonalsystem S,, das dem gegebenen parallel zugeordnet 
ist.) Dabei ist 
1 


WERL | 2 1 09 2 1 op 2 

Ar SE (m 30) ® (# 32) 5 (m 2% 
RL RE A a An, 
A(g, y)) = H: do de + H,°’öe, de, + H,;® 00, 00, 


(22) 


(23) 











der Parallelsysteme der elliptischen Koordinaten an. Die Parallelsysteme der 
drei Kugelscharen, die sich in einem Punkte rechtwinklig schneiden, s. Darbouz, 
Th. des surf. IV, p. 291. Vgl. auch Lie, Gött. Nachr. (1871), p. 535, Vidensk. 
Selsk. Skr. (1899), Nr. 9; A. Ribaucour, Paris C. R. 67 (1868), p. 1334; Einneper, 
Math. Ann. 7 (1874), p. 458. Die Ausdehnung auf den R, gibt U, Sbrana, Pa- 
lermo Rend. 21 (1906), p. 1. 

37) Th. des surf. IV, p. 288, 

38) Diese Darstellung entspricht der in Nr. 8 durch die Formeln (15) ge- 

1 


gebenen. In der Tat ist für das transformierte System P= H zu setzen, 


i i 
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gesetzt, und die transformierten Größen H', H,', H, sind explizit 


gegeben: BAR 
EIS LA 

(24) H— HS. 
09 


Von Wichtigkeit ist, daß eine jede Lösung 2 der Gleichungen 
(13) sofort eine Lösung 


(25) 2, e 


x” + y’-+-2? 
des Gleichungssystems ergibt, das dem aus dem gegebenen durch In- 
version hervorgehenden Orthogonalsystem entspricht®”), daß ferner die 
allgemeine Lösung der zu dem aus $ durch Paralleltransformation 
erzeugten System 8, gehörenden Differentialgleichungen (13) sich 
aus & durch eine Quadratur 


2a8, 
(26) ar) IR Mac d=012 


ergibt. Darin bedeutet 2, die Lösung des Systems (13), die die 
Paralleltransformation mit Hilfe der Gleichungen (22) vermittelte, 
2, eine beliebige zweite Lösung derselben Gleichungen. 

Diese Bemerkungen führen auf ein Verfahren, aus einem be- 
liebigen Orthogonalsystem 5 eine unbegrenzte Reihe neuer Systeme 
herzuleiten, sobald man die allgemeine Lösung .der Lameschen Glei- 
chungen (13), die zu $ gehören, kennt. Man geht von 5 zu einem 
Parallelsystem S! über und findet die allgemeine Lösung des diesem 
entsprechenden Systems (13) durch die Quadratur (26); sodann geht 
man von S! zu einem inversen über und wendet auf diese die Parallel- 
transformation an. Schreitet man in dieser Weise fort, indem man 
die Paralleltransformation im Wechsel mit der Inversion benutzt, so 
erhält man durch bloße Quadraturen immer neue Systeme, in deren 
Gleichungen willkürliche Funktionen eingehen. Diese Methode ist 
das mächtigste bisher bekannte Hilfsmittel zur Bestimmung dreifach 
orthogonaler Systeme®®); sie schließt als besonderen Fall eine von 
Ribaucour*!) angegebene Transformation ein. 


6. Die dreifach konjugierten Systeme. Die Anwendung der Parallel- 
transformation ist nicht auf dreifach orthogonale Systeme beschränkt; 
sie ist vielmehr auf das engste verknüpft mit der Theorie der kon- 
jugierten Kurvenscharen und Kongruenzen, wie sie sich in den letzten 


39) Darboux, Th. des surf. IV, p. 293. 
40) Darboux, Syst. orth., p. 393. 
41) Bull. de la Soc. Philom. (1869), p. 26; Darboux, Syst. orth., p. 398. 
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Jahrzehnten als das geometrische Bild der Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen zweiter ‚Ordnung entwickelt hat.“?) 

Um zunächst den einfacheren Fall zweidimensionaler Gebilde zu 
erledigen, fragen wir nach den Kurvennetzen auf einer Fläche, die 
einer Paralleltransformation unterworfen werden können. Die Kurven 
des Netzes seien als Parameterkurven u,v gewählt, %,y,2 die Ko- 
ordinaten der Punkte des Netzes und &,,%,,2,; die der Punkte des 
parallel zugeordneten Netzes; dann müssen die Gleichungen bestehen 

0x 0x 0x 0x 
“ etz TE amsie- Be Te 
und entsprechende für die übrigen Koordinaten. Diese Gleichungen 
lassen sich stets erfüllen, wenn A—= u = konst. gewählt wird, d.h. 
es gibt zu jedem Kurvennetz stets beliebig viele Parallelnetze, die 
aus dem ersten durch Ähnlichkeitstransformation hervorgehen. Sieht 
man von diesem trivialen Falle ab, so müssen die drei Koordinaten 
ein und derselben partiellen Differentialgleichung von der Form 

°% 00x oudx 

SEN WETTITE 
genügen, d. h. die Parameterkurven bilden ein konjugiertes Netz. Um- 
gekehrt gibt es zu jedem konjugierten Kurvennetz unendlich viele 
parallel zugeordnete Netze, die nicht durch eine bloße Ähnlichkeits- 
transformation aus dem ersten hervorgehen. *) 

Sind nun zwei krummlinige Koordinatensysteme, die nicht homo- 


‘ thetisch sind, im Raume sich derart zugeordnet, daß in entsprechenden 


Punkten die Parameterflächen parallel sind, so sind auch entsprechende 
Parameterkurven parallel und bilden auf den Flächen des Systems 
konjugierte Kurvennetze. Die rechtwinkligen Koordinaten eines der- 
artigen Systems, in welchem jede Fläche der einen Schar von allen 
Flächen der anderen Scharen in konjugierten Kurven geschnitten wird, 
genügen drei Gleichungen von der Form (28), die ein System von 
Lameschen Gleichungen (13) bilden. Dabei müssen die Koeffizienten 
H,H,, H, den Gleichungen (7) genügen; tritt zu ihnen noch eine der 


42) Darboux, Theorie des surf. I, Livre 2; II, Livre 4. 

43) Darboux, Theorie des surf. II, p. 234; Syst. orth., p. 349. Dieser Satz 
gilt auch für den n-dimensionalen Raum; er ist von O. Gwichard, Ann. de l’Ec. 
Norm. (3) 14 (1897), p. 467; (8) 15 (1898), p. 179; (3) 20 (1903), p. 75 und 181 
zur Grundlage der Theorie der Kurvennetze und Linienkongruenzen gewählt 
worden. Daran knüpfen die Untersuchungen von P. Calapso über die Laplace- 
sche Transformation konjugierter Netze an. $. Ann. di Mat, (3) 12 (1907), p. 203; 
Palermo Rend. 31 (1911), p. 273. Über die Ausdehnung der Guwichardschen 
Untersuchungen auf dreifach ausgedehnte Gebilde wird später (Nr. 30—31) be- 
richtet. 
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Gleichungen (8) hinzu, so sind auch die beiden anderen Gleichungen 
dieses Systems erfüllt, und es liegt der besondere Fall des dreifach 
orthogonalen Flächensystems vor. \ 

Die Theorie der krummlinigen Koordinaten, deren Parameter- 
flächen sich wechselseitig in konjugierten Kurvenscharen schneiden 
und die daher als dreifach konjugierte Systeme bezeichnet werden, 
ist von @. Darboux“) zuerst entwickelt worden. Ihre Bestimmung 
hängt von der Integration eines Systems von Differentialgleichungen 
ab, das mit den Lameschen Gleichungen in engster Beziehung steht. 
Die Koordinaten eines Punktes seien 2,%,2; diese sind durch die 
Gleichungen 


(29) eu 


6 
gegeben, wobei H, den Differentialparameter der Kurve g, bedeutet 
und für U, ihre Richtungskosinus X,Y,Z, zu setzen sind. Letztere 


Größen hängen durch die Gleichungen 
3, . 





— HU; 





(80 rn Au, 

miteinander zusammen, während die H, durch die Gleichungen 
(31) Ge — Buhl 
verknüpft sind und die Koeffizienten ß,, den sechs Gleichungen 
(32) zu — Buß 


zu genügen haben. Es ist ersichtlich, daß diese Gleichungen nur - 


durch die Orthogonalitätsbedingungen zu ergänzen sind, um das voll- 
ständige System der Lame- Darbouxschen Bedingungsgleichungen 
(5) (7)(8)(9) der Orthogonalsysteme darzustellen. Die Lösung des 
Problems erfordert also ähnlich wie dort zunächst die Integration des 
Systems (32), worauf die Größen H;, und U, mit Hilfe von (31) und 
(30) zu bestimmen sind, die mit Hilfe von Quadraturen ©, y,z aus 
(29) anzugeben gestatten.‘?) 


Sollen die zu einem System parallelen dreifach konjugierten. 


Systeme gefunden werden, so sind die ß,, und U, bekannt, man hat 
daher nur noch die Differentialparameter A, zu bestimmen und die 


Quadraturen 
dx, = HXdo + H,X,de, + H,%,do,, .- 
zu lösen. 


zurückführbar, die einer Differentialgleichung 6. Ordnung genügt. 
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Auch die zweite von Darboux angegebene und durch die Glei- 
chungen (21) und (22) gekennzeichnete Methode leitet aus einem drei- 
fach konjugierten Systeme ein ebensolches her, indessen sind die von 
entsprechenden Tangentialebenen gebildeten Dreikante nicht kongruent, 
sondern supplementar. Dies folgt aus den Beziehungen 


00, 00 | oyı &y 02,03 __ ; t 
(33) 00; 2,100 ar 00; 0 (= k), 


die aus den Gleichungen (21) unmittelbar folgen. Geometrisch ergibt 
sich diese Zuordnung auf folgende Weise: man beschreibe um jeden 
Punkt (2, y,2) des gegebenen Systems die Kugel mit dem Radius 
+ y’+2?— 22; dann umhüllen alle diese Kugeln 


2 ty + 2° — 200, — 2yy — 24, +22 =0, 

deren Mittelpunkte auf einer Fläche g,— konst. liegen, eine Fläche, die 
aus zwei Schalen besteht, und die Berührungssehne beschreibt eine 
Kongruenz, deren abwickelbare Flächen dem konjugierten System @,, 0, 
auf der betrachteten Fläche entsprechen. Läßt man nun ; alle mög- 
lichen Werte annehmen, so erhält man für jeden Punkt (x, y,2) drei 
Berührungssehnen, die sich in einem Punkte schneiden, und dieser ist 
der entsprechende Punkt (x,,%,,2,) des transformierten Systems.‘®) 

Eine dritte Transformation, der ein dreifach konjugiertes System 
unterworfen werden kann, entspricht der Zaplaceschen Transformation 
der partiellen Differentialgleichungen. Ist das gegebene System durch 
die Gleichungen (13) gegeben, so beschreiben die Tangenten an die 
Kurven g,—= konst, auf einer Fläche g,— konst. eine Kongruenz, deren 
zweite Brennfläche 


(34) = m — „27 





ist, und auf der ebenso wie auf 9,— konst. die Parameterkurven 0,,0; 
konjugiert sind. Konstruiert man diese Kongruenzen für alle Flächen 
der Schar 0,= konst., so bilden die zweiten Brennmäntel eine neue 
Flächenschar 0,—= konst., und die Parameterkurven 0,,0, auf ihnen 
erfüllen zwei Scharen von Flächen, die die erste zu einem dreifach 
konjugierten System ergänzen, Auf diese Weise kann man im allge- 
meinen aus jedem gegebenen System sechs neue herleiten, wenn man 
den Indizes ö,%,2 alle möglichen Werte beilegt.‘) Das Verfahren 


46) Teitzeica, Ann. del’Ec. Norm. (3) 16 (1899), p. 163; Darbous, Syst. orth., 
p. 368. 
47) Darboux, Th. des surf. IV, p. 274; Teitzeica, Ann. de l’Ee. Norm. (8) 16 
(1899); Guichard, Syst. triplem. indet. (1905), p. 11. 
37” 
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versagt nur dann, wenn die Konstruktion auf eine in eine Kurve 
oder einen Punkt entartende Brennfläche führt, 

Zu den einfachsten Beispielen der dreifach konjugierten Systeme 
gehören die Translationssysteme; sie ergeben sich, wenn eine Fläche F 
einer beliebigen Schiebung unterworfen wird; die erste Schar besteht 
aus den verschiedenen Lagen der Fläche F im Raume, die beiden 
anderen aus den Flächen, die bei der Schiebung von den Kurven eines 
konjugierten Kurvennetzes von F beschrieben werden.) Die von 
einem dreifach orthogonalen Systeme durch eine Laplacesche Trans- 
formation abgeleiteten Systeme enthalten stets eine der Scharen der 
Zentraflächen der Ausgangsflächen.“) Weitere Beispiele gaben Dar- 
boux*°), der den Fall H= H, = H, untersuchte, ferner den Fall, daß 
die eine Schar des Systems durch geradlinige Schiebung einer unver- 
änderlichen Fläche erzeugt wird?®), Tritzeica®"), Bianchi*°), dessen 
Untersuchungen an die Theorie der Biegung der Flächen zweiter Ord- 
nung anknüpfen, und 8. Carrus®), der ganz allgemein diejenigen 
Systeme explizit bestimmt, für die die Quotienten gu von oe, unab- 


’“ 


hängig sind. 


II. Die Differentialgleichung dritter Ordnung. 


7. Die Bonnetsche Methode. Schlossen sich die bisher geschil- 
derten Entwicklungen eng an die von Lamd gewiesenen Wege an, die 
auf die Behandlung gewisser grundlegender Systeme. von simultanen 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung hinauskommen, so 
sind jetzt andre Methoden darzulegen, die die wesentlichen Schwierig- 
keiten des Problems in einer einzigen Differentialgleichung zu fassen 
suchen. Die Methode von 0. Bonnet’®), die als die ältere zuerst ent- 
wickelt werden soll, geht darauf aus, das sphärische Bild des Systems 
zu finden, d. h. die Richtungskosinus X,, Y,, Z, als Funktionen von 

48) Bianchi, Annali di Mat. (8) 23 (1914), p. 142. 

49) Ann. de l’Ec. Norm. (2) 7 (1878), p. 293. 

50) Syst. orth., p. 377. 

51) Ann. de l’Ec. Norm. (8) 16 (1899), p. 137192. 

52) Paris C. R. 147 (1908), p. 561, 620; 148 (1909), p. 507; J. de 1’Ee. Pol. 
13 (1909), p. 57. — Mit der Frage nach dreifach asymptotischen Systemen, d.h. 
nach Flächensystemen, die sich wechselseitig in Asymptotenlinien schneiden, be- 
schäftigt sich L. P. Eisenhart, Bull. Amer. Math. Soc. 7 (1901), p. 184, 303. Es 
ist geometrisch klar, daß solche Systeme nur aus Flächen zweiter Ordnung be- 
stehen können. 

63) Paris C. R. 54 (1862), p. 554, 655. Vgl. die ausführliche Darstellung bei 
Darboux, Syst. orth., p. 406 ff. 
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0, 01,0; darzustellen. Ist dies gelungen, so ist nur noch das Glei- 
chungssystem (9) für H, H,, H, zu lösen, worauf sich %,y,2 durch 
die Quadraturen (12) angeben lassen. 


Um die Richtungskosinus zu finden, drückt Bonnet sie durch die 
Eulerschen Winkel aus: 
X = 608 $ sin p sin y + cos p cos Y 
X, = 608 # cos p sin Y — sin p cos Y 
X, = sin $ sin d 
Y = c0s # sin p cos d — cos p sin y 





(35) Y, = 008 # cos p cos y + sin p sin y 
Y, = sin # eos ı 
Z=—sin® sing 
ZA, =—sin®#cosp 
Z= 008%; 
dadurch ergeben sich die Rotationskomponenten p,, 9, r, in der Form 
i ; ow ce# 
p,>=Sın#sıng re Bo. 
PET Oo A 0% 
(36) q,= sin 9 cos rs + sin p 26, 
Are AR 
ir) 008 d dg, 
= 0,1,2). 


Infolge der Gleichungen (11) sind 
(37) r=0 =0 n—=0 


die Bedingungen des Problems. Denkt man sich aus ihnen p als 
Funktion von %,_0,_, dargestellt, so erhält man durch Elimination 
von ® zwei partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, deren 
Integrabilitätsbedingung eine Differentialgleichung dritter Ordnung ist, 
der @ genügt. Nachdem diese gelöst ist, hat man die beiden simul- 
tanen Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu integrieren, um das 
sphärische Bild explizit angeben zu können. 

Dieses Bonnetsche Verfahren führt auf wesentlich einfachere und 
übersichtlichere Rechnungen, wenn statt der Eulerschen Winkel neue 
Parameter «, ß,A eingeführt werden, die mit ihnen durch die Glei- 
chungen 


(38) wi, em=yayp, er-ıV 
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» 


verbunden sind.) Die Bedingungsgleichungen (37) nehmen hier die 


Formen an: OB de DB N, de 
x = de, 08, 
e = (be 

2 ze 


deren a RE ein eine Gleichung dritter Ordnung für A 
ergibt, die sich nach der Substitution 


(40) ce" 
in der bemerkenswert einfachen Form 





0° du 6° ou 9° 
. (al) jet ze, Bode, TE ISIE = 

schreiben läßt. Diese Gleichung, die zuerst von Bianchi?®) in seinen 
Untersuchungen über Lamesche Familien, die aus Flächen konstanter 
Krümmung bestehen (vgl. Nr. 22), angegeben wurde, ist von Darbouz°*) 
in den Mittelpunkt der Theorie gerückt worden. 

Hat man durch Auflösung des Systems (39) «, ß, A erhalten, so 
braucht man zur Aufstellung des dreifach orthogonalen Systems nicht 
auf die Gleichungen (12) zurückzugehen. Die Flächen g, — konst. 
lassen sich dann einfacher durch die Bonnetschen Tangentialkoordi- 
naten «,ß,$& ausdrücken, in denen die Tangentialebene durch die 
Gleichung 
(42) 1- ef +il+eyt@+AM:rr+5—0 
dargestellt wird.5%) Betrachtet man nämlich & als Funktion von «, ß, 9; 
und setzt 





(43) ds = pda + gdß + rde, 
so ergeben sich p und g aus den Gleichungen 
Op 100 09 3008 
(44) 60 a de 09, % 08, 
at? —(p ek ef 
RT 00, ’ 


die sich von denen des Systems (39) nur durch die Bezeichnung 
unterscheiden, während 


: ERERL Zae .) EBAR 1 | 
er A 

54) Darbouz, Syst. orth., p.410. Dort werden die Gleichungen des Problems 
auch in den Euler-Rodriguesschen Parametern angegeben (p. 413). 

55) Annali di Mat. (2) 13 (1885), p. 185; Vorles. p. 678. 

56) Drückt man die Bedingung für eine Lamesche Familie in Ebenenkoor- 
dinaten aus, so kommt man auch auf eine Differentialgleichung dritter Ordnung. 
Vgl. P. Adam, Sur les syst&mes triple-orthogonaux, Thöse Paris 1887, 84 p; Dar- 
boux, Syst. orth., p. 426. 


Bl Bun ae ldäe nl u nnd unuafiaeı ni ae. 





art lt era 0 a ai nah ut. > 


ee ec re a ee u ae a En nee Zu Dal Da Bu AU LE En u 2 Di DE ine 
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wird. Dies Verfahren ist dadurch bemerkenswert, daß die Lösung des 
Problems auf ein einziges System von drei partiellen Differentialglei- 
chungen zurückgeführt wird. 

8. Die Darbouxsche Gleichung. Einen ganz anderen Weg schlug 
Darbouz in seiner Thöse?”) ein, indem er die Gleichung aufsuchte, die 
den Parameter g einer Lameschen Schar durch die kartesischen Koor- 
dinaten darstellt. Durch den Punkt (x,y,2) des Raumes geht eine 
Fläche dieser Schar, in ihm schneiden sich zwei Krümmungslinien 
der Fläche, deren Richtungen durch Gleichungen von der Form 

de dy ds 
. L M N 
(46) dx dy de 


gegeben sind, Gleichungen, in denen L, M, N, L’, M’, N’ ziemlich ver- 
wickelte Funktionen sind, die die ersten und zweiten Ableitungen 
von e enthalten. Da nach dem Dupinschen Satze jedes der beiden 
Systeme die Normalen je einer zugeordneten Flächenschar bilden, so 
müssen zwei Faktoren A,, A, der Art existieren, daß 


},(Ldx + Mdy-+ Ndz) =de, 
1, (L’d& + M’dy+ N’dz2)=deo, 


vollständige Differentiale sind, und zwar zieht die Existenz des einen 
Faktors die des anderen unmittelbar nach sich. Die Integrabilitäts- 
bedingungen 
oM 0N N: a oL 0M 
= A C Talede 77 une 1 v7 tee 79 srl Eee 7) bee 
‚[6M'’ oN’ ‚(ON oL ‚[(oL’  0©M 
LEE) Hart En) 
reduzieren sich daher auf eine einzige Gleichung, und diese ist die 
Darbouxsche Gleichung des Problems. Sie ist von der dritten Ord- 
nung und linear in den Ableitungen dritter Ordnung. Legt man das 
Koordinatensystem so, daß die «- und y-Achse mit den Tangenten an 
die Krümmungslinien der Fläche o = konst. in dem betrachteten 
Punkte zusammenfallen, so lautet die Gleichung’): 
EDER 
DET RR 


(47) 





und es bedarf nur einer Koordinatentransformation, um sie in ihrer 
allgemeinen Form aufzustellen. Diese ziemlich mühsame Rechnung 


57) Ann. de l’Ec. Norm. (1) 3 (1866), p.97—141; Bull. de la Soc. Philom. 
1866, p. 16. 
58) M. Levy, J. de l’Ec. Pol. 26 (Cah. 43; 1870), p. 170. 
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wurde von A. Cayley?°) durchgeführt und kurz darauf von Darboux*°) 
vereinfacht. 

Setzt man der bequemeren Schreibweise halber vorübergehend u 
statt og für den Parameter der Flächenschar und bezeichnet die Ab- 
leitungen nach &,y,z der Reihe nach durch den Index 1,2,3, setzt 
man ferner 


Ay U Uzı F Ugly + My ls — 2 (Urt + Miss + Mist), 
so lautet die Gleichung): 
A An As As As Ars 
a: a - Wan 5 U Ban 
1 1 1 970,98 
2u, 0 0 (Er 
DR er 
Borg a ae Te, 


in der übrigens die Größen A,,, die durch die entsprechenden Ableitungen 
H,, des Differentialparameters H .ersetzt werden können.‘?) 

Eine andre bemerkenswert einfache Form der Gleichung ist von 
M. Levy‘®) angegeben worden. Man betrachte g als unabhängige Ver- 
änderliche; dann genügt die z-Koordinate als Funktion von 2,9,_ 
der Gleichung 


(50) At Ban + a nl 
mit den Koeffizienten 
A=(1+qQ)s—pat 
(51) B=-1+Mt—- A+MP)r 
C=par— (I+Pf)s. 


59) Paris ©.R. 75 (1872), p. 116, 117, 246, 324, 381, 1800. Collect. Math. Pap. 
VII, p.269. Vgl. auch Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes II. 

60) C. R. 76 (1873), p. 41, 83, 160. 

61) Den Ausdruck $ als Differentialinvariante betrachtet 7. E. Wright, Bull. 
Amer. Math. Soc. (2) 12 (1906), p. 379. 

62) Darboux, Syst. orth., p. 23. 

63) Paris C. R. 77 (1873), p. 1435. Weitere Herleitungen der Gleichung dritter 
Ordnung in verschiedenen Formen gaben Schläfli, J. f. Math. 76 (1873), p. 126 
bis 148; Weingarten, J. f. Math. 83 (1877), p. 1—12; R. Hoppe, Arch. der Math. 
(1) 63 (1879), p.285; Darboux, Acta Math. 4 (1884), p. 93—96; R. v. Lilienthal, 
Math. Ann. 44 (1894), p.449; Ricei, Rend. Rom. Ace. Line. (5) 3 (1894), 2. Ser. 
p. 93; A. R. Johnson, Quarterly J. 22 (1877), p. 27; Ribaucour, Paris C. R. 75 (1872), 
p. 533; J. de Math. (4) 7 (1891), p. 61; Frobenius, J. f. Math. 110 (1892), p. 1—32; 
0. F. Geiser, Zürich. Viertelj. Naturf. Ges. 43 (1898), p. 317 und E. F. Edwardes, 
Edinb. Math. Soc. Proc. 29 (1911), p. 41; 30 (1912), p. 37; P. Adam, Fußnote 56. 


(49) S: 


Il 
| 
Q 








St GERT A SE OBER: 





u De a aan unisı 


1 a 


R 
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Die Differentialgleichung ihrer Charakteristiken ist die bekannte Glei- 
chung der Krümmungslinien ®®), Dabei ist hier 
d2 
de 
0) V!+p!+4 
zu setzen. 


III. Besondere dreifach orthogonale Systeme. 


9. Die Bouquetsche Partikularlösung. Der erste besondere Fall, 
für den die Differentialgleichung (49) aufgestellt und integriert wurde, 
betraf die Annahme, daß 

=Arr +2, 


d.h. eg als Summe je einer Funktion von %, von y und vou 2 voraus- 
gesetzt wurde; die Gleichung nimmt dann die von Bouquet‘*) ange- 


gebene Form XXT—_gxe x” 1 

(53) s- rr"-2ar rırryrz=0 
Zuge | 

an. Serret®) integrierte sie allgemein und untersuchte den schon von 

Bouquet bemerkten Spezialfall, in dem die Lösung in der Form 

(54) "yo 

gegeben wird. Ein viel behandelter besonderer Fall dieser auch von 

Darboux°®) eingehend studierten Scharen ist: 

(55) y2 — O%, 

die Schar der hyperbolischen Paraboloide, die sich in zwei aufein- 


ander senkrechten Geraden, der Y-Achse und der Z-Achse, schneiden. 
Sie werden durch die Flächen 


VEFR+VeHR—g, 
WHe-yere=,, 

zu einem dreifach orthogonalen System ergänzt. Die beiden letzten 
Scharen bestehen aus den Flächen, für deren Punkte die Summe bzw. 


die Differenz der Abstände von den beiden festen sich schneidenden 
Geraden konstant ist.°”) 


(56) 


63a) Darboux, Th. des surf. I, p. 137; Syst. orth., p. 83. 

64) J. de Math. (1) 11 (1846), p. 446. 

65) J. de Math. (1) 12 (1847), p. 247. 

66) Paris O. R. 84 (1877), p. 382; Ann. de l’Ec. Norm. (2) 7, p. 235 (1878); Th. 
des surf. I, p.196; Syst. orth., p. 116. 

67) Die Fragestellung ist sowohl analytisch als auch geometrisch von ver- 
schiedenen Autoren behandelt und verallgemeinert worden. Vgl. Picart, Ann. de 
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Zu den Lameschen Scharen, die unter die Gleichung (54) fallen, 
gehört auch das System der asymptotischen Flächen dritten Grades 
(57) xy2 — 0, 
dessen zugeordnete Scharen von Cayley®®) durch die Ar 


(+ oy’+ @*% y° +@+oe’y Has)‘ =g 
ROM EIRPR — (a’+ o’y? Hamig, 


in denen ® die imaginäre dritte Einheitswurzel bedeutet, dargestellt 
wurden. Eine eingehende Diskussion hat das System neuerdings durch 
W. Freitag‘”) erfahren. 

10. Ebenen und Kugeln. Eine beliebige Schar von Ebenen ge- 
hört zu unendlich vielen Orthogonalsystemen als Lamesche Flächen- 


(58) 


schar.’°) Die beiden Ergänzungsscharen bestehen aus Gesimsflächen, 


deren Profilkurven in jeder Ebene der Schar ein orthogonales Kurven- 
netz bilden. Diese Orthogonalsysteme werden dadurch erzeugt, daß 


man eine Ebene mit einem beliebigen rechtwinkligen Kurvennetz auf 


einer abwickelbaren Fläche abrollen läßt; sie sind die einzigen Ortho- 
gonalsysteme, die eine Lamesche Schar von Gesimsflächen enthalten.‘”) 
Sie sind zuerst von Enneper”‘), dann in endlicher Form von Darboux“?) 
dargestellt worden. Sind die Profilkurven gerade Linien, so sind die 
zugehörigen Gesimsflächen abwickelbare Flächen; diese bilden also 
mit der Ebenenschar ein Orthogonalsystem, dessen Flächen sämtlich 
das Krümmungsmaß Null haben. 

Auch eine beliebige Schar von Kugeln gehört unendlich vielen 
Orthogonalsystemen an.”®) Man erhält sie, indem man auf einer Kugel 
der Schar ein orthogonales Netz konstruiert und zu der Kugelschar 
die Flächen hinzunimmt, die von denjenigen Orthogonaltrajektorien 
der Kugeln gebildet werden, die eine und dieselbe Kurve des Netzes 
Behaaaden. Die Gesamtheit dieser Systeme ergibt sich aus denen mit 


l’Ee. Norm. N 1 (1864), p. 285—295; Nouv. Ann. de Math. (2) 3 (1864), p. 292-297; 
Catalan, M&m. eour. de l’Ac. de Belg. 32 (1863), p. 15; Oombescure, Annali di Mat. 
5 (1863), p. 39—51. 

68) Paris C. R. 84 (1877), p. 383; ferner E. O. Catalan, Liege Me&m. Soc. 
Sc. 13 (1886), p. 73. 

69) Progr. Gymn. Torgau 1903. 

70) M. Levy, These Paris 1867; abgedruckt im J. de l’Ee. Pol. 26 (cah. 43, 
1870), p. 162. 

71) Math. Ann. 7 (1873), p. 456-480. 

72) Syst. orth., p. 26—35. 

73) Ribaucour, Paris C. R. 75 (1872), p. 536. 
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einer Schar von Jibenen explizit durch Anwendung von Inversionen 
und einer von V. Rouquet‘*) angegebenen Transformation %); während 
die Bestimmung der zu einer gegebenen Kugelschar gehörigen Systeme 
die Auflösung zweier Riccatischen Gleichungen erfordert. 

11. Flächen zweiter Ordnung. Das erste nicht triviale dreifach 
orthogonale System, das sich der Untersuchung darbot, und das zu 
der ganzen Fragestellung Anlaß bot, war das der konfokalen Flächen 
zweiter Ordnung. Seine Entdeckung durch Binet und Dupin ist in 
der Einleitung erwähnt; wegen seiner Eigenschaften und vielfachen 
Anwendungen in der Mechanik und mathematischen Physik kann auf 
den Bericht über elliptische Koordinaten verwiesen werden (IT AB7T 
(E. Müller), Nr. 12, p. 674). 

Die allgemeinere Frage der Lameschen Scharen, die aus Flächen 
zweiter Ordnung bestehen, wurde von M. Levy”®) durch geometrische 
Betrachtungen, die von Darboux’”) wesentlich schärfer gefaßt wurden, 
gelöst. Aus dem Satze, daß für jede Lamesche Schar der Ort der 
Nabelpunkte der einzelnen Flächen eine Orthogonaltrajektorie ihrer 
Flächen ist, folgt, daß alle Flächen der Schar die Symmetrieebenen 
gemeinsam haben, also in der Form 


o” 2 2° i 
darstellbar sein müssen. Die Koeffizienten A, B,C genügen einer 
Gleichung, deren allgemeine Lösung in der Form 
(60) A=-tF(ul—H), Bei Di: Get 9 —_ 
gegeben wird”), wobei « eine beliebige Funktion von t bedeutet. 
(Nur die konfokalen Flächen sind in dieser Lösung nicht enthalten.) 
Zu diesen Scharen gehören auch die von Bouquet (s. Nr. 9 Formel (55)) 
angegebenen Lameschen Familien. 


74) Etude geometrique des surfaces dont les lignes de courbure d’un systöme 
sont planes. These Toulouse 1882. 

75) Darboux, Syst. orth., p. 35. 

76) J. de l’Ec. Pol. 26 (cah. 43; 1870), p.175; wo auch zahlreiche Beispiele 
untersucht sind. Unabhängig davon behandelt 1. Schläfli, J. für Math. 76 (1873), 
p. 126 die Frage. 

77) Syst. orth., p. 99. 

78) Darboux, Paris C. R. 84 (1877), p. 336; Ann. de l’Ee. Norm. (2) 7 (1878), 
p-. 129; Syst. orth., p.103. Auf einen besonders interessanten Spezialfall machte 
@. Humbert, Paris ©. R. 111 (1890), p. 963 aufmerksam: ist das System der Flächen 


' zweiter Ordnung so beschaffen, daß der Ort der einen Schar von Kreispunkten 


eine gerade Linie bildet, so liegen die übrigen elf Kreispunktescharen gleichfalls 
auf geraden Linien. : 
79) Paris C. R. 49 (1864), p.240; Ann. de l’Ec. Norm. (1) 2 (1865), p.58. 


. 
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12. Die Zyklidensysteme. Das einfachste der aus lauter Zykliden 
bestehenden Orthogonalsysteme ist das von Darboux”®) und Moutard®°) 
gleichzeitig entdeckte, von ersterem in seiner These®!) eingehend unter- 
suchte System der konfokalen Zykliden, das durch die Gleichung 


2 2 2 
er + +0 
dargestellt wird. Dies System, das man als zyklidische Koordinaten 
bezeichnet, umfaßt (für d= oo) als besonderen Fall die elliptischen 
Koordinaten. Seine Darstellung gestaltet sich besonders einfach durch 
Einführung der Fünfkugelkoordinaten. (Vgl., auch betr. der physika- 
lischen Bedeutung, den Bericht über zyklidische Koordinaten von 
IITAB7 (E. Müller), Nr. 16, p. 684.) 

Die Bestimmung aller Lameschen Scharen, die aus allgemeinen 
Zykliden bestehen, ist Darboux®?) mit Hilfe der Kugelkoordinaten in 
ganz ähnlicher Weise gelungen, wie die Bestimmung der aus Flächen 
zweiter Ordnung bestehenden Scharen mit Hilfe kartesischer Koor- 
dinaten. 








Ein System, das aus lauter Dupinschen Zykliden besteht, d. h. 
aus Flächen, deren Krümmungslinien sämtlich Kreise sind, hat zuerst 
W. Roberts®®) aus dem System der elliptischen Koordinaten hergeleitet, 
allgemeinere Systeme dieser Art erhält man, wenn man die Kreise 
konstruiert, die eine feste Kugel und eine Dupinsche Zyklide senk- 
recht schneiden; sie bestehen aus den Orthogonalflächen dieser Kreis- 
kongruenz und deren Ergänzungsscharen.*®) 


Die Theorie der Systeme, die eine Schar Dupinscher Zykliden 
enthalten, ist neuerdings wesentlich gefördert worden.®) Aus ihnen 


80) Paris C. R. 59 (1864), p. 243. 

81) Ann. de I’Ec. Norm. (1) 3 (1866), p. 9”—109. Paris C. R. 69 (1868), 
p- 392. Das System ist auch später noch wiederholt entdeckt worden. Tisse- 
rand, Paris C. R. 72 (1871), p. 735 zeigt, daß es außer ihm keine Orthogonal- 
systeme gibt, die in der Form a + Bin 1 un —= F(x,y,z) dargestellt 
werden können. Vgl. auch P. Morin, Paris C. R. 67 (1868), p. 788; Wangerin, 
J. f. Math. 82 (1877), p. 145—157, 348; Puchta, Wien. Ber. 102 (1894), p. 1197. 

82) Ann. de l’Ee. Norm. (2) 7 (1878), p. 144. 

83) J. f. Math. 62 (1863), p. 57. 

84) Darboux, Syst. orth., p.58. Zu den aus lauter Dupinschen Zykliden 
bestehenden Systemen gehören auch die reversiblen Systeme. Vgl. Nr. 26. 

85) Darboux, Syst. orth., Note II und III (p. 484—529); M&m, de l’Ac. des 
Sc. 51 (1910), 1. u. 2. Abh.; Paris C, R. 147 (1908), p. 484, 507; Paris C. R. 148 
(1909), p. 385; auch E. Cosserat, Paris C. R. 124 (1897), p. 1426; J. Haag, Paris 
©. R. 147 (1908), p. 296; Demoulin, Paris C. R. 148 (1909), p. 269. 
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erhält man durch Paralleltransformation alle Orthogonalsysteme mit 
ebenen Koordinatenlinien (vgl. Nr. 21). 


13. Lameösche Scharen von Rotationsflächen. Eine Schar von 
oo! allgemeinen Rotationsflächen bildet nur dann eine Lamesche Fa- 
milie, wenn die Flächen dieselbe Achse besitzen. Die Ergänzungs- 
flächen werden dann von den Meridianebenen und den koaxialen 
Drehfiächen gebildet, deren Meridiane mit denen der gegebenen Schar 
ein ebenes Orthogonalsystem bilden.®) Dagegen bildet eine Schar von 
Kugeln stets eine Lamesche Schar (vgl. Nr. 10), eine Schar von Kreis- 
kegeln immer, wenn 

1. die Kegel konzentrisch sind. Dann sind die Ergänzungsscharen 
konzenirische Kugeln und eine zweite Schar konzentrischer Kegel; 

2. die Kegel kongruent sind und ihre Achsen die Kurve © der 
Kegelspitzen berühren. Die Ergänzungsscharen bestehen aus abwickel- 
baren Flächen, den Tangentenflächen der schiefen Evoluten von (, 
die zu dem Öffnungswinkel der Kegel gehören, sowie aus einer Schar 
von Flächen mit kreisförmigen Krümmungslinien. 


14. Isothermflächen (IIID 1,2 (H. v. Mangoldt), Nr. 24). Der Er- 
folg, mit dem die elliptischen Koordinaten in zahlreichen Fragen der 
mathematischen Physik angewandt werden konnten, beruhte vielfach 
darauf, daß die Koordinatenflächen ein Isothermensystem bilden, d. h. 
daß in einem homogenen Medium ein stationärer Wärmezustand sich 
einstellen kann, in welchem die eine Schar der Koordinatenflächen 
die Flächen konstante Temperatur bilden. Die Temperatur V ist im 
stationären Zustand durch die Zaplacesche Gleichung 


(62) AV tg tm 
gegeben. Auf den Flächen der Schar 

(63) F(z,y,2, 2) = 0 

ist die Temperatur konstant, wenn 

(64) v=y() 


der Wärmegleichung genügt, und dies kommt darauf hinaus, daß der 


86) M. Levy, J. de l’Ec. Pol. 26 (eah. 43) (1871), p. 163; Darboux, Syst. orth., 
p- 111. Diese Systeme gehören natürlich als Sonderfälle zu den in Nr. 9 betrach- 
teten. Durch eine Aufeinanderfolge von zwei Inversionen läßt sich ein jedes 
solches System so transformieren, daß die Rotationsflächen in allgemeine kon- 
zentrische Kegel und die Meridianebenen in konzentrische Kugeln übergehen 
(Darboux, M&m. sur une classe remarquable de courbes et de surf. algebr., Paris 
1873, p. 162; Syst. orth. p. 279). 
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2 
Quotient Ar eine Funktion f(A) von A allein ist.°) Dabei bedeutet 


Era) 


den Lameschen Differentialparameter erster Ordnung. Durch Einfüh- 
rung des thermometrischen Parameters®®) 





(66) re fef"an 
‚wird 
(67) V=r-+e. 


Sollen nun die Koordinatenflächen eines Orthogonalsystems drei 
isotherme Systeme sein, so hat die Differentialgleichung der Wärme- 
leitung unendlich viele Lösungen von der Form 


(68) V=flo)f(e)f (03), 


und die Parameterflächen müssen, wenn 0, 0,, 0, ihre thermometrischen 
Parameter sind, die Gleichungen 

(69) Ao=0, Aa,—0, Ao,—0 

erfüllen. Aus dem allgemeinen Ausdruck des Differentialparameters 
zweiter Ordnung in rechtwinkligen krummlinigen Koordinaten®®) 


a 


folgt dann für das Linienelement des Raumes ein Ausdruck ®°) 

(1) ds? — 8,S,do? + 88do,’ + 88,49”, 

wobei S, eine Funktion bedeutet, die g, nicht enthält. Aus dieser 
Formel läßt sich sofort der Bertrandsche Satz®!) ablesen, daß jede 
Fläche, die einem dreifach orthogonalen Isothermensystem angehört, 


durch ihre Krümmunglinien in unendlich kleine Quadrate zerlegt wer- 
den kann.??) — Die Bestimmung sämtlicher reellen isothermen Systeme 


ft 
v 


87) Lam6, J. de Math. (1) 2 (1837), p. 147. Vgl. auch V4 (E. W. Hobson 


und AH. Diesselhorst), Nr. 10, p. 201. 

88) Lame, Coord. eurvil., p. 31. 

89) Lame, Coord. eurvilignes, p. 22; @. Kowalewski, Monatsh. Math. Phys. 24 
(1913), p. 183. 

90) Lame, J. de Math. (1) 8, p. 397; Darboux, Syst. orth., p. 217; J. E. 
Wright, Bull. Amer. Math. Soc. 12 (1906), p. 159. 

91) Paris C. R. 17 (1843), p. 80; J. de Math. (1) 9 (1844), p. 117; Darbouz, 
Syst. orth., p. 217. 

92) Dieser Satz bildet die Grundlage für die Theorie der Isothermflächen, 
d.h. der Flächen, die durch ihre Krümmungslinien in unendlich kleine Quadrate 

- zerlegt werden können. Die Literatur dieses Problems bis 1903 ist in dem Be- 

richt IID5 (R. v. Lilienthal), Nr. 37, p. 346 berücksichtigt. Seither ist die Frage 


eh ie aierer ee 
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gelang zuerst Lame®), dessen Beweisführung durch Bonnet®*) wesent- 
lich vereinfacht wurde. Zu ihnen gehören 


1. die Systeme, die aus parallelen Ebenen und zwei dazu senk- 
rechten isothermen Zylinderscharen bestehen, 


2. die Systeme, die eine Schar konzentrischer Kugeln enthalten, 
und zwei Scharen isothermer konzentrischer Kegel, 


3. die Systeme, die aus zwei Familien konfokaler Rotationsflächen 
zweiter Ordnung und ihren Meridianebenen bestehen, 

4. die konfokalen Flächen zweiter Ordnung. 
Die Fragestellung wurde durch Darboux”) zum Abschluß gebracht, 
der noch einen fünften Typus mit nur imaginären Flächen bemerkte. 
Es besteht aus lauter Zykliden dritter Ordnung, die durch Inversion 
aus dem Drehkegel hervorgehen; das ganze System geht dabei in ein 
solches über, das aus lauter kongruenten Drehkegeln besteht. 

Während für die isothermen Orthogonalsysteme die Wärmeleitungs- 
gleichung unendlich viele Lösungen von der Form V—f (o) (0) (e;) 
besaß, wird sie nach einem Satze von Lord Kelvin”) für die aus ihnen 
durch Inversion hervorgehenden Systeme notwendig unendliche viele 


Lösungen von der Form V— Pf(o)fı(g,)/(0;) besitzen, wobei P eine 
Funktion von 9, g,, 0, ist. Die Frage nach allen krummlinigen Ortho- 
gonalkoordinaten, die Lösungen von derselben Form zulassen, ergab 
durch eine Reihe wichtiger Arbeiten wesentlich gefördert worden. Vgl. L. Bianchi, 
Rom. Rend. dell’ Acc. dei Lincei (5) 12, (1903), p. 511, (5) 13, (1904), p. 359; 
Ann. di Mat. (3) 11, p 93, (3) 12 (1905), p. 19; Demartres, Toulouse Ann. (2) 
4 (1902), p. 341; Demoulin, Paris C. R. 141 (1905), p. 1210; P. Calapso, Palermo 
Rend. 17 (1903), p. 275; Manfredini, Ann. di Mat. (3) 16 (1909), p. 69; L. Raffy,. 
Paris C. R. 138 (1904), p. 1681, 139 (1904), p. 119, 140 (1905) p. 1672; Ann. de 
P’Ee. Norm. (3) 22 (1905), p. 397, (8) 23 (1906), p. 387; Paris C. R. 143 (1906), 
p. 575, 874; Bull. Soc. Math. 35 (1907), p. 259: R. Rothe, Paris C. R. 143 (1906), 
p- 543, 578; Math. Ann. 72 (1912), p. 57; Servant, Paris C. R. 134 (1902), p. 1291; 
Bull. Soc. Math. 39 (1911), p. 162; J. E. Wright, Messenger (2) 32 (1903), p. 133; 
A. E. Young, Amer. Math. Soc. Trans. 8 (1907), p. 415, 10 (1909), p. 79, 

93) J. de Math. (1) 8 (1843), p. 397. - 

94) J. de l’Ec. Pol. (Cah. 30, 1845), p. 141; Paris C.R. 29 (1849), p. 506; 
J. de Math, (1) 14 (1849), p. 401. Ferner Combescure, Ann. de l’Ec. Norm. (1) 4 
(1867), p. 122; Betti, Ann. di Mat. (2) 8 (1877), p. 138—145; Opere IT, p. 399—408; 
A. Pellet, Ann. de l’Ee. Norm. (3) 14 (1897), p. 306. Eine ausführliche Darstel- 
lung erfuhr die Theorie der isothermen Systeme durch de Salvert, Brux. S. Se, 
A 13—18 (1889-1894), auch Paris 1894; R. Kaibara, Tokio Math. Ges. (2) 5 
(1910), p. 416—455. P. @. Tait, Edinb. R. S. Trans. 27 (1872), p. 105; Scient, 
Pap. I, p. 176, behandelt die Aufgabe mit Quaternionen, 

95) Syst. orth., p. 272—277. Das System selbst war schon 1867 Ann. de I’Ee. 
Norm, (1) 4, p. 93 von Combescure angegeben worden, 

96) J. de Math. (1) 12 (1847), p. 256. 
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außer den inversen der_Isothermsysteme nur noch die zyklidischen 
Koordinaten’) (vgl. Nr. 11). 

In dem letzten System lag ein Beispiel dafür vor, daß ein drei- 
fach orthogonales Flächensystem aus lauter Isothermflächen besteht, 
ohne daß das System im physikalischen Sinne als isotherm bezeichnet 
werden kann. Die schwierige und interessante Frage nach allen der- 
artigen Orthogonalsystemen wurde von Darboux”?) gelöst. ker Größen 
H, nehmen in diesem Falle die Form an 
*(72) H— ea 2. \ an ae 
wobei für M und die von o, unabhängigen Funktionen R, vermöge 
der Lamed-Darbouxschen Gleichungen der Rotationen Systeme von 
Differentialgleichungen bestehen, die nur folgende Lösungen zulassen: 

1. R,=R, = 0; diesem Falle entsprechen die drei ersten Typen 
der Isothermsysteme, sowie ihre inversen; 

2. R,= — 4 log a,a, — hlog (eg, — 0,), wobei a, eine Funktion 
von og, allein bedeutet und die Konstante A nur vier Werte anneh- 
men kann! 

a) Für k—= — } ergibt sich das System der konfokalen Zykliden 
und seine Ausartungen, 

b) für =} ein transzendentes System, 

c) für h=1 ein System, das aus lauter Dupinschen Zykliden 
besteht, die im besonderen Falle von dritter Ordnung sind”), 

d) für h=2 ein imaginäres System. 

Die Fälle b) und d) haben bisher keine nähere Untersuchung 


erfahren. 


I 


IV. Die zyklischen Systeme Ribaucours. 


15. Die normalen Kreiskongruenzen. Zu der grundlegenden 
Darbouxschen Differentialgleichung (49) gehören alle Integrale der 
Differentialgleichung erster Ordnung 


(73) H=o(e)(®+Yy?+ 2) +xyp,(e) + YP2(e) + 2950) + P4(o), 


in welcher 9, g, ...g, willkürliche Funktionen des jetzt wieder mit 





97) A. Wangerin, J. f. Math. 82 (1876), p. 145; Darboux, Paris C. R. 83 
(1876), p. 1037, 1099; Ann. de l’Ec. Norm. (2) 7 (1878), p. 305; Syst. orth., p. 222. 

98) Paris C. R. 84 (1877), p. 298; Ann. de l’Ee. Norm. (2) 7 (1878), p. 303 
—343; Syst. orth., p. 212—263. 

99) Diesen besonderen Fall, der auf das von W. Roberts |J. f. Math. 62 (1863), 
p. 57] angegebene System führt, hat zuerst H. Maschke (Über ein dreif. orth. * 
Flächensystem, gebildet aus Fl. 3. O., Diss. Göttingen 1880) eingehend untersucht. 
Vgl. auch J. Gysel (Diss. Zürich 1874). 


15. Die normalen Kreiskongruenzen. 573 


g bezeichneten Parameters der Flächenschar bedeuten, als Partikular- 
lösungen. Insbesondere stellt ' 

(74) H=1 

eine Schar von Parallelflächen (7) dar, die durch die abwickelbaren 
Flächen ihrer gemeinsamen Normalen zu einem dreifach orthogonalen 
System ergänzt werden. Unterwirft man dieses bekannte System (vgl. 
Nr. 1) einer Inversion mit dem Pole (a, b,c), so gehen die Parallel- 
flächen (F) in eine Schar von Flächen (F,) über, die durch die 
Gleichung 


(75) H= ol) — a? + y— b? + (2 — 0) 


dargestellt wird. Die Normalenkongruenz von (F') verwandelt sich in 
eine Kongruenz von Kreisen, die alle durch den festen Punkt (a, b, e) 
gehen und die Flächen F\ neikrseht schneiden. 

Allgemein stellt die Gleichung (73), wenn man die Verhältnisse 
der Koeffizienten p, als konstant voraussetzt, eine Schar von Flächen 
dar, die von 00? Kreisen senkrecht geschnitten werden, und zwar er- 
hält man die Schar als Orthogonalflächen aller Kreise, die eine ge- 
gebene Fläche und eine feste Kugel (oder Ebene) senkrecht schneiden.) 

Systeme von oo? Kreisen, die wie die eben gekennzeichneten eine 
Schar von oo! Flächen senkrecht schneiden, heißen normale Kreiskon- 
ER a Ihre Bedeutung für die Theorie der dreifach orthogonalen 


100) Darboux, Syst. orth., p. 55. Sind die Verhältnisse p(e):9,(@):...:9@,(e) 
nicht alle konstant, so kennzeichnet die Gleichung (73) solche Lamesche Scharen, 
bei denen die Krümmungskreise der Orthogonaltrajektorien längs einer Fläche 
eine feste Kugel senkrecht schneiden, wobei die Kugel von Fläche zu Fläche 
wechselt. 

101) Die Theorie der normalen Kreiskongruenzen in ihrem Zusammenhang 
mit den Problemen der Flächenbiegung und der dreifach orthogonalen Systeme 
wurde zuerst von A. Ribaucour entwickelt. Seine Untersuchungen, die er zunächst in 
einer Reihe von Noten meist ohne Beweis mitteilte [Paris C. R. 67 (1868), p. 1334; 
70 (1870), p. 330; 76 (1873), p. 478, 830], sind in seiner 1876 mit dem Dalmont- 
Preise gekrönten Schrift [Bericht von de la Gournerie, Paris C. R. 84 (1877), p. 811] 
ausführlich dargestellt, aber erst 1891 [J. de Math. (4) 7, p. 5—108, 219—270] ver- 
öffentlicht worden. Er benutzt grundsätzlich, an Mannheim anknüpfend, kine- 
matische Schlußweisen, die er in einer ihm eigenen Weise (Methode der Peri- 
morphie, vgl. Encykl. II D 3 (R. v. Lilienthal), Nr. 27, p. 164) analytisch formu- 
lierte. Bianchi [Giorn. di Mat. 21 (1883), p. 275; 22 (1884), p. 333] behandelte den 
Gegenstand mit den klassischen Methoden der Flächentheorie. Vgl. auch die 
zusammenfassende Darstellung von Darboux, Th. des surf. II, p. 314—346; IV, 
p. 111—197. Eine systematische Darstellung der Kreiskongruenzen und -kom- 
plexe auf Grund der Kugelgeometrie gab neuerdings J. L. Coolidge, Amer. Math. 
Soc. Trans. 15 (1914), p. 107. Die Kreiskongruenzen im R, behandelt U. Sbrana, 
Palermo Rend. 19 (1905), p. 258; 21 (1906), p.1. 
Encyklop. d. math. Wissensch. III 8. 38 
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Systeme liegt in dem Satze, daß die Orthogonalflächen einer normalen 
Kreiskongruenz stets eine Lamesche Schar bilden. 

Um zu einer analytischen Darstellung der Kreiskongruenzen zu 
kommen, bezeichne man mit (&,n,$) die kartesischen Koordinaten 
eines Punktes des Kreises, mit (%,, %, 2.) die Koordinaten des Mittel- 
punktes, mit R den Radius, mit («,, ßı, %ı), (&, Pa, 93) die Richtungs- 
kosinus zweier aufeinander senkrechter Richtungen in der Kreisebene; 
dann stellen die Gleichungen 
(76) £E= 2,4 R(a, cost + sind), +: 
ein System von oo° Kreisen dar, wenn alle Bestimmungsgrößen des 
Kreises als Funktionen zweier Parameter g,,0, gegeben sind. Die 
Beltramische Bedingung für die Normalflächen einer Kurvenkon- 
gruenz!?) nimmt hier die Form an 
(77) A+Bsint+ (Ccot=0, 
wobei die Funktionen A, B, C von g,, 0, allein abhängen. Verschwin- 
den sie nicht identisch, so haben die Kreise nur zwei Orthogonal- 
flächen; sie besitzen unendlich viele, wenn gleichzeitig A=B=(=0 
ist, d.h. ein System von oo? Kreisen, die von mehr als zwei Flächen 
senkrecht geschnitten werden, besitzt o0' Orthogonalflächen, und zwar 
schneiden je vier Flächen alle Kreise des Systems nach demselben 
Doppelverhältnis.'0®) 

Zur Bestimmung einer normalen Kreiskongruenz geht man zweck- 
mäßig von einer ihrer Orthogonalflächen (z, y,2) aus, für die @,,@; 
die Parameter der Krümmungslinien sein mögen. Die Fundamental- 
größen erster Ordnung der Fläche seien H,?,0, H,? und die Richtungs- 
kosinus der Parameterkurven ge, — konst., 0, —= konst. (X,, Y,, Z,) und 
(X,, Y,, Z,); dann ist der Mittelpunkt des Kreises durch die Gleichungen 


do, H,öe, de ' H, de, 9%’ 


(78) = 2 + R(X,cosp + X,sin p),-- 
gegeben. Ist dann % eine Lösung der Differentialgleichung 
(79) Ki, BREN 1: 1 EA 2021 


102) Giorn. di Mat. 2 (1864), p. 267; vgl. IID1,2 (H. v. Mangoldi), Nr. 28, 
p. 55. 

103) Ribaucour, ParisC. R. 70 (1870), p.330; J.de Math. (4) 7 (1891), p.230—233; 
Bianchi, Giorn. di Mat. 22 (1884), p. 336. Eine Ebene und eine Kugel schneidet 
ihre Orthogonalkreise immer in zwei Punkten, daher bilden die Kreise, die eine 
beliebige Fläche und eine Kugel (oder Ebene) senkrecht schneiden, immer eine 
Normalkongruenz. Ihre Orthogonalflächen sind, wie schon oben angegeben wurde, 
durch die Gleichung H= a(@’+ y?+3)+bx+cy+ dz-+ e, in der a,b,c,d,e 
Konstanten bedeuten, gekennzeichnet (Ribaucour a. a. O.; Derboux, Th. des surf.. 
I, p. 261; Syst. orth., p. 55). 


a a a a a ii 
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der die Koordinaten x, y,z der Orthogonalfläche, sowie der Ausdruck 
#® + y®+- 2? genügen, so ergibt sich der Kreisradius aus der Gleichung 


we — (1 dlogy\? , (1 ölogy\2 
(80) BEI IEN (2 de, ) 3 (m ög, ) 
der Winkel @ aus: 
u eloge er Bin 
(81) ge H, 0 ° ee H, 08 


Ist damit der Kreismittelpunkt gefunden, so ergeben sich die Ortho- 
gonalflächen der Kongruenz durch die Quadratur 


RE 10 10 
(82) #57 (c - [4 dr dt 5, d9,)), 
in der R,,.R, die Hauptkrümmungsradien der Fläche (2, y, 2), die zu 
den Krümmungslinien go, — konst. bzw. 9, — konst. gehören !®), und C 
eine Integrationskonstante bedeutet. 

16. Die zyklischen Linienkongruenzen. Konstruiert man für 
jeden Kreis einer normalen Kongruenz seine Achse MN, d.h. die 
Gerade, die auf der Kreisebene im Mittelpunkte senkrecht steht, so 
liegt diese in den Tangentialebenen aller Orthogonalflächen. Die Gesamt- 
heit der Achsen bildet eine Linienkongruenz, die man als ein zykli- 
sches Strahlensystem'®) bezeichnet. Seine Brennpunkte M= (,,y,,2,), 
NZ (&,%,2;) liegen auf den Tangenten an die Krümmungslinien 
der Orthogonalflächen (z, y,2) der zugeordneten normalen Kreiskon- 
gruenz, und ihre Koordinaten sind: 


RE RER IE LET EEE 
(83) ATETien ‚Gg—=% ou 09,’ ’ 
09, { 00, 


wenn y die der Kreiskongruenz entsprechende Lösung der Gleichung (79) 
ist. Die Richtungskosinus der Kongruenzstrahlen sind proportional zu 
den Größen 


(84) u a 7 Pre ., 


die einer Gleichung von der Form 


GR in. KOm dB ..1,0m 08 
(86) 090,00 mög,de, n 90,0% ER 
genügen, wobei ®,, ®,, ®, durch eine Gleichung 
(86) 9°+9°+ 9’ — m’Pi?+ n"P;? 


104) Bianchi, Vorles. p. 351. Dasselbe Problem behandelte P. Calapso, 
Palermo Rend. 23 (1909), p. 329 mit Benutzung der Invarianten der konformen 
Gruppe, Vgl. auch die Darstellung von Ooolidge (Fußnote 101). 

105) Bianchi, Annali di Mat. (2) 18 (1890), p. 302; Vorles. p. 350. 

38* 
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verbunden sind, in der P; eine Funktion von g, allein bedeutet.!%) 
Umgekehrt charakterisieren drei Lösungen einer Gleichung (85), die 
der Bedingung (86) genügen, eine Linienkongruenz als zyklisch; die 
Bedingung der zyklischen Kongruenzen hängt daher nur von ihrem 
sphärischen Bilde ab, d. h. jede Kongruenz, die mit einer zyklischen 
das sphärische Bild der abwickelbaren Flächen gemeinsam hat, ist 
gleichfalls zyklisch. Unter den zyklischen Kongruenzen, die dasselbe 
sphärische Bild besitzen, gibt es nun stets unendlich viele, deren zu- 
geordnete Kreiskongruenzen durch Inversion aus einer normalen Linien- 
kongruenz hervorgehen. Das Problem des sphärischen Bildes ist somit 
durch ausführbare Operationen lösbar, so daß die Bestimmung aller 
zyklischen Kongruenzen nur die Lösung der Guichardschen Gleichung!”) 
für den Brennpunktsabstand 2t: 


0% 12\ dt 12] t o (12 12 
rettet baln)tanle) re 
erfordert. Nach Auflösung dieser Gleichung ergibt sieh die Mittel- 
fläche des Strahlensystems durch Quadraturen. 

Eine mit der Gleichung (86) gleichwertige Bedingung dafür, daß 


eine Kongruenz zyklisch ist, ergibt sich durch Einführung des Win- 
kels 6 durch die Gleichung!) 


BB sino—"; 





dieser genügt dem Gleichungssystem 
0co86 2 12 
a 2(cos 6 — 1)! z 


89 f 
nn Bee _ ost 1, 


nebst der Integrabilitätsbedingung 
tele tlillel 


106) ©. Gwichard, Ann. de l’Ee. Norm. (3) 15 (1898), p. 192. In dem vorlie- 


genden Falle ist m = H, ne ‚n=äJ, = und PR =P,=1. Die Bedingung 
2 1 

(86) bleibt aber ungeändert, wenn man #,, 9, ®, mit demselben Faktor multi- 

pliziert. 


2 


107) Ann. del’Ec. Norm. (3) 6 (1889), p.344. Bianchi, Vorles. p. 363. Die Glei- 
chung ist die Adjungierte zu derjenigen Differentialgleichung, der die Richtungs- 
kosinus als Funktion der Parameter e,, eg, genügen. Die Christoffelschen Ver- 
bindungen ve und beziehen sich auf die Fundamentalgrößen €, %, & 
des sphärischen Bildes der abwickelbaren Flächen. 

108) Bianchi, Annali di Mat. (2) 18 (1890), p. 320; 19 (1891), p. 184. Vorl. 
p. 355. 
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Im allgemeinen gibt es zu jeder zyklischen Linienkongruenz nur 
eine normale Kreiskongruenz; ist dagegen | 
0% ö (12 ö (12 12) (12 
(91) all mnlıl=2ln le) 


so gibt es deren unendlich viele, die zyklischen Strahlensysteme sind 
in diesem Falle Ribaucoursche Kongruenzen, deren erzeugende Flächen, 
auf Asymptotenlinien bezogen, durch den Ausdruck 

—1 
(92) STEIN, 
des Krümmungsmaßes gekennzeichnet sind.!) In diesem Falle ist 


AT k 
(03) ws Vearr 


und jedem Wert der Konstante % entspricht eine normale Kreiskon- 
gruenz. Ist die erzeugende Fläche pseudosphärisch, so sind die Kon- 
gruenzen Guichardsche, d. h. solche Strahlensysteme, deren abwickel- 
bare Flächen dieselben Bilder haben wie die Asymptotenlinien. der 
pseudosphärischen Flächen.!%) | 

Eine zyklische Kongruenz ist nur dann ein Normalensystem, 
wenn es aus den Normalen einer pseudosphärischen Fläche besteht 
oder aus den Normalen einer Fläche, die mit einer pseudosphärischen 
Fläche das sphärische Bild der Krümmungslinien gemeinsam hat.!!0) 
Diese Flächen sind von L. P. Eisenhart!") eingehend untersucht wor- 
den, ebenso die sich von ihnen herleitenden zyklischen Systeme.t!?) 


17. Kugelkongruenzen. Mit der Theorie der Kreissysteme auf 
das engste verknüpft ist die Untersuchung von Kugelkongruenzen; 








109) Biancht, Rom. Acc. Line. Rend. (4) 6 (1890, 1. Sem.), p. 435, 552; An- 
nali di Mat. (2) 19 (1891), p. 185; Vorles. p. 355. E. Cosserat, Paris C. R. 113 (1891), 
p.460, 498 zeigt, daß die Ebenen der Kreise aller Kreiskongruenzen, die sich 
von einer Ribaucourschen Kongruenz ableiten lassen, ihre Hüllflächen in den 
Punkten einer Geraden berühren. Diese Geraden bilden eine Kongruenz, deren 
abwickelbare Flächen denen der ursprünglichen Kongruenz entsprechen und die 
Hüllflächen der Kreisebenen in konjugierten Netzen schneiden. Vgl. auch die 
zusammenfassende Darstellung der zyklischen Kongruenzen von @. Tzitzeica, Ann. 
de l’Ee. Norm. (3) 16 (1894), p. 137. 1058 

110) Bianchi, Annali di Mat. (2) 19; Vorles. p. 358. 

111) Amer. J. 27 (1905), p. 113; 28 (1906), p. 47; Annali di Mat. (8) 12 
(190), p. 113. 

112) Amer. J. 29 (1907), p. 168. Der bemerkenswerte Fall, daß die Kugeln, 
die über dem Brennpunktsabstand konstruiert werden können, eine feste (reelle 
oder imaginäre) Kugel senkrecht schneiden, war schon vorher von Bianchi, An- 
nali di Mat. (2) 24 (1896), p.247 behandelt. Vgl. auch Darboux, Th. des surf. 
IV, p. 322. 
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diese bildeten nicht nur historisch den Ausgangspunkt für die Ent- 
wicklung der Fragestellung, sondern sind auch wesentlich für die Dar- 
stellung der dreifach orthogonalen Systeme, die mit den Kreiskon- 
gruenzen verknüpft sind. 

Eine Kongruenz von Kugeln, deren Mittelpunkte auf einer Fläche 
(x, y, 2) liegen, ist durch die Gleichung 
(94) E-)’+W-W+E-’—-R 
gekennzeichnet. Sie besitzt eine Hüllfläche, die aus zwei (reellen oder 
imaginären) Schalen besteht, entsprechend ihren beiden Berührungs- 
_ punkten mit jeder Kugel der Kongruenz. Die Verbindungslinien dieser 
Berührungspunkte, die Berührungssehnen 

6 6 02 oR 
3 E-d tu WE te N.trRn, 9 
(12) 


bilden eine Linienkongruenz C,, deren abwickelbaren Flächen auf der 
Fläche der Mittelpunkte ein konjugiertes Kurvennetz entspricht, und 
deren Brennebenen zu den Tangenten desselben Kurvennetzes senk- 
recht stehen.) Sind g,,0, die Parameter dieses konjugierten Systems, 
so besitzt die Gleichung desselben 

09 0% 8 
> a 
außer den kartesischen Koordinaten 2, y, z2 auch die Verbindung 
22-4 y? + 2° — R® als Partikularintegrale.'!t) Konstruiert man weiter 
in den Endpunkten der Berührungssehnen die Tangentialebenen an 
die Hüllfläche, so schneiden sich diese in den Geraden einer zweiten 
Kongruenz (,, deren abwickelbare Flächen einem zweiten konjugierten 
System auf der Fläche (x, y, 2) entsprechen. Ist die Fläche auf dieses 
System als Koordinatenlinien bezogen, so hat die entsprechende Gleichung 

0°’% 08 0% Y 
2) Be at Don 
die kartesischen Koordinaten und den Kugelradius R zu Partikular- 
integralen.!!®) Liegt der besondere Fall vor, daß auf den beiden Män- 
teln der Hüllfläche sich die Krümmungslinien entsprechen, so fallen 
auf der Fläche der Kugelmittelpunkte die beiden konjugierten Systeme 


113) Ribaucour, Paris C. R. 67 (1868), p. 1334; Darboux, Th. des surf. II, p.324; 
Tzitzeica, Ann. de l’Ec. Norm. (3) 16 (1899),|p. 187. Bei einer Biegung der Fläche 
der Mittelpunkte bleiben die Berührungspunkte mit der Hüllfläche auf den Ku- 
geln ungeändert. 

114) Darboux, Th. des surf. II, p. 323. 

115) Darboux, Th. des surf. II, p. 325. 
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81. Flächen, die das sphärische Bild der Krümmungslinien gemeinsam haben. 579 


zusammen, die Gleichungen (96) und (97) werden identisch und be- 
sitzen fünf Integrale x, y,2,R und @-+y?+2°— R?. In diesem 
Falle ist die Kongruenz CO, zyklisch, die Kreise des entsprechenden 
normalen Kreissystems gehen durch die Endpunkte der Berührungs- 
sehne und schneiden in ihnen die Hüllfläche der Kugeln rechtwinklig.!"®) 
Umgekehrt können je zwei Flächen F, F,, die die Kreise einer nor- 
malen Kreiskongruenz senkrecht schneiden, als die beiden Schalen der 
Hüllfläche von Kugeln aufgefaßt werden, deren Mittelpunkte M in 
den Schnittpunkten entsprechender Normalen von F, F\ liegen. Dem 
System der Krümmungslinien der gegebenen Flächen entspricht das 
System der abwickelbaren Flächen sowohl in der Kongruenz der Be- 
rührungssehnen als auch in der zyklischen Kongruenz, die durch die 
Schnittgerade entsprechender Tangentialebenen an F und F\, gebildet 
wird. Die Brennpunkte dieser letzteren Kongruenz liegen auf den 
Tangenten an die Kurven eines konjugierten Systems der Fläche der 
Kugelmittelpunkte. 

18. Flächen, die das sphärische Bild der Krümmungslinien 
gemeinsam haben. Ein zweiter besonders wichtiger Fall des Ribau- 
courschen Satzes tritt ein, wenn das konjugierte System, das auf der 
Mittelpunktsfläche F der Kugeln den abwickelbaren Flächen der Be- 
rührungssehnen entspricht, von Krümmungslinien gebildet ist, d. h. 
wenn die Gleichung der Krümmungslinien 

0 (1 0% 0 (1 0% 

(98) De 3 2) — De Bröe)’ 

in der R, und A, die Hauptkrümmungsradien bedeuten, außer x, y, 2, 
2-9? + 2? auch das Quadrat R? des Kugelradius als Partikular- 
integral besitzt. In diesem Falle bilden die Berührungssehnen eine 
Normalenkongruenz, deren Orthogonalflächen dasselbe Bild der Krüm- 
mungslinien haben wie F.!!”) Die Kreise, die durch die Punkte von 
F und die Endpunkte der zugehörigen Berührungssehne gelegt werden 
können, also die inversen Bilder der Berührungssehnen bezüglich der 
entsprechenden Kugel, bilden eine Normalkongruenz, deren Orthogonal- 
flächen aus denen der Berührungssehnen durch Inversion an den Kugeln 
der Kongruenz hervorgehen.!'?) Umgekehrt lassen sich jedem Paare 
von Flächen mit demselben Bilde der Krümmungslinien solche Kon- 
gruenzen von Kugeln zuordnen, deren Mittelpunkte auf der einen 
Fläche liegen und deren Berührungssehnen die Normalen der zweiten 


116) Ribaucour, Paris ©. R. 70 (1870), p. 332; J. de Math. (4) 7 (1891), p. 228. 

117) Ribaucour, Paris C. R. 67 (1868), p. 1334; Darboux, Th. des surf. IV, 
p. 140. 

118) Darboux, Th. des surf. IV, p. 142 
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Fläche sind, Die Bestimmung der normalen Kreiskongruenzen ist so- 
mit auf das engste verknüpft mit dem Problem der Flächen mit der- 
selben sphärischen Abbildung''?), und dieses wiederum geht mit Hilfe 
der Lieschen Berührungstransformation, die Kugeln in gerade Linien 
verwandelt'?®), in die Aufgabe der unendlich kleinen Verbiegung über. 
Beide Probleme hängen von der Lösung eines Gleichungssystem von 
der Form 





OB _ 3 S8 IP _ 32 99 
(99) 08, 08, 09, cQ, 
> oß ER a 32 0a op Ka 12 og 
08, 00. 0% 00, 


ab, die auf die Integration einer linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit gleichen Invarianten hinauskommt.'?!) 


19. Die normalen Kreiskongruenzen und die Theorie der 
Biegung. Wenn eine Kurvenkongruenz aus lauter ebenen Kurven be- 
steht, so umhüllen die Ebenen der Kurven eine Fläche F. Die Be- 
dingung dafür, daß die Kongruenz normal ist, d.h. daß ihre Kurven 
eine Schar von oo! Flächen senkrecht schneiden, hängt nur von den 
Fundamentalgrößen erster Ordnung der Fläche F ab, bleibt also bei 
einer beliebigen Biegung der Fläche invariant.'”) Verbiegt man also 
insbesondere die Hüllfläche der Ebenen aller Kreise, die eine normale 
Kreiskongruenz bilden, unter Mitführung ihrer Tangentialebenen, so 
werden die Kreise auch in der neuen Stellung eine normale Kreis- 
kongruenz bilden. Dabei gibt es nun stets — wenn man von dem 
trivialen Fall absieht, daß die Ebenen der Kreise eine abwickelbare 


119) Dieser Zusammenhang der T'heorie der Kreissysteme mit dem Problem 
der sphärischen Abbildung führte Ribaucour, Paris ©. R. 67 (1868), p.1334 auf einen 
neuen Weg zur Begründung der von Combescure und Darboux gefundenen Parallel- 
zuordnung von dreifach orthogonalen Systemen (vgl. Nr. 5). Ist-nämlich ein sol- 
ches gegeben, für das das Linienelement des Raumes durch den Ausdruck 
ds’—= H’do®+ H,°’de,’+ H,’deo,” dargestellt wird, und konstruiert man für 
alle Flächen go = konst. die Kugeln, für die das Quadrat des Radius dem Lame- 
schen Gleichungssystem (13) genügt, so erhält man eine Lamesche Schar, deren 
Flächen denen der gegebenen Flächen g= konst. parallel zugeordnet sind. 

120) IID7 (H. Liebmann), Nr. 12, p. 472. 

121) Darboux, Th. de surf. IV, p.170. Es ist bemerkenswert, daß die Glei- 
chungen (99), die das Problem der sphärischen Abbildung lösen (bis auf die Be- 
zeichnung der Parameter), mit den ersten beiden Gleichungen des Systems (39) 
und (44) übereinstimmen, von denen die allgemeinen dreifach orthogonalen Sy- 
steme abhängen. 

122) Ribaucour, Paris ©. R. 70 (1870), p. 330; Bianchi, Giorn, di Mat. 21 
(1888), p. 275; Darbou.x, Th. des surf. III, p.’351. 


19. Die normalen Kreiskongruenzen und die Theorie der Biegung. 581 


Fläche umhüllen®) — eine solche Biegung, bei der die sämtlichen 
Kreise der Kongruenz auf einen und denselben Minimalkegel fallen.!?*) 
Umgekehrt erhält man die allgemeinste normale Kreiskongruenz, in- 
dem man die Tangentialebenen einer Fläche mit einem Minimalkegel 
schneidet und dann die Fläche unter Mitführung ihrer Tangential- 
ebenen beliebig verbiegt. Die Gesamtheit der normalen Kreiskon- 
gruenzen, deren Ebenen eine gegebene Fläche F umhüllen, wird da- 
mit in Gruppen von je 003 Kongruenzen zerlegt, von denen jede Gruppe 
einer Biegungsfläche der Fläche F entspricht. 

Analytisch stellt sich dieser Zusammenhang zwischen der Theorie 
der Kreiskongruenzen und dem Biegungsproblem in der Weise dar, 
daß die Grundgleichung des letzteren !?°) 


(100) Ar20+ Ag + KAg—2)+1=0, 
ndrg=4@® + y? + #°) bedeutet, auch für die Theorie der Kreis- 
systeme grundlegend ist. Bezeichnet R den Radius eines Kreises und « 


den Abstand seines Mittelpunktes vom Berührungspunkt der Kreis- 
ebene mit ihrer Hüllfläche, so genügt die Größe 


(101) - = 4(a— R) 


derselben Gleichung. Ist dann (u, v) ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system auf der Hüllfläche (x, %,, &,), SO wird der Kreismittelpunkt 
dureh die Gleichungen 
(102) RE ERTL A 

a 0. E du du G ovov? 
gegeben.'?*) Dabei ist allerdings zu beachten, daß einem reellen Paar 
von abwickelbaren Flächen stets imaginäre Kreise entsprechen, wäh- 
rend eine Lösung von (100), die auf eine reelle Kreiskongruenz führt, 
immer eine imaginäre Biegungsfläche ergibt.12”) 

Fassen wir die Ausführungen der letzten beiden Nummern zu- 
sammen, so ergibt sich, daß die Theorie der Kreissysteme das Band 
ist, das die Theorie der Biegung mit der Theorie der sphärischen Ab- 
bildung derart verknüpft, daß ein Fortschritt auf dem einen Gebiete 


123) Betr. dieses Falles vgl. Ribaucour, J. de Math. (4) 7 (1891), p. 261; 
J. Haag, Ann. de l’Ee. Norm. (3) 27 (1910), p. 257 (Thöse). 

124) Darboux, Th. des surf. III, p. 354; Ribaucour, Paris C.R. 113 (1891), p. 304, 
324. Der Satz gilt auch für den elliptischen und hyperbolischen Raum (U. Sbrana, 
Palermo Rend. 21 (1906), p. 24). 

125) III D 6a (A. Voß), p. 396; Bianchi ‚ Vorles, p.116; Darboux, Th.. des 
surf. III, p. 259. 

126) L. Bianchi, Lezioni II, p. 139. 

127) Betreffs der Realitätsverhältnisse vgl. Darboux, Th. des surf. IV, p. 162. 
Bianchi, Lezioni II, p. 143. 
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unmittelbar einen Fortschritt in der andern Richtung bedingt. Von 
den zahlreichen daraus gezogenen Schlußfolgerungen, die sich in der 
angeführten Literatur finden, sei nur noch ein Satz Ribaucours ge- 
nannt: Besitzen zwei Flächen dieselbe sphärische Abbildung und ver- 
biegt man die Hüllfläche der Ebenen entsprechender Normalen unter 
Mitführung ihrer Tangentialebenen, so bilden die Geraden auch in der 
neuen Lage die Normalensysteme zweier Flächen mit derselben sphä- 
rischen Abbildung.'?®) 


20. Besondere Kreiskongruenzen. Der Darbouxsche Satz der 
vorigen Nummer ist das wichtigste Hilfsmittel zur Untersuchung be- 
sonderer Typen von normalen Kreiskongruenzen, von denen die be- 
merkenswertesten hier zusammengestellt seien. 


1. Normale Kreissysteme, die aus kongruenten Kreisen bestehen. 
Bestehen die Kreise einer Normalkongruenz aus lauter kongruenten 
Kreisen, so ist die Hüllfläche entweder abwickelbar — in .diesem 
Falle entsteht die Kongruenz, indem die Ebene einer Schar kongruen- 
ter Kreise auf einer abwickelbaren Fläche abrollt —, oder aber die 
Hüllfläche läßt eine solche Biegung zu, daß die in den Tangential- 
ebenen mitgeführten Kreise der Kongruenz alle auf einen Minimalkegel 
fallen. Ist R der konstante Radius aller Kreise, so wird die Biegungs- 
fläche eine Kugel mit dem Radius Ri; die gesuchten Kongruenzen 
bestehen demnach aus den Kreisen vom Radius R, die um die Punkte 


einer Fläche F von dem konstanten Krümmungsmaß — 58 in den 


Tangentialebenen der Fläche konstruiert werden können”); die Ortho 
gonalflächen der Kreise sind dann die Flächen desselben Krümmungs- 


1 
maßes — DE 


formation hervorgehen. 

2. Die orthogonalen Kreiskongruenzen, deren Ebenen durch einen 
Punkt gehen, bestehen aus Kreisen, die eine Kugel senkrecht schnei- 
den oder deren Ebenen einen festen Kegel umhüllen (vgl. Nr. 15). 


die aus F durch die Bianchische Komplementärtrans- 


128) Ribaucour, Paris C. R. 113 (1891), p. 304, 324; Darboux, Th. des surf. 
IV, p. 145. 

129) Ribaucour, Paris C. R. 70 (1870), p. 331; Bianchi, Giorn. di Mat. 21 (1883), 
p.278. Vgl. II D6a (A. Voss), p. 417. — Die Frage nach den normalen Kurven- 
kongruenzen, die aus lauter kongruenten ebenen Kurven bestehen, ist von Ribau- 
cour, J. de Math. (4) 7 (1891), p. 256 auf die Bestimmung derjenigen ebenen Kurven 
zurückgeführt worden, die durch die Gleichung pe—=kx zwischen dem Krüm- 
mungsradius e, dem Abstand p der Tangente vom Koordinatenanfang und der 
Absaisse x (k— konst.). Die Ebenen der Kurven umhüllen eine Fläche konstan- 
ter Krümmung. 


21. Die zyklischen Systeme. 583 


Ihre endliche Darstellung gab S. Carrus"?), auch für den Fall, daß 
der feste Punkt im Unendlichen liegt. 

3. Normale Kreissysteme, deren Achsen eine Normalkongruenz 
bilden (vgl. Nr. 16); die Orthogonalflächen der Achsenkongruenz haben 
dasselbe sphärische Bild der Krümmungslinien wie eine pseudosphä- 
rische Fläche.’””*) Genauer untersucht ist der Fall, daß die Kugeln 
über dem Brennpunktsabstand als Durchmesser eiue feste (reelle oder 
imaginäre) Kugel senkrecht schneiden. Die Normalen ihrer Ortho- 
gonalflächen bilden ebenfalls zyklische Normalsysteme derselben Art.131) 

4. Normale Kreiskongruenzen, deren Ebenen ein Paraboloid um- 
hüllen, sind von Bianchi‘”?) im Anschluß an die Biegungstheorie des 
Paraboloids untersucht worden, mit der ja das Problem ihrer Bestim- 
mung analytisch gleichwertig ist. 

21. Die zyklischen Systeme. Mit den normalen Kreiskongruenzen 
sind gewisse dreifach orthogonale Systeme auf das engste verknüpft, 
die als zyklische Systeme bezeichnet werden.!#?) Die erste Lamesche 
Schar eines solchen besteht aus den Orthogonalflächen (F) der Kon- 
gruenz; um die Flächen ihrer Ergänzungsscharen zu erhalten ‚ geht 
man von einer Fläche F' aus und konstruiert die Kreise der Kon- 
gruenz, die eine beliebige Krümmungslinie von F schneiden; diese 
liegen dann als Krümmungslinien auf einer der gesuchten Flächen. 
Die zyklischen Systeme sind demnach dadurch gekennzeichnet, daß 
zwei ihrer Lameschen Familien aus Flächen besteht, die eine Schar 
von kreisförmigen Krümmungslinien besitzen. 

Zur Bestimmung der zyklischen Systeme geht man entweder von 
einer zyklischen Linienkongruenz aus!) -oder von einer Orthogonal- 
fläche der Kreiskongruenz.!?°) Im ersten Falle ist nach Bestimmung 
der Mittelfläche der Kongruenz durch Auflösung der Gleichung (87) 
und der daranschließenden Quadraturen der Ort der Kreismittelpunkte 





130) Ann. de la Fac. de Toulouse (2) 8 (1906), p. 153. Die Kongruenzen von 
Kreisen, deren Ebenen eine Kugel umhüllen, untersucht L. Bianchi, Ann. de 
l’Ee. Norm. (3) 19 (1902), p. 325. Die zugehörige zyklische Strahlenkongruenz 
ist in diesem Falle eine Normalenkongruenz. 

1308) Bianchi, Vorl. p. 358. 

131) L. Bianchi, Annali di Mat. (2) 24 (1896), p. 347. 

132) Annali di Mat. (3) 24 (1904), p. 300. Allgemeiner wird dort das Pro- 
blem der normalen Kreiskongruenzen behandelt, deren Kreisebenen eine Fläche 
umhüllen, deren erste Fundamentalform ds’= (a, u®-+ 2a,,u+ A,,)Au?-- 2(a,,uv 
TG U +40 + a,,)dudv-+ (a,,v°+2a,,0 + a,,)dv? ist. 

133) Ribaucour, Paris ©. R. 70 (1870), p. 331. 

134) Bianchi, Annali di Mat. (2) 19 (1891), p. 186; Vorles. p. 359. 

135) Darboux, Th, des surf. II, p. 341 
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zu bestimmen, worauf sich die Gleichungen der Orthogonalflächen nach 
Auflösung einer totalen Differentialgleichung ergeben. Im zweiten 
Falle konstruiert man eine Kongruenz von Kugeln, die die gegebene 
Örthogonalfläche F' berühren, und zwar derart, daß auf dem zweiten 
Mantel F, der Hüllfläche der Kugeln die Krümmungslinien denen der 
gegebenen Fläche entsprechen; dann ist F\ eine zweite Orthogonal- 
fläche der Kreiskongruenz. Die Bestimmung dieser Kugeln erfordert 
die Auflösung der Rodriguesschen Differentialgleichungen 


108) og +mz=0 D+HRze=0, 

(R,, R, sind die Hauptkrümmungsradien der gegebenen Fläche), die, 
nach A bzw. u aufgelöst, die Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
ergeben, denen die Punkt- bzw. Ebenenkoordinaten (x, y, 2) bzw. 
(X, Y,Z,V) von F als Funktionen der Parameter g,, 0, ihrer Krüm- 


mungslinien genügen. Ist ein zusammengehöriges Lösungssystem A, u 
gefunden, so werden die Kugeln durch eine Gleichung 


10) > HE - PR MFH 

TAe-M) LIMN WITZ WEN 
dargestellt. Ist für A eine bestimmte Partikularlösung der Gleichung 
gewählt, der 2,9, 2 nebst x°-+ y?+ z° genügen, so wird die zuge- 
hörige Funktion u durch eine Quadratur, also nur bis auf eine addi- 
tive Konstante g bestimmt; jedem Werte von A entsprechen demnach 
oo! Flächen F,, und alle Br Flächen sind Orthogonalflächen des- 
selben Kreissystems. 

Ist ein beliebiges dreifach orthogonales System bekannt; dem die 
Fläche F angehört, so kennt man auch eine Partikularlösung von A, 
den Lameschen Differentialparameter MH der Schar go = konst., der 
die Fläche F angehört. Dieser Lösung entspricht daher auch ein 
orthogonales System von Kreisen, und zwar ist dieses-von den Krüm- 
mungskreisen der Orthogonaltrajektorien der Flächen g = konst. in 
ihren Schnittpunkten mit der gegebenen Fläche F' gebildet.'%) Die 
Ebenen dieser Krümmungskreise stehen auf den Aguiditannire 
H — konst. senkrecht. 

In der Tatsache, daß zu jedem dreifach orthogonalen Flächen- 
system längs einer beliebigen seiner Flächen ein berührendes zyklisches 
System ‚konstruiert werden kann, liegt das Interesse begründet, das 
dieses spezielle Problem für die allgemeine Theorie der Orthogonal- 
systeme besitzt. 


136) Ribaucour, Paris C. R. 70 (1870), p. 332; J. de Math. (4) 7 (1891), 
p. 231; Bianchi, Annali di Mat. (2) 13 (1885), p. 193. 


21. Die zyklischen Systeme. Be 585 


Wird ein zyklisches System einer Combescureschen Paralleltrans- 
formation unterworfen, so verwandelt es sich in ein Orthogonalsystem, 
in welchem die eine Lamesche Schar lauter ebene Orthogonaltrajek- 
torien besitzt und die beiden anderen je eine Schar von ebenen 
Krümmungslinien. Umgekehrt ist jedes Orthogonalsystem mit einer 
Schar ebener Krümmungslinien unendlich vielen zyklischen Systemen 
parallel zugeordnet.!?’) Andererseits steht auch diese Frage mit dem 
Biegungsproblem in engster Beziehung: Wenn man eine Fläche F 
auf einer ihrer Biegungsflächen F, abrollen läßt, so schneidet eine 
mit F' fest verbundene Tangentenfläche einer Minimalkurve die je- 
weilige gemeinsame Berührungsebene in einer Kurve ©. Die Gesamt- 
heit dieser Kurven C bildet die allgemeinste normale Kongruenz von 
ebenen Anren, deren Orthogonalflächen eine Lamesche Schar bilden. 29) 


137) Auf Uran Wege bestimmt Darboux, Th. des surf. IV, p. 296 .alle 
Orthogonalsysteme mit einer Schar von ebenen Orthogonaltrajektorien. Die Frage- 
stellung wurde zuerst von O. Bonnet, Paris C. R. 54 (1862), p. 554, 655 in An- 
griff genommen und von Ribaucour, Paris C. R. 70 (1870), p. 330; Darboux, 
Ann. de l’Ec. Norm. (1) 3 (1866), p. 124; P. Adam, These, Paris 1887 (vgl. Fuß- 
note 56) und Bianchi, Annali di Mat. (2) 19 (1891), p. 177, Vorles., p. 648 weiter 
gefördert. Mit Lameschen Scharen, deren Orthogonaltrajektorien ebene Kurven 
sind, deren Ebenen durch einen festen Punkt gehen, beschäftigt sieh S. Carrus, 
Paris C. R. 143 (1906), p. 23; Toulouse Ann. (2) 8 (1906), p 153—239. 


138) Ribaucour, Paris C.R. 113 (1891), p. 326; Darboux, Th. des surf. IV, p. 164; 
E. Cosserat, Toulouse Ann. 8 (1894), B. 1—9. Auf dieser Verallgemeinerung: des 
Darbouxschen Satzes beruht eine zweite Methode zur Bestimmung des ÖOrtho- 
gonalsystems mit ebenen Krümmungslinien. — Es ist zu beachten, daß diese 
Konstruktion nicht die allgemeinste Normalenkongruenz ebener Kurven ergibt, 
sondern nur diejenigen, deren Ortbogonalflächen eine Lamesche Schar bilden. 
Während dies bei normalen Geraden- und Kreiskongruenzen immer der Fall ist 
[Ribaucour, Paris C. R. 70 (1870), p. 333; Biancht, Giorn. di Mat. 12 (1884), p. 344], 
ist im allgemeinen die Orthogonalschar einer Kurvenkongruenz offenbar nicht 
in einem dreifach orthogonalen Flächensystem enthalten, da ja zu jeder beliebigen 
Schar von Flächen eine Kongruenz von Kurven gehört, die sie senkrecht durch- 
setzen. Das Problem der Kongruenz ebener Kurven, die eine Schar von Ortho- 
gonalflächen besitzen, ist von A. Ribaucour, J. de Math. (4) 7 (1891) gestellt, 
sodann von E. Cosserat, Toulouse M&m. (10) 1 (1901), p. 144, Nouv. Ann. (3) 19 
(1900), p. 372 für besondere Fälle gelöst. $. Carrus, Paris C. R. 140 (1905), p. 208, 
Toulouse Ann. (2) 8 (1906), p. 153 führt die Aufgabe auf eine Differential- 
gleichung dritter Ordnung zurück, die in ihrem Bav mit der Darbouxschen 
Gleichung (Nr. 8, Formel 49) die größte Ähnlichkeit aufweist und von der Dar- 
boux, Paris C. R. 140 (1905), p. 211 ein erstes Integral angibt. An ein spezielles von 
Carrus behandeltes Beispiel knüpft E. Goursat, Toulouse Ann. (2) 8, p. 289 an. 
E. Mosch, Math. Ann. 63 (1907), p. 573 behandelt das Problem selbständig und 
bestimmt insbesondere die Scharen von abwickelbaren Flächen, die ebene Ortho- 
gonaltrajektorien besitzen. 


> 


586 NIID9. Erich Salkowski, Dreifach orthogonale Flächensysteme. 


Unter diesen Systemen gibt es unendlich viele, bei denen die 
Flächen der einen Lameschen Schar lauter ebene Krümmungslinien 
besitzen; diese gehen durch eine Paralleltransformation aus den Lame- 
schen Scharen von Zykliden hervor.'?”) 

An die Untersuchung der Lameschen Scharen mit ebenen Ortho- 
gonaltrajektorien knüpft sich naturgemäß die Bestimmung der drei- 
fach orthogonalen Systeme mit einer Schar sphärischer Krümmungs- 
linien. Man erhält das allgemeinste derartige System, indem man 
ein System mit einer Schar ebener Parameterlinien einer Inversion 
unterwirft und hinterher eine spezielle Paralleltransformation an- 
wendet.'?°) 


V, Die Bianchischen Systeme. 


22. Die Bianchischen Systeme. Die in Nr. 20 erwähnten Kreis- 
kongruenzen, die eine Schar von pseudosphärischen Orthogonalflächen 
besitzen, führten naturgemäß auf die Frage nach den allgemeinsten 
Lameschen Scharen, die aus lauter Flächen konstanter Krümmung 
zusammengesetzt sind. Entwickelt man mit Hilfe der Hauptkrüm- 
mungsradien Ay, Zos (vgl. Formel (10%), Nr. 3) die Bedingung dafür, 


daß für die Fläche og = konst. das Krümmungsmaß — 2 konstant sei 


(R = R(e)), so ergibt sich'*'), daß in dem zugehörigen krumnlinigen 
Koordinatensystem das Linienelement des Raumes durch den Ausdruck: 




















(105) de? — (52) do? + cos?o de, + sin? ode,’ 
bestimmt wird, wobei die Funktion ® dem System von Differential- 
gleichungen 
ge eo Oo sinncosa _ ER N 
de, Pr } 69° R: 
= Be ctg @ an +tgo = a = 
(106) 00 09, 00, 08, 08 00 08 GROR: : 
FE 0) 1 4) wog (“ =) a . “do 6’w Ze 
"De, \coso deög, R öe sin 00, 00 0@, 4 
1 0° 1 9 /coso 1 do do 
D= 2 (a 0) ur Röe 5) + com de, dein 0 


genügt"), zwischen deren linken Seiten drei Identitäten bestehen.'*?) 





139) Darboux, Syst. orth., Anhang II, p. 529, Me&m. de l’Acad. des Sc, 51; 
J. Haag, Ann. de l’Ee. Norm. (8) 27 (1910), p. 337. 

140) Darboux, Th. des surf. IV, p. 300— 307. Auf anderem Wege von 
C. Guwichard, Paris C. R. 150 (1910), p. 1090 gefunden. 

141) Bianchi, Annali di Mat. (2) 13 (1885), p. 185, (2) 14 (1886), p. 118 
Palermo Rend. 8 (1894), p. 26; Vorles., p. 679. 

142) Darboux, Syst. orth., p. 312—313. 
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Die beiden letzten Gleichungen sind daher, wie Darboux'*?) bemerkt 
hat, einfache Folgerungen der ersten, während die zweite mit der 
Differentialgleichung dritter Ordnung übereinstimmt, auf die die Be- 
stimmung der allgemeinen dreifach orthogonalen Systeme zurückgeführt 
wurde (Nr. 7 (41)). Ei 

Ein solches Bianchisches System ist bestimmt, wenn eine pseudo- 
sphärische Ausgangsfläiche oe = 0, eine Orthogonaltrajektorie o der 


pseudosphärischen Flächenschar und das Krümmungsmaß — Bi als 


Funktion von g gegeben sind. Die Gesamtheit der Bianchischen 
Systeme hängt von fünf willkürlichen Funktionen einer Veränderlichen 
ab, 148) 

Die Frage nach den Lameschen Scharen aus Flächen konstanter 
positiver Krümmung ist analytisch dem Problem der pseudosphärischen 
Scharen gleichwertig; es bietet auch keine Schwierigkeiten, die Glei- 
chungen derart umzugestalten, daß reelle Größen in reeller Form dar- 
gestellt werden'“), und auch die folgenden Entwicklungen gelten, 
immer unter sachgemäßer Berücksichtigung des Imaginären, für positiv 
gekrümmte Flächenscharen. 

Die Flächen konstanter Krümmung dieser Bianchischen Systeme 
sind sich durch ihre Orthogonaltrajektorien derart zugeordnet, daß 
sich auf ihnen die konjugierten Systeme, also auch Asymptotenlinien 
entsprechen, und zwar letztere derart, daß entsprechende Bogen gleich 
lang sind. '*°) 

23. Die Weingartenschen Systeme. Eine Untergruppe der Bianchi- 
schen Systeme wird von den Orthogonalsystemen gebildet, die eine 
Lamesche Schar von isometrischen Flächen konstanter Krümmung ent- 
halten. Auf diese Systeme, die für das ganze Problem den Ausgangs- 
punkt bilden, hat zuerst J. Weingarten %) hingewiesen, der für sie 
folgende Entstehungsweise angibt: Man trage auf den Normalen einer 
pseudosphärischen Fläche, für die das Quädrat des Linienelements auf 


die Form ; ds? —= du? + rd? 
gebracht ist, das unendlich kleine Stück = ab, dann liegen die End- 


143) Bianchi, Vorles., p. 680. 

144) Bianchi, Annali di Mat. (2) 13, p. 187; Vorles., p. 680—681. 

145) Bianchi, Vorles. p. 682. 

146) Nach einer Mitteilung von L. Bianchi [Rom. Acc. Line. Rend. (4) 1 
(1885), p. 163]. Indessen schreibt Weingarten das Verdienst um die Lösung des 
Problems durchaus Bianchi zu (vgl. das Referat W. über die erste Auflage von 
Darboux’ Systemes orthogonaux in dem Jahrb. f. d. Fortschr. der Math. 29 (1898), 
p. 476), der sie in Annali (2) 13, p. 177—234 eingehend studierte. 
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punkte wieder auf einer Fläche derselben konstanten Krümmung, und 
die stetige Wiederholung des Vorgangs ergibt eine Lamesche Familie. 
Die Gleichungen der Bianchischen Systeme lassen in diesem Falle 
eine Integration zu, so daß zu der ersten Gleichung (106) noch die 
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung 


1 0o \? a 1 /do\? 
m tal 
hinzutritt (Ü — konst.),. Für eine jede solche Zamesche Schar sind 


die Äquidistanzkurven “ — konst. parallele geodätische Kreise !#), 


und jeder der drei Arten derselben entsprechen drei Arten von Wein- 
gartenschen Systemen. Von besonderem Interesse sind die Systeme, 
für die OU = 0 ist, bei denen alle Orthogonaltrajektorien der pseudo- 


sphärischen Flächen Kurven der konstanten Krümmung 5 sind und 


die daher als Weingartensche Systeme konstanter Krümmung bezeichnet 
werden.!) Sie sind die einzigen dreifach orthogonalen Systeme, bei 
denen die Orthogonalkurven der einen Lameschen Schar aus lauter 
Kurven derselben konstanten Krümmung besteht. Zu ihnen gehört 
als einfachste Klasse das zyklische System von konstanten Radien. 

Zu den Weingartenschen Systemen gehören bemerkenswerte ein- 
gehend untersuchte besondere Typen. So erhält man aus jeder be- 
liebigen Schraubenfläche konstanter Krümmung durch Drehung um 
die Achse eine Lamesche Schar.) Diese wird durch zwei weitere 
Scharen von Schraubenflächen konstanter Krümmung zu einem drei- 
fach orthogonalen System ergänzt, und zwar besteht zwischen den 
Krümmungsmaßen X, K,, K, ie dreier sich schneidenden Flächen die 
einfache Beziehung 


(108) KIKE+K=0. 


Zwei der Scharen enthalten Flächen negativen, die "dritte Flächen 

147) Annali di Mat. (2) 18, p. 187; Vorles. p. 693. 

148) Annali di Mat. (2) 13, p. 177; Vorles. p. 695. An derselben Stelle 
werden auch die Flächen untersucht, die die Flächen konstanter Krümmung zu 
einem dreifach orthogonalen System ergänzen. Diese von Bianchi so genannten 
hyperzyklischen Flächen sind dadurch charakterisiert, daß eine Schar von Krüm- 
mungslinien aus Kurven derselben konstanten Krümmung besteht. Ihre Bestim- 
mung hängt von einer Differentialgleichung dritter Ordnung ab. Die Krümmungs- 
mittelpunkte der Kurvenschar konstanter Krümmung liegen auf einer zweiten 
hyperzyklischen Fläche. 

149) Bianchi, Annali di Mat. (2) 13, p. 39—52; Vorles., p. 699. Die ganze 
Theorie gilt übrigens auch im nichteuklidischen Raume, vgl. Bianchi, Atti R. 
Acc. dei Lincei (4) 4 (1887), p. 221. 
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positiven Krümmungsmaßes.'°®) Ihre explizite Darstellung wird durch 
‚ elliptische Funktionen geleistet. '°*) 


24. Die Bäcklundsche Transformation. Aus jedem Bianchischen 
System kann man unendlich viele neue durch eine Transformation 
herleiten, die für jede einzelne Fläche konstanter Krümmung o = konst. 
des Systems auf eine Bäcklundsche Transformation 5?) hinauskommt. 
Dabei ist die transformierte Flächenfamilie bestimmt, wenn man einer 
Fläche o = konst. eine beliebig gewählte Bäcklundsche Transformierte 
zuordnet. Die Transformation ist durch die Gleichungen 


1 
ET + Frl 7 (cos ® sin®, + sin6 sin®@ c08 @,), 
1 2 
do, do a h RR 
(108) Fr nn te (sin 0 c08@, + sin6 coso sin ®,), 
2 1 
0o 


de 








2 „c08@, dm ‚sin, oo 
sind, +4 +% PETER + 


bestimmt??®), in denen k= Rcoso eine absolute Konstante ist. Be- 
merkenswert ist, daß für diese Bäcklundsche Transformation die Wein- 
gartenschen Systeme eine Untergruppe bilden und unter diesen wieder- 
um die Systeme konstanter Krümmung. 

Aus der Bäcklundschen Transformation ist neuerdings von Bianchi !*) 


150) Mit der Frage nach allen Orthogonalsystemen, die aus lauter Flächen 
konstanter Krümmung bestehen, beschäftigt sich L. Carnera (G. diMat. 29 (1901), 
p. 61). Indessen sind seine Untersuchungen nicht ganz erschöpfend. 

151) Auf dasselbe System wird Darboux (Syst. orth., p. 322) bei der Frage 
nach den Flächensystemen geführt, für welche die H, und ß,, alle Funktionen 
desselben Parameters sind [vgl. auch J. Haag, Ann. de l’Ec. Norm. (8) 27, p. 276]. 
Weitere besondere Systeme, die Scharen von Enneperschen Flächen enthalten, 
untersucht Bianchi, Annali di Mat. (2) 13, p. 202. 

152) Vgl. IID6a (A. Voss), p. 416. 

153) Rom. Acc. Linc. Rend. (4) 1 (1885), p. 244, (5) 1 (1392), p. 156; An- 
nali di Mat. (2) 13, p. 215—218; Vorles., p. 684—686. Für die Lameschen 
Familien der Flächen konstanter Krümmung gilt der Vertauschbarkeitssatz der 
Bäcklundschen Transformationen genau wie für die einzelne Fläche: Sind (F\), 
(F,) zwei pseudosphärische Lamesche Scharen, die mit ein und derselben Schar F' 
‚durch die Bäcklundschen Transformationen Br, bzw. Br, verbunden sind, so gibt 
‘es eine vierte pseudosphärische Flächenschar F’, die mit (F,), (F,) durch zwei 
Bäcklundsche Transformationen B,, bzw. B,, (mit vertauschten Konstanten X, , %,) 
verknüpft sind. 

?*"2154) Annali di Mat. (3) 19 (1912), p. 251; Sulla teoria delle trasformazioni 

‚delle curve di Bertrand e delle superficie pseudosferiche. Mem Soc. It. delle $e. 

(detta dei XL) (8) 18 (1913). Für die aus pseudosphärischen Flächen durch 

‚stetige Aufeinanderfolge Bäcklundscher Transformationen (von konstantem oder 

yeränderlichem o) entstehenden Flächenscharen gelten ähnliche Sätze wie für 
Enceyklop. d. math. Wissensch. IH 3. 39 
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eine neue Transformation der pseudosphärischen Flächen und ihrer 
Systeme hergeleitet worden, die sich geometrisch folgendermaßen kenn- 
zeichnen läßt. Es sei F eine pseudosphärische Fläche vom Krümmungs- 
maß — 1, F, und F, zwei Flächen, die aus F' durch zwei Bäcklund- 
sche Transformationen mit derselben Konstante hervorgehen, Dann 
liegen entsprechende Punkte von F, und F, auf einem Kreise, der 
um den zugeordneten Punkt der Ausgangsfläche F in ihrer Tangential- 
ebene mit dem Radius cos6 konstruiert ist. Sind F\ und F, so ge- 
wählt, daß ihr Abstand unendlich klein ist, so kann man durch die 
Aufeinanderfolge der Däcklundschen Transformationen, die F\ in F 
und F in F, überführen, die Fläche F, in die benachbarte Fläche F, 
überführen. Diesen Vorgang bezeichnet man als eine infinitesimale 
Bäcklundsche Transformation. Wendet man auf F, wieder eine in- 
finitesimale Bäcklundsche Transformation an und setzt das Verfahren 
fort, so ergibt sich eine stetige Schar von isometrischen Flächen kon- 
stanter Krümmung, auf denen sich, da sie durch eine Folge von BDäck- 
lundschen Transformationen auseinander hervorgehen, die Asymptoten- 
linien entsprechen. Auch jede Lamesche Schar von Flächen konstanter 
Krümmung wird wieder in eine Lamesche Schar transformiert werden. 
Die Bahnkurven der Transformation sind Bertrandsche Kurven; sie 
durchsetzen jede der Flächen konstanter Krümmung unter konstantem 
Winkel. 

25. Die Bianchischen Systeme und die Theorie der Biegung. 
Die Schmiegungsebenen an die Orthogonaltrajektorien einer Fläche F 
konstanter Krümmung, die einem Weingartenschen System angehört, 
umhüllen eine Fläche derselben konstanten Krümmung, die mit F 
durch eine Komplementärtransformation verknüpft ist. Die Gesant- 
heit der so aus einer pseudosphärischen Lameschen Schar eines Wein- 
gartenschen Systems erzeugten Flächen F, bildet wieder eine Lame- 
sche Schar, die dem gegebenen komplementären "Weingartenschen 
System angehört; die Flächen F\ sind also, was besonders betont sei, 
isometrisch. 

Ist ein allgemeines Bianchisches System vorgelegt, in dem die 
Krümmung K der Flächen konstanter Krümmung o — konst. sich 
von Fläche zu Fläche ändert, so sind die Hüllflächen der Schmiegungs- 


die Weingartenschen Systeme, in die sie für o= 0 übergehen. — Ganz anderer 
Art ist die infinitesimale Isogonaltransformation, bei der die Richtung der Ver- 
schiebung der einzelnen Punkte mit der Fläche einen konstanten Winkel bildet. 
Vgl. die Bianchische Untersuchung Annali di Mat. (3) 18 (1911), p.1—68, 
185— 244. Die Theorie der Bianchischen Systeme läßt sich übrigens auch für 
den nichteuklidischen Raum in ganz ähnlicher Weise entwickeln. 
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ebenen der Orthogonaltrajektorien auch aufeinander abwickelbar'?), 
und zwar auf eine Fläche zweiten Grades F, 


: 1 

Pır+@- tr 
Ihre Gesamtheit bildet eine Schar eines dreifach konjugierten Systems 
(vgl. Nr. 6), und zwar entspricht den Krümmungslinien auf den 
Flächen des Bianchischen Orthogonalsystems das permanent konju- 
gierte Netz auf den Biegungsflächen '°°) der F,, und die Trajektorien o 
bestimmen auf den Flächen der Schar eine Punktzuordnung, die kon- 
jugierte Netze wieder in konjugierte überführt.) 

Dieser bemerkenswerte Zusammenhang des Bianchischen Systems 
mit der Biegung einer gewissen Fläche zweiten Grades ergibt sich 
unmittelbar aus den Beziehungen, die in Nr. 19 und 21 zwischen der 
Theorie der Biegung und den zyklischen Systemen Ribaucours einer- 


seits und zwischen diesen und den allgemein dreifach orthogonalen 
Systemen andererseits dargelegt wurden. 


VI. Kinematische Fragestellungen. 


26. Die Lamöschen Scharen, die aus kongruenten Flächen be- 
stehen. Die Normalen an die Flächen eines dreifach orthogonalen 
Systems bilden in jedem Punkte ein rechtwinkliges Dreikant, ein 
Soma"°®), und die Untersuchung der Bewegung, die dieses Soma in 
alle möglichen Lagen überführt, führt in einem wichtigen Sonderfall 
auf die Theorie der Orthogonalsysteme. Diese läßt sich demgemäß nicht 
nur auf rein kinematischer Grundlage aufbauen'°®), wobei sich die 
Lame-Darbouxschen Differentialgleichungen als Folgerungen kinema- 
tischer Tatsachen ergeben (vgl. Nr. 3), sie gewinnt vielmehr durch 
den Anschluß an Bewegungsprobleme an neuen und fruchtbaren Frage- 
stellungen. Insbesondere war es seit seinem ersten Auftreten (1866) 


155) Bianchi, Vorles., p. 710. 

156) Eine Bäcklundsche Transformation der Flächen konstanter Krümmung 
führt auf eine Transformation der zugehörigen F,; diese ist ein Sonderfall der 
von Bianchi entdeckten Transformationen B, der Biegungsflächen der Flächen 
2. Ordnung. Die Bianchischen Untersuchungen betr. des Biegungsproblems der 
F, sind zusammengefaßt in Bianchis Lezioni, Bd. III, in verkürzter Form in 
seinen „Vorlesungen“, Kap. 19—21. 

157) L. Bianchi, Annali di Mat. (3) 23 (1914), p. 186°—214. In der Ab- 
handlung wird noch eine große Anzahl weiterer dreifach konjugierter Systeme 
studiert, die eine Schar von Biegungsflächen von Flächen 2. Ordnung in derselben 
Punktzuordnung enthalten. 

158) E. Study, Geometrie der Dynamen. Leipzig 1903, p. 556. 

159) E. Beltrami, Rend. Ist. Lomb. (2) 5 (1872), p. 474; Opere II, p. 426. 

89* 
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das Problem der Zameschen Scharen, die durch die Bewegung einer 
unveränderlichen Fläche erzeugt werden, das eine große Anzahl von 
bemerkenswerten Untersuchungen veranlaßt hat.!%) Auf diese Frage 
wurde Darboux'°') zum ersten Male bei der Untersuchung eines inte- 
grablen Falles der Differentialgleichung für die Funktion V geführt, 
auf deren Bestimmung er das allgemeine Problem des dreifach ortho- 
gonalen Systems zurückgeführt hatte (vgl. Nr. 3, Formel (14)). Die 
von ihm gefundenen Systeme hängen von drei Funktionen einer Ver- 
änderlichen ab, und eine ihrer Lameschen Scharen wird durch die 
Parallelverschiebung einer unveränderlichen Fläche erzeugt.'®?) 

Die allgemeine Frage der Lameschen Systeme, die aus kongruenten 
Flächen bestehen, knüpft zweckmäßig an die Form der Differential- 
gleichung dritter Ordnung an, die ihr M. Levy (vgl. Nr. 8, Formel (50)) 
gegeben hat. Setzt man 


0% 
(110) A= 45. + Ban, te > 


wobei A, B, C die durch die Gleichungen (51) bestimmten Werte 
besitzen, so wird eine Fläche (x, y, 2), wenn die Richtungskosinus 
ihrer Normalen mit X, Y, Z bezeichnet sind, durch eine Bewegung 
mit den Drehkomponenten «, ß, y und den Schiebungskomponenten 
&> Bo, 9 eine Lamesche Schar erzeugen, wenn sie der Gleichung 
(111) «A(Zy — Ye) +BA(Xz — Za) + YyAlYz — Xy) 
+%AX+ BAY +nAZ= U 
BeragN, il Aus der bezüglich der Bewegungskomponenten «. 
160) keller speziellerer Natur, die durch kinematische Vorstellungen 
erzeugt werden, seien kurz erwähnt. 1. Die einzigen Systeme, für die die De- 
I|xYZz| 
terminante des Richtungskosinus der Koordinatenlinien | RT | bezüglich der 
|YZ,| 
Hauptdiagonale symmetrisch ist, sind die drei Scharen sich senkrecht durch- 
schneidender Ebenen, das aus diesem durch Inversion entstehende Kugelsystem, 
sowie die diesem parallel zugeordneten Systeme [L. Levy, M&m. cour. et mem. 
des Sav. Etr. de l’Acad. de Belgique 54 (1896), p. 46]. 2. Die reversiblen Systeme; 
sie sind dadurch gekennzeichnet, daß bei der inversen Bewegung des Normal- 


dreikants das Koordinatendreikant ein dreifach orthogonales System beschreibt. 


Sie gehören zu den aus Dupinschen Zykliden bestehenden dreifach orthogonalen 
Systemen. Darboux, Paris ©. R. 147 (1908), p. 287, 325, 867, 399; geometrische 
Herleitung dieses Systems von Fouche, Nouv. Ann. de Math. (4) 12 (1912), p. 49, 
97, 156. 

161) Ann. de l’Ec. Norm. (1) 3 (1866), p. 120. 

162) Die Schlußweise ist auch für dreifach konjugierte Systeme anwend- 
bar. 8. Syst. orth., p. 364 ff. 

163) Ann. de l’Ec. Norm. (2) 7, p. 124; Syst. orth., p. 84. 
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linearen Form dieser Gleichung ergibt sich, daß eine Fläche, die bei 
zwei Bewegungen eine Lamesche Fläche erzeugt, eine solche auch 
bei allen aus ihnen komponierten Bewegungen beschreibt. 

Der allgemeinste Fall ist der, daß eine Fläche durch eine einzige 
Bewegung eine Lamesche Familie erzeugt; die Koeffizienten «... Yo 
sind dann konstant, und die Bewegung ist i. a. eine Schraubung. 
Durch passende Wahl des Koordinatensystems läßt sich die Gleichung 
des Problems auf die einfache Form 

q2:—py+k > 
6442) are | 
bringen, d.h. einer jeden Lösung der Levyschen Gleichung A® — 0 
entspricht die Reduktion der vorliegenden Aufgabe auf eine partielle 
Differentialgleichung für z, die aber schon in einfachen Fällen wenig 
handlich ist.!%%) 

Die geometrische Bedeutung der das Problem beherrschenden 
Differentialgleichung (111) wurde von Petot!%) aufgedeckt: Konstruiert 
man für jeden Punkt der Fläche die Mittelpunkte der geodätischen 
Krümmung der Krümmungslinien, so gehören die Verbindungslinien 
dieser Punkte einem linearen Komplex an. Unterwirft man die Fläche 
der Schraubung, die zur Erzeugung der Lameschen Familie führt, so 
bewegen sich die Komplexgeraden senkrecht zu den Geschwindigkeiten 
aller ihrer Punkte. 

Reduziert sich die Schraubenbewegung auf eine Schiebung !), 
so reduziert sich das Problem auf die Bestimmung der Flächen, deren 
Linienelement sich auf die Form 


b) 0 02 L Pr 
(113) a’ de + de 


bringen läßt. Dabei ist die z- Achse die Verschiebungsrichtung, o, 
und go, die Parameter der Krümmungslinien.!”) In derselben Weise 


164) Eine bemerkenswerte Partikularlösung untersucht Darboux [Ann. de 
l’Ec. Norm. (2) 7, p. 125; Syst. ortb., p. 86]; sie entspricht der Lösung 9 = konst. 
und führt auf die Flächen, die mit ihren Parallelflächen kongruent sind. Sie 
besitzen nach einer Bemerkung von J. Haag, Ann. de l’Fc. Norm. (3) 27 (1910), 
p- 267, zwei Schraubenflächen als Evolutenscharen, woraus eine einfache Erzeu- 
gungsweise folgt. 

165) Paris ©. R. 118 (1894), p. 1409; Darboux, Syst. orth., p. 90. 

166) Für diesen Fall hat P. Adam, Paris 0. R. 121 (1895), p. 812 die Differen- 
tialgleichung aufgestellt. Partikuläre Integrale (die Perisphären) sind von L. Levy 
[J. de Math. (4) 8 (1892), p. 351], ganz spezielle Systeme schon vorher von 
P. Adam (Thöse, Paris 1837) angegeben worden. Vgl. auch Petot, Paris C. R. 
112 (1891), p. 1426. 

167) J. Haag, Ann. de I’E. Norm. (3) 27 (1910), p. 265. 
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führt der Fall der Rotation auf Flächen, die durch das Linienelement 
, Nr 00 9 oo 
(114) ds— (Ze au’ + 50 dv”) 


charakterisiert sind. Ist die Bewegung eine eigentliche Schraubung, 
so sind außer den von Darboux'‘%*) angegebenen Flächen noch die 
Systeme bemerkenswert, die als eine Ergänzungsschar der kongruenten 
Flächen eine Lamesche Familie von Schraubenflächen besitzen und 
deren Bestimmung, wenn man von bekannten trivialen Fällen absieht, 
auf das Problem der Biegung der Kugel hinauskommt.!#) 

Wenn eine Fläche durch zwei und nur zwei unabhängige Be- 
wegungen eine Lamesche Schar erzeugt, so können die Bewegungen 
entweder zwei Drehungen um windschiefe Achsen oder eine Drehung 
und eine Schiebung sein.!%) In diesem Falle beschreibt die Gerade 
des Petotschen Satzes eine lineare Kongruenz, und die Tangenten an 
die Krümmungslinien der einen Schar in den Punkten einer und der- 
selben Krümmungslinie der zweiten Schar gehören einem Komplex 
des durch diese lineare Kongruenz bestimmten Komplexbüschels an.!”®) 

Die Flächen, die bei drei und mehr unabhängigen Bewegungen 
eine Lamesche Schar erzeugen, sind von Demoulin'”‘) vollständig be- 
stimmt worden: drei Bewegungen gestatten die Dupinschen Zykliden, 
bei denen die Schnittgeraden der Ebenen ihrer Krümmungslinien sich 
schneiden, vier Bewegungen Rotationskegel und Zylinder, fünf endlich 
Kugeln und Ebenen, die ja, wie schon bekannt ist (vgl. Nr. 10), bei 
jeder Bewegung eine Lamesche Schar erzeugen.!”) 

168) L. Bianchi, Annali di Mat. (2) 13 (1884); Toulouse Ann. 11 H (1897); 
J. Haag, Ann. de l’Ec. Norm. (3) 27 (1910), p. 269. F 

169) Vgl. den zusammenhängenden Bericht von S. Carrus, J. de V’Ec. 
Pol. (2) 12 (1908), p. 63—85, ferner die Arbeiten von E. Cosserat, Paris C. R. 
124 (1897), p. 1426; Medolaghi, Rom. Acc. Line. Rend. (5) 8, 1. sem. (1899), p. 304; 
Demoulin, Paris C. R. 136 (1903), p. 1541, und J. Haag, Paris C. R. 147 (1908), 
p. 296, in denen Partikularlösungen angegeben und untersucht’ werden. 

170) J. Haag, Ann. de l’Ec. Norm. (3) 27, p. 271. 

171) Paris ©. R. 136 (1903), p. 1541. 

172) Daß dies die einzigen reellen Flächen sind, die bei jeder Bewegung 
eine Lamesche Schar erzeugen, ist zuerst von L. Levy, Bull. des Sc. Math. (2) 
15 (1890), p. 76 durch Rechnung gezeigt worden, später geometrisch von 
E. Goursat, Paris C. R. 121 (1895), p. 813. J. Bertrand, Paris C. R. 121, p. 921 
zeigte dasselbe bei Beschränkung auf beliebige Schiebungen. Im Anschluß an 
seine Schlußweise fand S. Carrus [J. de l’Ee. Pol. (2) 12 (1908), p. 63], daß 
eine Fläche, die bei zwei Schiebungen eine Lamesche Schar beschreibt, ent- 
weder Ebene, Kugel oder Zylinder ist. (Dasselbe bei P. Adam, Paris C. BR; 121, 
p. 812 analytisch.) Gegen den Bertrand-Carrusschen Beweis erhob J. Haag be- 


gründete Einwendungen. [Bull. des Sc. math. (2) 34 (1910), p. 117; Erwiderung 
von 8. Carrus ebenda.] 
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27. Die E-Systeme. Eine wesentlich allgemeinere Frage ist die 
Bestimmung der Lameschen Scharen, bei denen nicht die Flächen 
selbst, sondern nur deren sphärische Bilder durch eine Bewegung in- 
einander übergeführt werden können.!"®) Fallen insbesondere die 
sphärischen Bilder der Flächen einer Schar zusammen, so bestehen . 
auch die Ergänzungsscharen aus Flächen mit zusammenfallenden 
sphärischen Bildern. Diese vielfach untersuchten Systeme werden 
nach Egorow, dem wir die wichtigste Förderung des Problems ver- 
danken, als E-Systeme bezeichnet. Die Flächen, die einem solchen 
E-System angehören, sind dadurch gekennzeichnet, daß das Quadrat 
des Linienelements sowohl der Fläche selbst als auch ihrer sphärischen 
Abbildung auf die Form 
(115) ds — 2 do’ + de,’ 

1 


gebracht werden kann.''") Die Untersuchung dieser Systeme knüpft 
an die durch sie bestimmte Bewegung des Raumes an, die durch die 
Bedingung 

(116) Bois ßen — Broßsı Pos 


zwischen den Drehkomponenten ß,, bestimmt ist, eine Gleichung, die 
bei passender Wahl der krummlinigen Koordinaten auf die Relationen 


(117) Pu Bir (= k) 
führt. - 
Die Bestimmung dieser Größen erfordert die Lösung der partiellen 


ee ealgleichmg,, dritter Ordnung !”®): 








a JERER 2 Dr  : 
Sa 
(118) : rn do0e, öde, 99,0%’ 
aus der sich 
ur Zu 
(119) ol Per> 
ergibt. 


Die E-Systeme sind dadurch ausgezeichnet, daß sie eine Gruppe 
von een zulassen !’®); dies beruht im Grunde auf 


178) J. Haag, Ann. de l’Ee. Norm. (3) 27 (1910), p. 287. 

174) A. Ribaucour, J. de Math. (4) 7 (1891), p. 44; Petot, Paris C. R. 112 
(1891), p. 1426. Daß aus der Darstellung des sphärischen Bildes in der Form 
(115) eine entsprechende Darstellung des Linienelements der Fläche folgt, zeigt 
Darboux, Syst. orth., p. 445, 454. Mit der Bestimmung der sphärischen Systeme 
der angegebenen Form beschäftigt sich eine Arbeit von J. Haag, Paris C. R. 
150 (1910), p. 767. 

175) Darboux, Ann. de l’Ec. Norm. (1) 3 (1866), p. 123. 

176) Egorow, Paris ©.R. 131 (1900), p. 668; 131 (1901), p. 174; Moskau Univ. 
Abh. 16 (1901), p. 240; Bericht s. Fortschr. der Math. 33 (1902), p. 638 — 640; 
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der besonderen Orientierung, die bei ihnen das begleitende Dreikant, 
d.h. das von den Normalen in einem Punkte gebildete Dreikant, auf- 
weist. Während nämlich bei einem allgemeinen dreifach orthogonalen 
System nur in einer diskreten Anzahl von Raumpunkten dieses Drei- 
kant dieselbe Stellung besitzt, haben bei den E-Systemen je oo! Punkte 
parallel zugeordnete Trieder. 

Für die Bestimmung der E-Systeme ist die von Egorow bemerkte 
Tatsache grundlegend, daß hier die Abstände 
P,=a2X,+yY,+ 32, 
der Tangentialebenen des Systems vom Anfangspunkte denselben 
Differentialgleichungen genügen wie die Differentialparameter H, (vgl. 
Nr. 3, Formel (10) und (16)). Kennt man daher ein E-System, so er- 
hält man aus ihm ein neues, wenn man für die P, des neuen Systems 
die H, des alten setzt oder umgekehrt. Das erste Verfahren erfordert 
nur Differentiationen, da das aus (x, y, 2) hervorgehende System (x, ,y,,2,) 
durch die Gleichungen 


(120) en 14 
MER 


bestimmt ist.) Dagegen erfordert das zweite Verfahren die Aus- 
führung der Quadraturen 
dı_, = du, + 449, + 249, 
(121)  dy_,=2xdO,+ 9d9,+ 2dO,, 
de_,—= 2d0,+ yd9.+ 2d®,,, 
in denen die ®,, durch die vollständigen Differentiale 
40, = X’do + X,’do, + X,’dg,, 
dO,= F’de + Yırda, + Yı’do,, . 
Z’de + Zi’de, + Zu’de,, 
49,= YZde+ YıZıda + YZde,, 
40, = ZXdo + Z, X,de, -+ Zu, Xydg,, 
49, = XYdae + X, Yıdao, + X, Yade, 
gegeben wird. Die i. a. nach beiden Seiten beliebig fortsetzbare 


M. Fouche, Paris ©. R. 126 (1898), p. 210; 131 (1900), p. 872; Demoulin, Paris 
C. R. 136 (1903), p. 1541; Guichard, Syst. triple-orth., p. 86—90. Vgl. die zu- 
sammenfassende Darstellung von Darboux, Syst. orth., p. 429—456. 

177) Eine geometrische Deutung der Transformation ist von Haag, Ann. 
de l’Ece. Norm. (3) 27 (1910), p. 292 angegeben. 


S 

SD 

» 
| 


(122) 
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Reihe der Systeme (z,y,2,) ist so beschaffen, daß aus jedem das dem 
nächst größeren % entsprechende durch das erste Verfahren, das dem 
nächst kleineren x entsprechende durch das zweite Verfahren hervorgeht 

28. Die Guichardschen Systeme. Das eben beschriebene Re- 
kursionsverfahren für E-Systeme läßt sich auf die umfassendere Klasse 
von Systemen anwenden!’®), deren Rotationskomponenten nicht nur 
die Darbouxschen Gleichungen ((7'), (8°), Nr. 3) 


OB; 
(A) Zi = Buß, 
Pix y Mrs ei 
(B) PIFR une de, Fr Pußın 0 
erfüllen, sondern auch diejenigen, die aus ihnen hervorgehen, wenn 
in ß;, die Indizes vertauscht werden, d. h. 


‚ Pin 1 Oßrs 
(B) d: + Erg 22 Ph. . 


Für ein jedes Lösungssystem der Gleichungen (A), (B), (B’) gibt es 
zwei Reihen von parallel zugeordneten Orthogonalsystemen, wobei die 
Rotationskomponenten der einen Reihe nach Vertauschung der Indizes 
in die der zweiten Reihe übergehen. Während also die erste Reihe 
durch die Gleichungen 











dU, ou, 
(C) de; FE Bir U, de; En, Pi U,— Bu, (D) 
für die Richtungskosinus, 
oH, au 
(E) 89; Ra Bu; H; de; Erz 4, U; (F ) 


für die Parameter und Koordinaten gekennzeichnet sind, lauten die- 
selben Gleichungen für das zweite System 





‚ au; rr eu; ‚ 2 

(©) de, Pur, 3 Pas PB U, (D’) 
’ 0H; , Du IT 

(E’) de; = BFH; — 5, H, U, . (F’) 


Da die Gleichungen (E) und (C’) identisch sind, so ergibt sich aus 
einem System der zweiten Reihe ein solches der ersten Reihe, wenn 
man für H, die Werte 

(123) H,=aX/+bY/+cZ; 

setzt. Die Koordinaten des abgeleiteten Systems lassen sich in der 
Form 


178) C. Gwichard,, Syst. triple-orth., p. 79—-80; Darboux, Paris C. R. 150. 
(1900), p. 1156, 1208; Syst. orth., p. 458; J. E. Campbell, London Math. Soc. 
Proc. (2) 9 (1911), p. 410. 
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ad t dat Ce 


(124) y—=a0o+59ı+ 92 
2—= a9. + 59 + 9% 
schreiben, wobei die @,, durch die Quadraturen 
dOn— ZX,X;dg, dOu=— ZX,Y,de, dd. = 2X,Z,d0, 
(125) dO,= ZY,X,de, dOu— ZY,Y,de, dO,— ZY,Z/de, 
d9,—= EZZ,X;de, d9,=LZ Y’do, d9,= 2Z,2de, 
gegeben sind. 


Den Ausgangspunkt der Guichardschen Untersuchungen bildete 
die Frage nach denjenigen Orthogonalsystemen, für die die Gleichung 


(126) H?+ H2+H’=V0 
besteht, Systeme, die das Problem der orthogonalen Isothermnetze 
auf den Raum ausdehnen.!"®) Auch die allgemeinen Systeme 


(127) B+ HB +H=-e@+ytÄ)Hß 
gehören, wie von Darbouzx 180) hemerkt wurde, zu der Gwichardschen 
Klasse. 


vII. Hilfsmittel der mehrdimensionalen Geometrie. 


29, Die n-fach orthogonalen Systeme im R,. Das Problem 
der dreifach orthogonalen Systeme läßt sich unmittelbar auf den »-fach 
ausgedehnten Raum R, ausdehnen, und zwar in zweierlei Weise: Man 
sucht entweder die n-fach orthogonalen Systeme der Hyperflächen des 
R, auf oder betrachtet die dreifach orthogonalen Systeme von Flächen 
im R,. Beide Wege sind verfolgt worden, nicht nur wegen des 
Interesses, das die Fragestellungen an sich darbieten, sondern vor 
allem auch, weil sie weittragende Hilfsmittel an die Hand geben, um 
das eigentlich geometrisch wichtige Problem, das der dreifach ortho- 
gonalen Systeme im R,, zu fördern. Wir berichten zunächst über 
die Untersuchungen der n-fach orthogonalen oder „vollkommen ortho- 
gonalen Systeme“, die von Darboux“®) zum ersten Male angestellt 
wurden. 


179) In der Tat läßt sich das Quadrat für das Linienelement einer Isotherm- 
fläche ds’—= H,’de,’+ Hfdef immer so umformen, daß H,’+ Hf= ist. 

180) Syst. orth., p. 462—467. 

181) Paris C.R. 69 (1869), p. 392; Lie, Gött. Nachr. (1871), p. 191, 535; Math. 
Mitt. an die Ges. der Wiss. Christiania vom 26. IX. 1871, abgedruckt Vidensk. 
Selsk. Skr. 1899, Nr. 9, p. 13; 1872, p. 25; Geometrie der Berührungstransforma- 
tionen, Leipzig 1896, p. 103; Darbou«, Ann. de I’Fe. Norm. (2) 7, p. 227; Syst. 
orth., p. 120— 182. An sie schließen sich die analytischen Untersuchungen von 
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| Das erste Beispiel eines vollkommen orthogonalen Systems im 

. R,„ wurde von Jacobi'®) in den allgemeinen elliptischen Koordinaten 
angegeben, ihm stellte Darboux das System der zyklidischen Koordi- 
naten im R, an die Seite. Das allgemeine Problem kommt darauf 
hinaus, n Funktionen oe, @=0,1,....”»—1) der n Koordinaten 
%y...,%, zu bestimmen, die den $n(n—1) Bedingungen 


De, 00, 02 PER, ee 
(128) a ee (i+) 
genügen. 

Durch ein der Analyse des Falles n — 3 genau entsprechendes 
Verfahren wird man auf die Bedingungen geführt, die eine der Funk- 
tionen 9, zu erfüllen hat, nämlich auf (3) Differentialgleichungen dritter 
Ordnung, die sich in zwei Gruppen scheiden. Die erste Gruppe von 
3(n — 1)(n — 2) Gleichungen entspricht der Gleichung $S=0 (vgl. 
Nr.8 (Formel 49)) des dreidimensionalen Problems, während die übrigen 
in — Din — 2(n — 3) Gleichungen, die im Falle des R, nicht auf- 
treten, die Bedingung dafür ausdrücken, daß die Hyperfläche og = konst. 
überhaupt einem vollständig orthogonalen System angehören kann.'#?) 
Diese Flächen sind dadurch charakterisiert, daß die sphärischen Ab- 
bildungen ihrer Krümmungslinien rechtwinklig sind.!%) 

Für die vollständig orthogonalen Systeme bestehen Gleichungen, 
die den Lameschen (vgl. Nr. 3) völlig analog sind und aus denen sich 
eine Transformation, die der Combescureschen Paralleltransformation 
entspricht, unmittelbar herleiten läßt. ‚ 


Kennt man ein vollständig orthogonales System im R,, so kann 
man auf verschiedenen Wegen zu ebensolchen Systemen im R,_, 
übergehen und durch Wiederholung des Verfahrens auf dreifach ortho- 
gonale Flächensysteme im R, kommen: 

1. Durch Vermittlung der sphärischen Abbildung. Zieht man zu 
den Normalen an die Hyperfläche 9, — konst., die die Richtungskosinus 
Xf@=1,2...n) besitzen, die Parallelen durch den Anfangspunkt, 
so bestimmen sie auf der Hyperkugel 


(129) IX —=] 
i=1 





J. Drach, Paris ©.R. 125 (1897), p: 598; Bull. de la Soc. Math. de France 36 
(1908), p. 85; Ricei, Paris C.R, 125 (1897), p. 810; A. Pellet, Paris ©. R. 128 
(1899), p. 281; Toulouse Änn. (2) 2 (1900), p. 137; Nouv. Ann, (4) 16 (1916), p. 37 

182) Vorlesungen über Dynamik, 26. Vorl, p- 198. 

183) Darboux, Syst. orth., p. 137. 

184) Darboux, Syst. orth., p. 177. 
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ein Orthogonalsystem derart, daß 


(130) (AX + (X) +... (AX) = sh? do, (=> k) 
wird. Die Anwendung einer PERS EN NE Transformation 

X .- 
(131) ya a: Gel, 25. la 


führt auf ein vollständig orthogonales System im R,_,. Auf diese 
Weise ergibt sich aus dem System der elliptischen Koordinaten im 
R, das System der zyklidischen Koordinaten im (n — 1)-dimensionalen 
Raume.!) 

2. Man setze @,, Q,,1> -- -, 0, konstant und definiere » Funk- 
tionen y, durch die. Gleichungen 


y=%+4AX+::'+ 4,8% (=1,...n) 


dann bilden die y, als Funktion von 9,,::.,&%_14r-- “g: iR 
trachtet, ein vollständig orthogonales System im R,. Setzt man ins- 
besondere 


so bilden die %,, .. ., %,_, als Funktionen von Q,,..., @,_, ein voll- 
ständig orthogonales System im R,_,."°°) 


30. Die Guichardsche Theorie der Netze und Kongruenzen. 
War auch schon früher gelegentlich der Frage nach den dreifach 
orthogonalen Systemen die allgemeinere der dreifach konjugierten 
Systeme ohne Beschränkung auf die Dimensionenzahl des Raumes be- 
handelt'3”), so war es doch erst Guichard, der systematisch und kon- 
sequent die Theorie der von drei Parametern abhängigen Gebilde im 
R, zur Untersuchung der mit ihnen zusammenhängenden Gebilde des 
R, benutzte und weiter entwickelte. Von dieser Seite aus gesehen 
ist die Frage nichts als der nächste Schritt nach der Untersuchung 
der zweidimensionalen Gebilde des R,, deren Theorie einen großen 
Teil der differentialgeometrischen Fragestellungen, das Biegungsproblem, 
die Theorie der Linien-, Kreis- und Kugelkongruenzeh als besondere 
Anwendungen in sich schließt. Von der Tatsache ausgehend, daß 
alle diese Fragen mit der Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, die eine Reihe von durch gewisse. Relationen ver- 
bundenen Partikularintegralen besitzen, analytisch gleichwertig sind, 
erkannte Guichard'®), daß sie mit der Theorie der Kurvennetze und 


185) Darboux, Faris C. R. 69 (1869), p. 392; Ann. de l’Ee. Norm. (2) 7 (1878), 
p. 300; Syst. orth., p. 170; S. Lie, Götting. Nachr. 1871, p. 191. 

186) Darboux, Ann. de l’Ec. Norm. (2) 7 (1878), p. 302; Syst. orth., p. 174. 

187) Darboux, Th. des surf. IV, p. 267 ff. 

188) Die Guichardschen Untersuchungen, zunächst meist ohne Beweis in 
zahlreichen Noten des Paris C. R. mitgeteilt, sind, soweit sie auf die Theorie der 
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Linienkongruenzen im R, auf das engste verknüpft sind. Wenn auch 
‚diese Guichardschen Begriffsbildungen an dieser Stelle nicht in ihrer 
ganzen Bedeutung darzustellen sind, da sie von dem Ziele des Be- 
richtes zu weit ablenken würden, so ist doch eine kurze Entwicklung 
derselben für das Verständnis der entsprechenden Vorstellungen in 
der Theorie der von drei Parametern abhängigen Systeme notwendig. 

Ein System von oo° Punkten im R, heißt ein Netz (r&seau), 


wenn die Koordinaten 2, ... x, seiner Punkte ein und derselben par- 
tiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

6°% 0% 0% 
I N 


genügen. Einen Grenzfall bildet das Punktnetz, bei dem die Kurven 
des Netzes auf einen Punkt zusammenschrumpfen; es wird erhalten, 
wenn man zu den Tangenten eines Netzes durch einen festen Punkt 
die Parallelen zieht. An Stelle der Gleichung (132), die hier inhalts- 
los wird, treten Beziehungen zwischen den Richtungsgrößen EM 
dieser Parallelen, die stets auf die Form 


nr =1NN, n = mE 
gebracht werden können. 

Ein System von oo? Geraden heißt eine Kongruenz, wenn sie in 
zwei Scharen von abwickelbaren Flächen zerlegbar ist; die Richtungs- 
größen X,,X,,..., X, ihrer Geraden genügen einer Gleichung von 


der Form 
0°9 0% 


0% 
(133) Dada t Pont +Re=0, 


und umgekehrt sind je » Partikularlösungen einer solchen Gleichung 
die Richtungsgrößen einer Schar von Kongruenzen, die nach Auf- 
lösung der Gleichung 

OH [23 GE far a. 3 
A198) 00,0% oe 00, +0 © 05 ® (2. Rr 0% R)t er 
für den Abstand 2? ihrer Brennpunkte durch Quadraturen bestimmt 
sind. 10) 





Orthogonalsysteme Bezug haben, zusammengefaßt in der großen monographischen 
Arbeit: Sur les syst&mes orthogonaux et les systemes eycliques. Ann. de l’Ee. 
Norm. (3) 14 (1897), p. 467—516; (8) 15 (1898), p. 179—227; (3) 20 (1903), 
p. 75—132, 181—288. 

189) Diese Netze sind die einzigen Kurvensysteme, zu denen parallele 
Kurvensysteme existieren, die nicht homothetisch sind. 

190) Für den R, vgl. O. Guichard, Ann. de l’Ec. Norm. (8) 6 (1889), p. 344; 
-Bianchi, Vorles., p. 280, für den R, Guichard, Ann. de l’Ee. Norm. (8) 14, p. 178. 
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Unter den Wechselbeziehungen, die zwischen Kongruenzen und 
Netzen auftreten, sind hervorzuheben: 

1. Die konjugierte Lage. Ein Netz und eine Kongruenz sind kon- 
jugiert, wenn die Punkte des Netzes auf den zugeordneten Strahlen 
der Kongruenz liegen und die Kurven des Netzes den Abwickelbaren 
der Kongruenz entsprechen. — Man erhält alle zu einem Netze kon- 
jugierten Kongruenzen, indem man die Punkte des Netzes mit den 
entsprechenden eines parallelen Netzes verbindet. 

2. Die harmonische Lage. Eine Kongruenz hegt harmonisch zu 
einem Netz, wenn ihre Brennpunkte auf den Tangenten des Netzes 


liegen. — Man erhält alle zu einem Netz x,, &%,, ... ., x, harmonischen 
Kongruenzen, wenn man ihre Brennpunkte (y, ...Y,)» (2 ++: 2.) 
durch die Gleichungen 

9 0%, = 9 08, 
(135) Hu — gs de’ 4707,28 dc 

00 08, 


bestimmt, in denen # eine beliebige Lösung der Gleichung (132) be- 
deutet, der die Koordinaten des Netzes genügen.'?!) 

Eine Beziehung, die für die Differentialgeometrie die gleiche Be- 
deutung hat wie das Dualitätsprinzip in der algebraischen'?), ist 
durch das Gesetz der Orthogonalität der Elemente gegeben, das in 
Räumen ungerader Ordnungszahl einer Kongruenz ein Netz und um- 
gekehrt einem Netz eine Kongruenz zuordnet, in Räumen gerader Ord- 
nungszahl dagegen einer Kongruenz wieder eine Kongruenz und einem 
Netz ein ebensolches. 

Das Orthogonalitätsgesetz wird in einem R,(a—=2p+-1 ungerade) 
durch folgende Konstruktion vermittelt. Zu einem gegebenen Netze N 
konstruiere man das parallele Punktnetz mit den Koordinaten ($,, 7,) 





und bestimme die Größen X, ... X, aus den Gleichungen 
eb an-1g ” 
ZzXE—=(0(, 2X,, = .. ak Pr na 
0 Der} 


dann sind diese die Richtungsgrößen einer zum gegebenen Netz ortho- 
gonalen Kongruenz (@). 

Auf jeder ihrer Brennflächen bestimmt eine Kongruenz (@) ein 
Netz, und jedes dieser Netze ist orthogonal zu der Kongruenz, die 


191) L. Levy, J. de l’Ee. Pol. cah. 56 (1886), p. 77; Darboux, Th. des sur- 
faces II, p. 327; Guichard, Ann. de l’Ec. Norm. (3) 14, p. 484. 
192) C. Guichard, Syst. triple-orth., p. 3. 
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aus den Tangenten an die demselben Parameter entsprechende Kurven- 
schar eines zu (@) orthogonalen Netzes gebildet wird.) Ist ein 
Netz zu einer Kongruenz orthogonal, so ist jede Kongruenz, die zum 
Netze konjugiert (bzw. harmonisch) ist, orthogonal zu einem Netz, das 
zur Kongruenz konjugiert (bzw. harmonisch) ist. 

Im R,(n = 2p gerade) konstruiert man zu einer Kongruenz mit 


.den Richtungsparametern (Y, ... Y,) eine orthogonale mit den Para- 
metern (X,...X,) durch die Gleichungen 


SXY-0, EX —=0, Aus 2X, —0 
0, 
gr-ıy 
ZI — 0, CE! at 7 Ereh 


Zwei Netze heißen orthogonal, wenn die Kongruenzen der Tangenten 
an ihre Kurven paarweis orthogonal sind. Sind zwei Kongruenzen 
orthogonal, so ist das dem Parameter o, entsprechende Brennpunkt- 
netz der ersten orthogonal zu dem dem Parameter 9, entsprechenden 
Brennpunktnetz der zweiten, und jedes dem einen konjugierte Netz 
ist orthogonal zu einem I andern harmonischen Netz. 

Unter den Netzen und Kongruenzen sind besonders wiehlige 
Typen hervorzuheben. 

1. Die rechtwinkligen Netze. Sie sind dadurch gekennzeichnet, 
daß die Tangenten der Netzkurven aufeinander senkrecht stehen; die 
Gleichung (132), der die Koordinaten des Netzes genügen, besitzt,in 
diesem Falle auch die Lösung 


Ist das Netz nicht singulär, d. h. ist, weder 5 (2) - 0 noch 
1 
>52) — 0, so heißt das Netz ein orthogonales oder O-Netz. 
” 


2. Die zyklischen Netze. Ein Netz heißt zyklisch, wenn es auf 
ein Netz im dreidimensionalen Raum abwickelbar ist, wenn demnach 
seine Koordinaten 2,...x, durch drei Größen Y,,%Ys,Ys so ergänzt 
werden können, daß 


da? + da? + td’ dy’+ dy? + dy? 
wird. 


3. Die Projektion eines (O-Netzes) (bzw. C-Netzes) eines R,, ,_ 
in einem R, bezeichnet man als (p, 0) Netz (bzw. (p, O)-Netz). 


193) Ann. de l’Ec. Norm. (8) 20, p. 91. Vgl. für den R, den Ribaucour- 
schen Satz Nr. 17, Fußnote 113. 
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4. Eine J-Kongruenz ist durch die Gleichung 
ZI, —= 0 : 
ihrer Richtungsgrößen gekennzeichnet, eine zyklische Kongruenz C 
durch die Gleichung 5 R—-MRFIHRRR, 


in der F‘, eine Funktion von o, allein bedeutet, und Ah, die Koeffi- 
zienten der Differentialgleichung 
0% 1 oh 0% 1 01 0% 
dee hdnde | Tode de td 

der die Richtungsgrößen X, genügen.!”) 

5. Eine (95 J)-Kongruenz (bzw. eine (p, O)-Kongruenz) im R, ist 
die Projektion einer J-Kongruenz bzw. C-Kongruenz des R,,,_ı: 

Zwischen den oben angeführten Netzen und Kongruenzen be- 
stehen nun zahlreiche Beziehungen der harmonischen und konjugierten 
Lage!®), Beziehungen, von denen eine jede einer geometrischen Tat- 
sache entspricht. Die wichtigste Frage, die sich in dieser Theorie 
nun unmittelbar stellt, ist die Bestimmung aller Netze, die gleichzeitig 
p0 und qC, oder »0 und g0, oder endlich pC und gC sind, Auf- 
gaben, die die Verallgemeinerung wohlbekannter Probleme darstellen. 

Ohne indessen hier auf eine erschöpfende Darstellung flächen- 
theoretischer Einzelheiten einzugehen, sei nur an bekannten Beispielen 
der Anwendungsbereich der Guichardschen Methoden gekennzeichnet. 

1. Das Biegungsproblem. Ist (x, y, 2), (X, Yı, 2) ein Paar isometri- 
scher Flächen, so gibt es auf der ersten immer ein Netz konjugierter 
Kurven, dem auf der zweiten ein konjugiertes Kurvensystem ent- 
spricht; bezieht man die Flächen auf dieses Netz, so sind x,y, 2, 
&, Yı, 2 Lösungen ein und derselben Gleichung (132), und diese 
besitzt außerdem 

Per — no H 

als siebente Lösung. Die Bestimmung isometrischer Flächenpaare 
kommt somit auf die Frage der orthogonalen Netze im R, hinaus. 

2. Kugel- und Kreiskongruengen. Werden die Koordinaten einer 
Kugel als Richtungsgrößen einer Geraden im R, aufgefaßt, so ent- 
spricht einer Kugelkongruenz eine Linienkongruenz, und die Theorie 
der Kugel- und Kreissysteme wird auf diese Weise der Gwichardschen 
Methode zugänglich.!®) 


194) Guichard, Ann. de l’Ec. Norm. (3) 15 (1898), p. 192; für den R, vgl. 
Nr. 16, Formel (86). 

195) Vgl. die ausführlichen Tafeln dieser Beziehungen von Gwichard, Ann. 
-de l’Ec. Norm. (3) 20, p. 124, 131, 188. 

196) Ann. de l’Ec. Norm. (3) 20, p. 190. 
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31. Die Guichardsche Theorie der dreifachen Flächensysteme. 
Die ganze Betrachtungsweise läßt sich sinngemäß auf das dreidimen- 
sionale Gebiet ausdehnen. Sind jetzt 2,,#3,...,%, Funktionen von 
drei Parametern o, o,, @,, die sämtlich drei Gleichungen von der Form 


0°x 


. 0x rn+02 
08,08; TI r Kirn 


2 __p 2: 0% 

ar Hr 
. SER u DE 0% 
deög, 2 de ” Fr 


genügen, so müssen diese die Lamesche Form (vgl. Nr. 3, Formel (13)) 
haben, wenn man die «, als die kartesischen Koordinaten eines Punktes 
im R, auffassen will, der für o, = konst. ein Netz beschreibt. Die Ge- 
samtheit dieser oo® Punkte wird als Punktsystem bezeichnet; ein solches 
ist von den Bedingungsgleichungen eines dreifach-konjugierten Systems 
(vgl. Nr. 6) im AR, abhängig, auf dessen Bestimmung die Aufgabe für 
n=53 zurückkommt. Die Tangenten einer Schar von Parameter- 
kurven bilden eine Mannigfaltigkeit von oo? Geraden, ein @eraden- 
system, und die Ebenen, die durch die Tangenten an zwei Parameter- 
kurven eines Punktsystems bestimmt werden, ein Ebenensystem. 
Zwischen diesen drei Systemen bestehen nun Zusammenhänge, die 
der konjugierten Lage von Netzen und Kongruenzen entsprechen, und 
auch hier gilt ein Orthogonalitätsprinzip, das ganz ähnlich wie vor- 
her begründet werden kann, und das die drei Arten räumlicher Systeme 
miteinander vertauscht, und zwar je nach der Dimensionenzahl ver- 
schieden, entsprechend dem folgenden Schema: 




















n Punktsystem | Geradensystem | Ebenensystem 
3p | Punktsystem . Ebenensystem | Geradensystem 
3p-+1 | Geradensystem | Punktsystem | Ebenensystem 

| 3p+2 Ebenensystem | Geradensystem | Punktsystem | 


Sebneiden sich die Parameterkurven überall rechtwinklig, so ist das 
Punktsystem orthogonal (ein O-System), und es wird 


(136) da? + da? + --- + de, ?—= H’do?-+ H,?do,’ + H,?do,?. 
Ein System im R, heißt (p,0), wenn es die Projektion eines 0-Sy- 
stemes im R,,,_ı Ist. 


Von den O-Systemen sind bisher nur einzelne Beispiele behandelt 


worden: die assoziierten Systeme, d. h. die Paare von solehen 0-Sy- 
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stemen, deren Koordinaten demselben Lameschen Gleichungssystem 
(13) genügen; zu ihnen gehören die von Guichard"”") untersuchten 
Paare, deren gleichbenannte Differentialparameter sich durch multipli- 
kative Konstanten unterscheiden; ferner diejenigen Systeme des R,, 
die auf ein O-System des R, abwickelbar sind; dies sind die in Nr. 28 
nebst ihren Transformationen besprochenen Systeme. 


197) Paris ©. R. 136 (1903), p. 490, 547; Syst. triple-orth., Chap. VII, VII. 


(Abgeschlossen im April 1920.) 
(Die Literatur seit 1914 konnte nur teilweise berücksichtigt werden.) 
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Erster Teil. 
a) Neuere Arbeiten der algebraischen Invariantentheorie. 


A. Projektive Invarianten. 


1. Einleitung. In den letzten zwanzig Jahren hat die algebra- 
ische Invariantentheorie hauptsächlich in zwei Richtungen einen wesent- 
lichen Fortschritt zu verzeichnen: die eine ist gegeben durch die Be- 
arbeitung der projektiven Invarianten von Formen in einem Gebiete 
n'® Stufe bei Berücksichtigung der verschiedenen, in solchen Gebieten 
verwendeten Variablenreihen (Punkt-, Linien-, Ebenen- usw. Koordi- 
naten); die zweite Richtung führt in die Theorie der Invarianten 
bezüglich der wichtigsten Untergruppen der allgemeinen projektiven 
Gruppe. 

1* 


4 WIIE1. R.Weitzenböck. a) Neuere Arbeiten der algebr. Invariantentheorie. 


Wir begnügen uns demgemäß mit der Aufzählung der wichtig- 
sten Arbeiten über projektive Invarianten binärer und ternärer For- 
men (Nr. 2—6) und behandeln erst von den quaternären Formen an 
die projektiven Invarianten ausführlicher, wobei die Literatur im An- 
schlusse an den Artikel IB2 „Invariantentheorie* von W. Fr. Meyer 
ab 1898 berücksichtigt ist. Wir schließen uns auch im großen ganzen 
an die dort verwendeten Bezeichnungen an; das gleiche gilt bezüglich 
der Artikel IIT AB1a und 1b von @. Fano. 


Nicht berücksichtigt wurden Arbeiten, die in die arithmetische 
Theorie der Formen gehören, wie z. B. die zahlreichen Abhandlungen 
von L. E. Dickson') und seinen Schülern über Invarianten in bestimmten 
Rationalitätsbereichen und der von E. Noether gegebene Endlichkeits- 
beweis für das System der ganzzahligen Invarianten binärer Formen 


(Gött. Nachr. 1919). 


2. Binäre Formen. Allgemeines.) Den Autbau und die Formen- 
zusammenhänge der Komitanten binärer Formen f, wurde von eng- 
lischen und amerikanischen Mathematikern eingehend behandelt. Hier 
sind in erster Linie die Arbeiten von J. H. Grace’), P. W. Wood‘) 
und A. Young’) über Perpetuanten®) zu nennen. Der Erzeugung von 
Komitanten aus Leitgliedern ist eine längere Arbeit von E. .b. Elliott) 
gewidmet. 


P. Gordan?) gibt einen, auf dem allgemeinen Hülbertschen End- 
lichkeitssatze beruhenden Endlichkeitsbeweis für vollständige Formen- 
systeme & von Grundformen f;, zugleich einen neuen Beweis des 
Hilbertschen Satzes. Die Erweiterung von &, die sich ergibt, wenn 


1) Ab 1906 in den Trans. Am. math. Soc., im Am. J. und Quart. J.; zu- 
sammenfassender Bericht im Madison Colloquium 1913, New York 1914. 

2) Bezüglich der Differentialgleichungen für Komitanten vgl. Nr. 9; bezüg- 
lich solcher Formen, deren Ordnung nicht notwendig eine ganze positive Zahl 
ist, vgl. Nr. 4. 

3) Proc. London math. Soc. 35 (1903), drei Arbeiten und ebenda (2) 1 (1904), 
p. 202—208. 

4) Ebenda (1904), (1905), (1906). 

5) Ebenda (1903—1905). Hierzu: E. B. Elliott, ebenda (3) 4 (1906), p. 228 
— 246; L. Isserlis, ebenda (2) 6 (1908), p. 406—409; H. Piaggio, ebenda (2) 8 
(1910), p. 438—468 und (2) 12 (1913), p. 377—392. Betreffs eines formalen Zu- 
sammenhanges zwischen symbolisch geschriebenen Invarianten und chemischen 
Formeln vgl. E. Study, Ztschr. f. phys. Chem. 37 (1901); Beibl. Ann. d. Phys. 25 
(1901); ferner Grace u. Young, p. 366. 

6) Definition z. B. bei Grace u. Young, p. 326. 

7) Proc. London math. Soc. 32 (1900), p. 213—239. 

8) J. de Math. (5) 6 (1900), p. 141—146. 


2. Binäre Formen. Allgemeines. 5 


zu den f; eine neue Grundform @ hinzutritt, behandelt S. Cherubino°). 
E. Kasner'”) untersucht den Zusammenhang zwischen den Formen- 
systemen, die sich bei einer doppelt-binären Form aa} ergeben, je 
nachdem die x, dieselben Transformationen erleiden wie die y, oder 
nicht. 

Spezielle Untersuchungen über Überschiebungen wurden ange- 
stellt von F\. Petrucci!'), L. Brusotti'?) und O. Chiomio"?); eine geo- 
metrische Deutung binärer Prozesse findet sich bei H. Wiener'*). 

@. @uareschi”?) gibt die Bedingungen dafür, daß zwei f, die Po- 
laren einer f, sind. J. H. Grave‘) gibt bei drei f, ein Beispiel zu 
Hilberts Nullformen. L. Tenca””) gibt im Anschlusse an einen Ro- 
sanesschen Satz die Bedingung dafür, daß bei zwei f, jede gleich der 
Summe der n‘® Potenzen der Linearfaktoren der anderen ist. 

E. Pascal?) stellt die Bedingungen dafür auf, daß f,, und f, drei 
Linearfaktoren gemein haben. 7. Cazzaniga!?) behandelt im Anschlusse 
an Brioschi Komitanten von zerfallenden Formen. 

Mit Reihenentwicklungen mehrfach-binärer Formen beschäftigen 
sich Arbeiten von E. Waelsch?®), A.Reissinger*'), K. Petr**) und W.Godt?°). 

‚Eine Reihe von Arbeiten untersucht Formen f, durch Abbildung 
auf die Punkte eines Ry, wo N + 1 die Anzahl der Koeffizienten von 
f, ist.) So gibt L. Autonne”) eine mehrdimensionale Deutung des 
Christoffelschen Äquivalenztheorems. 


9) Giorn. di mat. 49 (1911), p. 109—128. 

10) Trans. Am. math. Soc. 4 (1903), p. 86—102. 

11) Giorn. di mat. 39 (1901), p. 264—272. 

12) Ebenda 40 (1902), 8. 225—246. 

13) Ebenda 44 (1906). 8. 240—248. 

14) Jahresb. d. Deutsch. Math.-Ver. 17 (1908), p. 291—313. 

15) Rend. Ist. Lomb. (2) 42 (1909), p. 157—162. 

16) Proc. London math. Soc. 34 (1902), p. 168—172. 

17) Periodico di Mat. (8) 1 (1903), p. 38—42. 

18) Rend. Ist. Lomb. 37 (1904), p. 917—929. Hierzu auch p. 980 u. 1010; 
ferner hierzu: O. E. Glenn, Bull. Am. math. Soc. (2) 17 (1911), p. 449457. 

19) Gion. di mat. 38 (1900), p. 321—336. 

20) Wien. Ber. 113 (1904), p. 1209—1217. 

21) Progr. Realschule Kempten 1907. 

22) Casopis 36 (1907), p. 243—251. 

25) Arch. Math. Phys. (3) 13 (1908), p. 1—12. 

24) Betreffs einer von E. Waelsch besonders ausgebildeten Richtung dieser 
„Binäranalyse‘‘ höherer Räume vgl. Nr. 18. 

25) Bull. Soc. Mat. 27 (1899), p. 263—282; hierzu auch: L. Brusotti, Rend. 
Lomb. Ist. (2) 42 (1909), p. 144—148 und A. B. Cobble, Am. J. 31 (1909), p. 183 
—202 und p. 355—364; ebenda 32 (1910), p. 333—364. 
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A. Ostrowski?°) findet für die Diskriminante A(a,) einer f, = a” 
—= f(x,,%; a,) eine charakteristische Eigenschaft. Eine lineare Trans- 
formation der =, induziert eine ebensolche Transformation 7, der 
Koeffizienten a,. A(a,) ist bei den 7‘, invariant. Hiervon gilt auch 
das umgekehrte?”): Alle linearen Transformationen der als unabhän- 
gige Veränderlichen betrachteten Koeffizienten a,, bei denen A(a,) 
invariant bleibt, bilden eine (und zwar die größte) Gruppe von Trans- 
formationen 7,, wobei 7, eine induzierte Substitution bedeutet (vgl. 
Nr. 18). Ostrowski gibt auch zwei analoge Sätze für die Resultante 
binärer Formen. 


3. Binäre Formen. Spezielles. Die bei den Komitanten zweier 
fa bestehenden Syzygien überträgt M. Pasch®®) auf Bilinearformen. 
Zu dem von v. Gall?) aufgestellten vollständigen Formensystem dreier 
fs gibt L. Sinigallia®) Ergänzungen und einige Syzygien. Analoge 
Untersuchungen bei dem von 8. Gundelfinger?') aufgestellten Formen- 
system einer /, und einer f, führt E. Pascal??) durch. | 

A. Young®?) untersucht Syzygien bei Komitanten mehrerer f,; 
J. E. Rowe”*) behandelt eine f, und eine f,;. 

Die Theorie der f, ist Gegenstand von Arbeiten von A. .B. Cobble”°), 
E. B. Elliott), H. F. Baker®'), R. Perrin®®). 

R. K. Morley®’) zeigt anschließend an Hammond an den Komi- 
tanten der f, und höheren Formen, daß der von Sylvester -Franklin 
herrührende, sogenannte „Fundamentalsatz der Siebung“ nicht allge- 


26) Math. Ann. 79 (1919), p. 360—387. 

27) Für kontinuierliche Gruppen schon bei @. Kowalewski, Leipzig. Ber. 54 
(1902), p. 371—392. 

28) Math. Ann. 65 (1908), p. 567—569. 

29) Ebenda 45 (1894), p. 207—234. 

30) Rend. di Palermo 21 (1906), p. 75—80. 

31) Stuttgart 1869. . 

32) Rend. Ist. Lomb. 37 (1904), p. 1010—1020; ebenda 38 (1905), p. 201—210 
und p. 373—381. Verallgemeinerung hierzu bei B. J. Miller, Johns Hopkins Unir. 
Circ., Nr. 7 (1913), p. 56—58. 

33) Proc. London math. Soc. 32 (1900), p. 384—404. 

34) Trans. Am. math. Soc. 13 (1912), p. 387—404. 

35) Trans. Am. math. Soc. 9 (1908), p. 396—424; eine spezielle /, wird be- 
handelt Am. J. of Math. 23 (1906), p. 333—366. 

36) Proc. London math. Soc. (2) 6 (1908), p. 224—239. 

37) Ebenda, p. 122—140. 

38) Verh. Kongreß Paris 1900, p. 199--223. Hierzu A. B. Cobble, Johns 
Hopkins Univ. Circ. 1901, p. 54—55. Betreffs /, mit mehrfachen Faktoren vgl. 
E. Pascal, Rend. Ist. Lomb. 37 (1904), p. 980—993. 

39) Am. J. 34 (1912), p. 47—68. 


‚4. Allgemeine Formen. 7 


mein gilt.) Von A. Young*‘) stammt eine Zusammenstellung der 
maximalen Ordnungs- und Gradzahlen für die Komitanten einer f, bis 
= 100. 


4. Allgemeine Formen. Unter „allgemeiner“ Form verstehen wir 
mit W. Groß*) analytische Funktionen F der Veränderlichen x,, 2,, 


...y%,, die der Eulerschen Differentialgleichung I) a,=vF ge- 


nügen, wobei die Ordnung » nicht notwendig ganzzahlig ist. 

Auch für solche allgemeine Formen (v + 0) läßt sich eine sym- 
bolische Darstellung F'= «, verwenden und es lassen sich die funda- 
mentalen Bildungen der Invariantentheorie (Polarenprozeß, Überschie- 
bung, Faltung) fast ausnahmslos an dieser Darstellung in formal der- 
selben Weise erzeugen wie bei ganzen rationalen Formen. 

Speziell für binäre und ternäre allgemeine Formen ist diese Er- 
weiterung der Formentheorie durchgeführt worden. Im Binären ist 
es vor allem die sogenannte „invariante“ Darstellung von linearen 
Differentialgleichungen, bei der ausgiebig von Überschiebungen Ge- 
brauch gemacht wird.‘?) 

Ist v eine ganze positive Zahl, ohne daß f, selbst ganz ist (z. B. 
wenn f, gleich dem Quotienten zweier ganzer Formen), so wird die 


v Polare y " d av» 
(Na + ra) fä 


von der Ordnung Null in den &,, und hier ergibt sich beim weiteren 
Polarenbilden oder Überschieben eine gewisse Schwierigkeit; man ge- 
langt hier zu singulären Kovarianten®?), für die @. Pick*) den Namen 
„Derivate“ gebraucht. Bei f, ist das Derivat z. B. dargestellt durch 


1 0 o \r+1 
a Ya tz) Tarm)- 


40) Vgl. auch IB2, Anm. 187). 

41) Proc. London Royal Soc. 72 (1903), p. 399—400. 

42) Wien. Ber. 127 (1918), p. 1396—1444. 

43) Vgl. D. Hübert, Diss. Königsberg 1885, Math. Ann. 30 (1887), p. 15—29; 
@.Pick, Wien. Ber. 96 (1887), p. 872; Math. Ann. 50 (1898), p. 381—397; Wien. 
Ber. 101 (1892), p. 893—896; E. Waelsch, Mitt. der Deutsch. math. Ges. Prag 
1892; A. Hirsch, Diss. Königsberg 1892; J. Wellstein, Math. Ann. 52 (1899), 
p. 70—80; @. Pick, Wien. Ber. 112 (1903), p. 82—93; Wien. Monatsh. 18 (1907), 
p. 219—234; Wien. Ber. 115 (1906), p. 1475; ebenda 117 (1908), p. 103; W.Groß, 
Wien. Monatsh. 22 (1911), p. 323. Bezüglich einer Verallgemeinerung der Über- 
schiebungen auf Potenzreihen vgl. J. E. Wright, Proc. London math. Soc. (2) 2 
(1905), p. 470—477. | 

44) Wien. Ber. 96 (1887), p. 872. 
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W. Groß®”) gibt für allgemeine binäre und termäre Formen 
Reihenentwicklungen mit Benützung von Hilfspunkten und leitet aus 
den Koeffizienten dieser Reihen Differentialgleichungen (mit unendlich 
vielen Veränderlichen) für die Komitanten allgemeiner Formen her. 

Spezielle Invariantenbildungen von allgemeinen Formen, die durch 
algebraische Gleichungen gegeben sind, behandelt E. Wölffing**). 


5. Ternäre Formen. Allgemeines. Den Aufbau und die Zu- 
sammenhänge für In- und Kovarianten einer ©, untersucht O. Chio- 
mio*‘). Er betrachtet sogenannte „S-Kovarianten“ von der Gestalt 
(abe)"ı(aba)r...aıb®... und gibt‘®) deren Typen für den 3., 4. und 
5. Grad in den Koeffizienten der C,. 

Die Erzeugung aus einem Leitgliede®®) bei ternären Formen wird 
von A. R. Forsyth°) und E. B. Elliott?) behandelt. 

S. Gundelfinger®?) erörtert die Frage, wann bei zwei ternären 
Caa;ı @”+! und «2*+! die Kontravariante (aau)?”*' identisch ver- 
schwindet. .J. Rosanes°®?) behandelt Systeme von „konjugierten“ For- 
men az und «,, für welche die Simultaninvariante a. verschwindet 
und gibt geometrische Anwendungen hierzu. 

Von A. Brill®*) wurden notwendige und hinreichende Bedingungen 
für das Zerfallen einer C, in Linearfaktoren gegeben. Diese $n(n —1) 
Bedingungen können, wie O. E. Glenn°®) nachweist, durch Nullsetzen 
von ebensovielen Seminvarianten vom Grade 2n — 1 dargestellt wer- 
den. Betreffs der Darstellbarkeit einer C, als Summe von p n“” Po- 
tenzen von Linearformen zeigt F. Palatini’®), daß im allgemeinen 
Falle p > [(n + 1)(n +2) + 48] ist; e ist 1 oder Null, je nach- 
dem n durch 3 teilbar ist oder nicht. Ist C,, als Summe von }n(n +1) 
n'n Potenzen von Linearformen dargestellt, so bilden diese ein kon- 
Jugiertes _Polarsystem.°”) 

45) Wien. Monatsh. 22 (1911), p. 323; Wien. Ber. 127 (von, p. 1396. 

46) Math. Ann. 43 (1897), p. 26—62. 

47) Giorn. di mat. 43 (1905), p. 117—155. 

48) Ebenda 46 (1908), p. 109—134 u. p. 349—371. 

49) Vgl. für binäre Formen etwa: Grace u. Young, The algebra of In- 
variants, 1903, p. 29. 

50) Proc. London math. Soc. 29 (1898), p. 487—517. Hierzu IB 2, Anm. 154). 

51) Ebenda (2) 11 (1912), p. 269—276. 

52) Arch. Math. Phys. (8) 15 (1909), p. 113—115. 

58) J. f. reine u. angew. Math. 142 (1912), p. 57—60. 

54) Gött. Nachr. 1893. Vgl. IB2, Anm. 405). 

55) Trans. Am. math. Soc. 12 (1911), p. 367—374; Am. J. 34 (1912), p. 449 
—460. Hierzu auch F. Junker, Math. Ann. 64 (1907), p. 328—343. 


56) Rend. Acc. Linc. (5) 12 (1903), p. 378—384. 
57) Hierzu L. Tenca, Periodico di Mat. (3) 1 (1905), p. 138—142. 


6. Ternäre Formen. Spezielles. 19) 


6. Ternäre Formen. Spezielles. Projektive Invarianten von Li- 
nearformen untersuchen J. @. Hun’®), D. D. Leib5®) und Oh. Thaer®°); 
die Arbeiten der beiden erstgenannten beziehen sich auf die Figur 
zweier Dreiecke in derselben Ebene. 

Das Formensystem dreier Kegelschnitte 6!) bearbeitet, an .E. Fischer 
und K. Mumelter anschließend, R. Seelig°?); er bestätigt die von C. Ciam- 
berlini‘') angegebene Zahl von 128 Komitanten. H. W. Turnbull®) 
gibt das vollständige Formensystem für vier Kegelschnitte bestehend 
aus 784 Komitanten und zeigt bei fünf C,, daß man bei Invarianten 
noch den siebenten Grad zu berücksichtigen hat.) 

Bei einer 0,=a} und ihrer Hesseschen «3 ist (aau)’ = 0; 
5. Gundelfinger®°) gibt hierzu die Umkehrung. 

Das Formensystem einer allgemeinen C, behandeln E. Pascal °) 
und E. Noether‘”); letztere gibt ein „relativ-vollständiges“ System 
von 331 Komitanten. Eine spezielle Kovariante der ©, untersucht 
E. Ciani®). Besondere CO, und C, treten bei einer von A.B. Oobble®®) 
aufgeworfenen Frage auf; eine C,, die bei der Valentinergruppe Gyso 
invariant bleibt, wird von P. Gordan’®) behandelt. 

Die Komitanten der ersten vier Grade einer allgemeinen C, stellt 
A. Perna”) auf. 

Darstellungen als Summe von Potenzen von Linearformen geben: 
E. Lasker?) für spezielle C, als Summe von 5 vierten Potenzen; 
F. Palatini und H. @. Dawson") für die C, als Summe von 7 fünften 
Potenzen; A.C. Dixon und T. Stuart“) ebenso und für die Q, als 


58) Trans. Am. math. Soc. 5 (1904), p. 39—55. 

59) John Hopkins Univ. Circ. 1908, p. 123—135. 

60) Über Invarianten, die symmetrischen Eigenschaften eines Punktsystems 
entsprechen, Leipzig 1906 (Teubner). 

61) IB2, Anm. 145); dann IIIC1, Nr. 90. 

62) Wien. Monatsh. 29 (1918), p. 255—267. 

63) Proc. London math. Soc. (2) 9 (1910), p. 81—121. 

64) Hierzu auch E. Wölffing, Math.-naturw. Mitt, (2) 8 (1906), p. 27—31. 

65) Arch. Math. Phys. (3) 15 (1909), p. 113—115. 

66) Atti Napoli (2) 12 (1905), p. 1—100. 

67) J. f. reine u. angew. Math 134 (1908). 

68) Rend. di Palermo 14: (1900), p. 16—21. 

69) Am. J. of Math. 28 (1906), p. 333366. 

70) Math. Ann. 61 (1906), p. 453—526; ebenda 68 (1909), p. 1—23. 

71) Giorn. di mat. 40 (1902), p. 142—-158. 

72) Math. Ann. 58 (1904), p. 434—440. 

73) Rend. Acc. Line. (5) 12, (1903), p. 378—384; Quart. J. 37 (1906), p. 379 
—384; H. W. Richmond, Cambridge Proc. 13 (1906), p. 296. 

74) Proc. London math. Soc. (2) 4 (1906), p. 160-168. 
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Summe von 12 siebenten Potenzen; A. ©. Dixon”) für die C, als 
Summe von 10 sechsten Potenzen. 

Den Konnex (1,1) behandelt M. Panelli’®), während trilineare 
Formen von M. Pasch‘”) und Ph. Maennchen‘®) untersucht werden. 


7. Spezielle n-äre Formen. n > 3. Bei n = 4 kommen das erste 
Mal neben Punktkoordinaten x, und Ebenenkoordinaten u,‘ auch For- 
men mit Linienkoordinaten 9,,—=p/,„ vor. Wir schreiben von hier 
an (uwx) = Du,x,; an Stelle von u,’ und bezeichnen jede zu x ko- 
grediente (kontragrediente) Reihe mit einem Buchstaben ohne (mit) 
Strich.”®) 

(n = 4): Invarianten von Punkten im R, behandelt L. BD. Robin- 
son®®). Das vollständige Formensystem®!) von zwei F, stellt P. Gor- 
dan®?) auf; es besteht aus 580 Komitanten. R. Weitzenböck®?) gibt 
Invarianten von linearen und quadratischen Komplexen, vom linearen 
Komplex und einer F,, für eine Kollineation®) und eine Korrela- 
tion®®). Den linearen Punkt-Geraden Konnex behandelt E. Kasner®®), 
während L. Godeaux®”) Andeutungen über den Konnex Punkt-Gerade- 
Ebene macht. 

A. 0. Dixon®®) erörtert im Anschluß an Reye die Darstellung einer 
F,= (a'x)* als Summe von zehn Biquadraten. 

(n = 5): Invarianten von linearen Linien- und Ebenenkomplexen 


Da ,p;, bzw. Da;,,p;,, gibt R. Weitzenböck®). Aus den Identitäten 


75) Ebenda, p. 223— 227. 

76) Giorn. di mat. 36 (1898), p. 81—99. 

77) Math. Ann. 52 (1899), p. 127—129. 

78) Ebenda 55 (1901), p. 81—88. 

79) So sind z. B. p,, die „Linien“-, p/, die „Achsen“-Koordinaten einer Ge- 
raden. 

80) Bull. Am. math. Soc. (2) 19 (1912), p. 57. 

81) Ein vollständiges Formensystem von Grundformen «F', ist ein vollstän- 
diges Invariantensystem von Formen F;, G,, wo die @, Linearformen mit je 
einer Koordinatenreihe des betreffenden Gebietes sind (siehe Nr. 10). 

82) Math. Ann. 56 (1908), p. 1—48; hierzu auch @. Pick, Wien. Ber. 98 (1884), 
p. 536 und ebenda 100 (1891), p. 561. 

83) Komplex-Symbolik, vgl. Anm. 94); ferner Jahresb. d. Deutsch. Math. -Ver. 
19 (1910), p. 225—238. 

84) Monatsh. Math. Phys. 22 (1911), p- 206283. 

85) Rend. di Palermo 30 (1910). 

86) Trans. Am. math. Soc. 4 (1903), p. 213—233. 

87) Belg. Bull. Scient. 1009, p. 1161. 

88) Proc. London math. Soc. (2) 4 (1906), p. 223—227. 

89) Wien. Ber. 119 (1910), p. 43—54; ebenda 121 (1912), p. 2553—2632; 
Rend. di Palermo 31 (1911). 
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die zwischen Linienkoordinaten p,, bestehen, konstruiert W.H. Young”) 
ein Beispiel für die Sätze von Hilbert über Syzygienketten. 

Fünf F,, deren Funktionaldeterminante identisch verschwindet, 
werden von O. Toeplitz®‘) untersucht. Bei F. Palatini”?) findet sich 
die Darstellung einer F, als Summe von acht Kuben. Spezielle F, 
behandelt A. B. Cobble”?). 

(n>5): Ebenenkomplexe werden für n—=6 und 7 ausführlich 
von W. Reichel”) bearbeitet. 

8. n-är. Spezielles. Bei allgemeinem n sind quadratische und 
Bilinearformen in Punktkoordinaten am meisten behandelt worden. 
Bezüglich ersterer führen wir die Monographie von T. J. Bromwich””) 
an. C. Jordan”) untersucht lineare o0”-Scharen von F, und von Bi- 
linearformen. Letztere werden auch won 8. Kantor”) behandelt, wäh- 
rend E.v. Weber“) Büschel von alternierenden Bilinearformen be- 
trachtet. Spezielle Komitanten bei mehreren F, untersucht E. Wälf- 
fing”). 

Bilinearformen mit Transformationen in sich behandelt A.Loeuy“®); 
er dehnt die Cayleyschen Formeln auf solche Formen aus. A.B.Cobble'‘*) 
untersucht Formen Sa,,z,u,, durch die Kollinestionen im ER, darge- 
stellt werden. O.Chiomio'”) gibt Identitäten zwischen Komitanten 
vom Typus (ab... myY(dzy% (bye... 

Zahlreich sind die Arbeiten, die sich auf Faktorenzerlegung be- 
ziehen. So gibt F. Hocevar"®) die notwendigen und hinreichenden 

90) Atti di Torino 34 (1899), p. 596-599. 

91) Diss. Breslau 1905. 

92) Atti di Torino 38 (1903), p. 4350. 

93) Am. J. of Math. 28 (1906), p. 333 —366, 

94) Diss. Greifswald 1907; hierzu F. Engel, Jahresb. d. Deutsch. Math-Ver 
8 (1900), p. 196—198 und Leipzig. Ber. 52 (1900), p. 63—76, p. 220— 239; für 
n—6 auch: O. Landsberg, Diss. Breslau 1899; B. Weitzenböck, Komplez-Symbolik, 
Sammlung Schubert, Leipzig 1908. Vgl ferner C. Segre, Ann. di mat. III, 9 
(1917), p. 75. 

95) Cambridge, Univ. Press 1906. 

96) J. de math. (6) 2 (1906), p. 403433 und ebenda (6) 3 (1907), p. 5-51. 

97) Münchner Ber. 27 (1897), p. 367381. 

98) Ebenda 23 (1398), p. 369394. 

99) Math naturw. Mitteil. (2) 8 (1906), p: 27—31. 

100) Math. Ann. 50 (1898), p. 557—567. 

101) Am. J. 27 (1905), p. 2546. 

102) Giorn. di mat. 42 (1904), p. 248254. 

103) Wien. Ber. 113 (190%), p. 407-428, Paris C. BE. 138 (1964), p. 745; 
Verhandl Kongreß Heidelberg 1904. Hierzu IBıb, Sr. 5, Anm. 5; ferner betr. 
weiterer Literatur: O. Dorner, Wien. Monatsh_ 20 (1909), p. 242— 268; 0.B.Glmm, 
Bull. Am. math. Soe, (2) 17 (1911), p. 449. 
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Bedingungen dafür, daB F', in m Linearfaktoren zerfällt: alle. drei- 
reihigen Minoren der Hesseschen Determinante von F',, müssen durch 
F', teilbar sein. Es genügt hierzu schon die Teilbarkeit von n — 1 
solchen Minoren. Das Verhalten der Hesseschen Determinante bei 
zerfallenden F', untersucht A. Perna!"). 

J. Kürschak'!®) gibt als Erweiterung eines Hilbertschen Satzes die 
Bedingungen an, daß F', die u‘ Potenz einer F, wird (m = up). 

9. Differentialgleichungen für Komitanten. Bei binären Formen 
behandelt F. Junker‘) die bekannten vier Differentialgleichungen der 
Invarianten und reduziert dieselben auf eine einzige durch Einführung 
von Seminvarianten als Veränderlicher. Für isobare Funktionen gibt 
R. Occhipinti'”), für Diskriminanten und Resultanten E. Pascal!) 
charakteristische Differentialgleiehungen. 

Die relativen Invarianten J von o n-ären Grundformen F', lassen 
sich durch »? + o lineare, partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung 
charakterisieren. o von diesen Gleichungen fordern die Homogenität 
von J bzw. der Koeffizienten jeder der Formen F,. Sie sind daher 
überflüssig, wenn — wie üblich — diese Homogenität in die Defini- 
tion der Invarianten aufgenommen wird. Eine weitere Differential- 
gleichung, die eine lineare Kombination der eben genannten Glei- 
chungen ist, wird überflüssig, wenn man sich auf unimodulare Trans- 
formationen beschränkt. 

Die restlichen n? — 1 Differentialgleichungen 


= (), I, =0, o. T._,=0 


n 


bilden ein vollständiges System und entsprechen genau den n?— 1 
infinitesimalen Transformationen, aus denen die (n? — 1) gliedrige pro- 
jektive Gruppe des Gebietes n** Stufe (R,_,) erzeugt wird. .E. Study'°®) 
beweist, daß schon zwei geeignete lineare Kombinationen (mit kon- 
stanten Koeffizienten) der I, —= 0 genügen, um daraus durch Klammer- 
prozesse alle n? — 1 herzuleiten. J. Wellstein'!) zeigt, daß man sogar 
mit einer Gleichung auskommt, wenn man von J gewisse Symmetrie- 
eg fordert. 


104) Napoli Rend. (3) 17 (1911), p. 440—450; hierzu U. Perazzo, Giorn. di 
mat. 38 (1900), p. 337—354. 

105) Arch. Math. Phys. (3) 13 (1908), p. 153—154. 

106) Math. Ann. 64 (1907), p. 328—343; hierzu auch W. Fr. Meyer, Gött. 
Nachr. 1908, p. 117—127. 

107) Gion. di mat. 47 (1909), p. 33—42. 

108) Rend. Acc. Lincei (5) 13 (1904), p. 295, 365, 576. 

109) Jahresb. d. Deutsch. Math.-Ver. 17 (1908), p. 408—417. 

110) Math. Ann. 67 (1909), p. 462-489. 
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Erzeugt man die allgemeine projektive Gruppe durch infinitesi- 
male projektive Schiebungen, so entspricht dies für unimodulare Trans- 
formationen dem Ersetzen der n’— 1 Differentialgleichungen T,, = 0 
durch ein zyklisches System von n Gleichungen D,,,,—0, wie 
W. Fr. Meyer‘'') näher ausführt. Dieses System, sowie ein von Kro- 
necker‘'?) angegebenes von 2» — 2 Gleichungen D,, = 0 sind Spezial- 
fälle der Aronholdschen Differentialgleichungen.!!?) 

Wir führen hier noch an, daß sich mit speziellen Fragen über 
Polaroperationen D,,, anschließend an die Arbeiten Cappellis S. Mine- 
tola“*), M. Bosco"'?) und A. Perna!'®) beschäftigen. Mit n-ären Reihen- 
entwicklungen befassen sich K. Petr") und .E. Noether“'®). Letztere 
gibt eine neue Herleitung für Reihenentwicklungen in Anlehnung an 
eine Arbeit von E. Fischer"). 

W. Groß") gibt für na—=2 und n—=3 eine neue Ableitung der 
Differentialgleichungen für Komitanten, die auch für allgemeine For- 
men (Nr. 4) gültig ist. Er stellt Komitanten durch gewisse Polaren 
dar, die mit linearen Hilfsformen gebildet werden; die Differential- 
gleichungen ergeben sich dann als Bedingungen dafür, daß diese Po- 
laren von den Hilfsformen unabhängig werden. 

Durch die Differentialgleichungen für Komitanten und deren all- 
gemeine Lösungen wird die algebraische Theorie der Komitanten 
keineswegs beherrscht, worauf schon @. Fano!*!) hingewiesen hat. 


10. Vollständige Systeme. In einem Gebiete n'* Stufe (R,_,) 
hat man n — 1 verschiedene Koordinatenreihen zu unterscheiden: 
Punktkoordinaten X,, Geradenkoordinaten x,,, Ebenenkoordinaten IT,,,, 

.., R,_s-Koordinaten U/. Die mit diesen Reihen gebildeten Linear- 


formen 
l) L=DwX, L — 7,1], EN SE 
sollen als System (L) bezeichnet werden. 


111) Leipzig. Ber. 60 (1008), p. 190—210; hierzu E. Study, 1. ce. und J. Well- 
stein, 1. c. 

112) Berlin. Ber. 1889, p. 479, 608 — Werke III, S. 315. 

113) J. f. reine u. angew. Math. 62 (1863). 

114) Giorn. di math. 45 (1907), p. 27—47. 

115) Ebenda 49 (1911), p. 215—225. 

116) Ebenda 50 (1912), p. 217—237. 

117) Rozpravy 16 (1907), tschechisch; ebenda 17 (1908). 

118) Math. Ann. 77 (1916), p. 9$—102. Zusatz und Berichtigung Math. Ann. 
81 (1920), p. 25—30. 

119) J. f. reine u. angew. Math. 140 (1911), p. 48—81. 

120) Wien. Ber. 127 (1918), p. 1396. 

121) IITAB4b, Schluß von Nr. 33. 
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Nun sei ein System (F’) von Grundformen F\, F,,...F, ge- 
geben. Dies sind Formen einer oder mehrerer der Reihen X,, II,,, 
..., U,. Nennen wir Invariante eine solche Komitante der (F), die 
nur Koeffizienten der (F’) enthält, so ist es eine der wichtigsten Auf- 
gaben der Invariantentheorie, „ein vollständiges Invariantensystem“ 
Jyd,-.,J, von (F) anzugeben. Jede ganze rationale Invariante 
der (F') ist dann ganz und rational durch die J,,...,J, darstellbar. 

Jetzt vereinigen wir (F') und (L) zu dem erweiterten Grund- 
formensystem &= (F, L). Ein vollständiges Invariantensystem von 
2 heißt dann „ein vollständiges Formensystem“ J,,...,J, Kı,.:,K, 
von (F). Die zu den J,,..., J, hinzutretenden Komitanten X,,..,K, 
sind dann Kovarianten, Kontravarianten, Zwischenformen usw. Der 
Begriff eines vollständigen Formensystems ist besonders für geome- 
trische Untersuchungen von Belang. 

Daß es genügt, dem Grundformensystem (F') die Linearformen 
(1) mit nur je einer Koordinatenreihe hinzuzufügen, um alle Typen 
von Komitanten der (F) im R,_, zu erhalten, hat A. Olebsch'??) be- 
wiesen. Die Adjunktion von (L) zu (F) und die Bestimmung voll- 
ständiger Invariantensysteme von &=(F,L) ist auch deshalb von 
Bedeutung, da sich durch das (identische) Verschwinden von Komi- 
tanten X, alle „invarianten Gleichungssysteme“ ersetzen lassen. Be- 
stehen nämlich zwischen den Koeffizienten der Formen (F') eine oder 
mehrere Gleichungen G,— 0, aus denen auch @, = 0 für die trans- 
formierten Grundformen (F’) folgt, so ist ein derartiges Gleichungs- 
system stets durch K,=0, K,=0, ... darstellbar.'”°) 

Besteht (F) aus » > N gleichartigen Formen, deren allgemeinste 
N Koeffizienten hat, d. h., sind die F' gleicher Ordnung und haben 
die gleichen Veränderlichenreihen, so genügt es, wie D. Helbert‘**) 
vermutet und E. Noether‘?°) bewiesen hat, N der Formen als Grund- 
formen zu nehmen, um alle Komitantentypen zu übersehen. Ist näm- 
lich J,,...„J, ein vollständiges Invariantensystem von F\,Fy,..,„ Fr 
und tritt zu diesen N Formen F eine weitere Form F'y+ı hinzu, so 
kommen für das vollständige Invariantensystem von F\,..., Fin, Fr+ı 
nur solche Invarianten J, hinzuzufügen, die sich aus den J,,...,J, 
durch einen einfachen Polarenprozeß (Aronholdscher Prozeß) ableiten 
lassen, die also formal keinen neuen Typus darstellen. 


122) Math. Ann 5 (1872), p. 427—435 — Gött. Nachr. 17 (1872). 

123) J. P. Gram, Math. Ann. 7 (1874), p. 230—241; Clebsch- Lindemann, 
Vorles. I, p. 272 (1. Aufl.); E. Study, Methoden usw. 1899, p. 101. 

124) Schwarz-Festschrift 1914, p. 448—451. 

125) Math. Ann. 77 (1916), p. 93—102. 
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L. Maurer ?°) untersucht die Frage, inwieweit es möglich ist, die 
Gleichheit der Invarianten zweier äquivalenter Grundformen aus den 
Transformationsgleichungen für die Koeffizienten derselben zu er- 
schließen. Bei allgemeinen Formen geht dies immer, nicht aber bei 
Formen, zwischen deren Koeffizienten Relationen bestehen. Solche 
sind z.B. die Hilbertschen Nullformen, deren sämtliche Invarianten 
verschwinden. 

11. Symbolische Methoden. Fundamentalsätze. Auf die Schwie- 
rigkeiten, die sich bei Verwendung der Aronhold-Clebschschen Sym- 
bolik im n-ären (n >53) durch das Auftreten der Reihen »,,,9;,, - 
ergeben, ist schon von mehreren Seiten hingewiesen worden.!?”) 

Diese Schwierigkeiten sind heute überwunden. Es lassen sich 
die beiden Fundamentalsätze der symbolischen Methode auch für 
n-äre Komitanten aussprechen. Diese Sätze führen die Theorie der 
ganzen rationalen Komitanten auf solche von Linearformen zurück. 
Der erste Satz!?®) gibt die Vorschriften zur Komitantenbildung, der 
zweite!?°) gibt erschöpfende Auskunft über die ganzen rationalen Be- 
ziehungen zwischen den Komitanten. 

Die Übertragung dieser beiden Sätze auf Formen mit Reihen 
Pixı... kann man nun entweder mit E. Noether'?) durch Hinzunahme 
neuer, einfachster Invariantentypen durchführen (Nr. 12), oder, was 
übersichtlicher und weitreichender ist, man kann die Größen 9:x:... 
selbst in Symbole zerlegen. Ein erster Versuch hierzu wurde von 
E. Waelsch'?®) unternommen; eine verwandte Methode bei Verwen- 
dung alternierender, multilinearer Formen wurde von E. Study'?!) an- 
gegeben (vgl. Nr. 14). Bei R. Weitzenböck'??) geschieht diese Zer- 
legung der P;x:... in „Komplexsymbole“ planmäßig, wodurch die bei- 
den Fundamentalsätze in derselben Gestalt wie für Reihen x und « 
aufrecht erhalten bleiben (Nr. 13). 

Mit Hilfe der beiden Fundamentalsätze und des Helbertschen End- 


126) Weber-Festschrift 1912, p. 242--251. 

127) P. Gordan, Erlanger Progr. 1875, Anhang; E. Study, Methoden usw. 
1889, Anm. 17); E. Noether, J. f. reine u. angew. Math. 139 (1910), p. 118—154. 

128) A. Clebsch, ebenda 59 (1861); näheres siehe z. B. bei E. Study, ]. c. 
p. 22, 47. 

129) Für ternäre Formen z. B. bei E. Study, 1. c. 8. 67, 75; für n-äre For- 
men bei E. Pascal, Rend. Acc. Linc. (4) 4 (1888), p. 119—124; Memor. Acc. Linc. 
(4) 5 (1888), p. 375—387. 

130) Math. Ann. 37 (1890), p. 141—152. 

131) F. Engel, Leipzig. Ber. 52 (1900), p. 63—76, 220—239; W. Reichel, 
Diss. Greifswald 1907; siehe auch E. Study, Geom. der Dynamen (1903), p. 135. 

132) Wien. Ber. 122 (1913), p. 154—168 u. 380—416. 
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lichkeitssatzes gelingt es auch, in komplizierteren Fällen ein vollstän- 
diges Invariantensystem wirklich aufzustellen.'3®) 

12. Der Matrizenkalkül.'”) Eine Form m" Ordnung F der 
Reihen 9, ;....i, ist darstellbar als m' Potenz einer Linearform 


(1) f=D“...i,Pi... ig - 
Entsprechend den dualen Größen p,,...;„_, lassen sich bei entspre- 
chender Normierung der Symbolreihen Gi... zu diesen duale Reihen 
(2) 45, ...in-e aayp @,...ig 
definieren, so daß wieder (j,,.. „3„_,) und (ü,...,2,) algebraisch-kom- 
plementär sind. Für f erhält man so eine vierfache Darstellung'®): 
(3 a) f=D4u.. ig “Pi1...io = a... _oPh ine 
(3b) =D“... Be — ie oPide: 

Denkt man sich in (3a) die Reihen a;,...;, als g-reihige Deter- 
minanten (a’b.. Eh, und ebenso die Reihen Di... als o-reihige 
Determinanten (2%. ..)...., geschrieben, so erscheint f als Summe 


von Produkten entsprechender Determinanten zweier Matrizen von 
gleicher Reihenzahl dargestellt: als „Matrizenprodukt“!3°) 


(4) f - (a | 2.) u a, P,-.)- 
Aus zwei Reihen «,=a,_, und )=b,_, läßt sich erstens 
durch Zusammenfassen '?”) eine neue Reihe 





(5a) ab, = Cr: 

für o+r<n ableiten; ist 6 + r>n, so kann man dasselbe mit 
a,„_, und b,_, machen: 

(db) G_dn = an _0- = Grin 


Zweitens lassen sich aus ,—=a, ,„undb,=b,_, durch „Faltung“ 
neue Reihen bilden: man faßt a, mit g,_,_, zu Gln-0- zel,_, 
und ebenso b,_, mit 2,_, zu b,_,P,_; = ß,_, zusammen und bildet 
dann das Matrizenprodukt 


(6) (e,_:|ß,_;) u Sufn_2"Pe_1 
wodurch eine neue Reihe «,f,_, definiert ist. A heißt der Defekt der 
Faltung. 


133) R. Weitzenböck, Math. Ann. 75 (1914), p. 569—585. 

134) E. Noether, J. f. reine u. angew. Math. 139 (1910), p. 118—154. 

135) A. Olebsch, Abh. d. Ges. d. Wiss. Göttingen 17 (1892), $ 5. 

136) E. Noether, \.c. $2. E. Noether schreibt übrigens «a? statt a,. 

137) „Kombinatorisches Produkt“ bei H. Graßmann, Ausdehnungslehre, 1862; 
hierzu auch E. Müller, Wien. Ber. 118 (1909). 


n—i 
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Mit Hilfe der in (5) und (6) definierten Symbol- bzw. Größen- 
reihen können dann die beiden Fundamentalsätze formuliert werden 
(Nr. 11). Die quadratischen Identitäten zwischen den p-reihigen De- 
terminanten p, werden z, B.: 

(7) (Pn-0-2Pe | Vo-2Pn-g) =0 für alle Po+2 und V,_.2 

Der Matrizenkalkül gestattet dann in einfacher Weise das Zurück- 
gehen vom symbolischen Faltungsprozeß zu den unsymbolischen Diffe- 
rentiationsprozessen und gibt damit den Anschluß an die Theorie der 
Normalformen und Formenreihen. 

13. Die Komplexsymbolik."”®) Der vollständige Anschluß an die 


Theorie der Linearformen (a2) = Da; x,, (eu) =De,u,; und damit 


an die Aronhold-Olebschsche Symbolik wird erst duch weitere Zer- 
legung der Reihen 9,....., = P....;„_.. erreicht. Diese Zerlegung drückt 
sich in den Gleichungen aus: 

(la) ie he: DPuP;-- «Pi, 

(1b) Pi... = Paßi - - - Pine: 

Hierbei sind die », (und analog die p,') Symbole („Komplexsymbole“), 
für welche das Multiplikationsgesetz 

2) DB = — PıBi 

gilt. Die Linearform (1) der vorigen Nr. kann jetzt als o‘ Potenz 


2 1: R n 1 4 
(8) f=2a,..iPi..i our Sa; p) ad: (a’p)" 
dargestellt werden und hiermit ist die Zurückführung auf den Typus 


(w x) bewirkt. 
Statt (3a) der nn Nr. kommt jetzt: 


me 


—1 e(n-9) 
(4) de: Fr (pr — | are P)y"®, 
während (3b) eine Erweiterung des Determinantenbegriffes???) erfor- 
dert, indem jetzt in den n-reihigen Determinanten (ab...) die Reihen 
a,b,... auch Komplexsymbole p sein können. Statt (ppe...) schreibt 
man dann kürzer (p?e...). Es wird so: u 


(5) KR co 17 u) enter (7 ep). 


Bei dieser Darstellung bleiben die beiden Fundamentalsätze der sym- 
bolischen Methode (Nr. 11) in der gewöhnlichen Fassung mit dem 





138) Der Name „Komplex‘‘symbolik rührt von der Darstellbarkeit der Linien- 
komplexe und deren analogen Gebilden mit diesen Symbolen her. R. Weitgen- 
böck, Sammlung Schubert 57 (1908). 

139) Arch. Math. Phys. (3) 21 (1913), p. 111—128 u. 301—303 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 4,1. 2 
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Zusatze bestehen??), daß die in ihnen vorkommenden Reihen auch 
von Komplexsymbolen gebildet werden können. 


Die Identitäten zwischen den p;.....,, sehen jetzt so aus: 


(6) POP... 0-3 %r... je-a = 9 für alle Indizesgruppen. 

Die Identitäten des zweiten Fundamentalsatzes nehmen mit Be- 
rücksichtigung von Komplexsymbolen die verschiedenartigsten Ge- 
stalten an. Zerlegt !man auch noch für oe=n—1 die Reihen 
%=Pi...n_, in Komplexsymbole, so wird es möglich, sämtliche 
dieser Identitäten aus einer einzigen herzuleiten. 

14. Vergleich der Methoden. Wir zeigen die Verwendung der 
in den vorhergehenden Nummern angeführten Methoden an einem 
Beispiele. Es sei für n = 6 (linearer R,) ein linearer Ebenenkomplex 
K gegeben. Sind die =,,, die 20 homogenen Koordinaten einer ver- 
änderlichen Ebene, so wird X dargestellt: 


1) Unsymbolisch: PTR) 

2) Ausdehnungslehre: [AI] = 0. 

3) Matrizenkalkül: (a; |n,) = 0. 

4) Studysche) alternierende Formen: (a’z)(ß'y)(y'2) = 0. 

5) Komplexsymbolik "#®): (az) = 0. 

Bei 1) und 3) sind die a;.; bzw. a, zwanzig gewöhnliche kom- 
plexe Größen a, = — a; = — qijı; bei 2) ist A eine Komplex- 


größe 3. Btufe); bei 4) geben Je drei Symbole «;ß;y; multipliziert 
eine Zahl a;,;; bei 5) sind die a; dreifältige Komplexsymbole. 
Der Komplex K hat eine (einzige) projektive Invariante J vom 
Es Grade in gen Koeffizienten a;,,;,—= 4,„„. Unsymbolisch ist 
—-D O5 lzuyluyz In Studyscher Symbolik der obigen Darstel- 
1a 4) entsprechend ist): J= (aß, 71 a ßza) (Yeßsysußır); kom- 
plexsymbolisch wird!#): J= 4(a’'b)?(ba’)(a’e)(cd’)’. ‚Beim Matrizen- 
kalkül wird vorerst die Einführung neuer Reihen r;r,—= s,s, not- 
wendig. Diese Reihen sind definiert durch die identisch in z, und 
a bestehende Gleichung (r !w)(r |x)= (a,'w |a,x). Es ist dann 
= (rs) ls) 
In analoger Weise“) hätte man bei 2) nach Graßmann‘“”) vor- 
erst die äußeren Produkte [AX] (progressiv) und [] AU] (regressiv), 
wobei | A die Ergänzung zu A ist, zu bilden. Aus beiden wird dann 


140) W. Reichel, Diss. Greifswald 1907. Vgl. Anm. 131). 

141) Vgl. hierzu E. Noether, J. f. reine u. angew. Math. 139 (1910), p. 118 
— 154, Einleitung. 

142) Ausdehnungslehre von 1862 = Ges. Werke I, p. 84. 
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weiter das gemischte Produkt [[AX]- [| AU]] gebildet. Dieses definiert 
eine zu sich selbst duale „algebraische Punkt-R,-Größe*#) und J 
könnte dann als eine Art fortschreitendes Produkt dieser Größe mit 
sich selbst definiert werden.'**) 

Das behandelte Beispiel zeigt, daß es bei Bildung von Invarianten 
unerläßlich sein kann, auf die Struktur der Koeffizientenreihe a;,, ein- 
zugehen und diese Struktur durch Zerlegung in Symbole oder wenig- 
stens nach Indizesreihen zum Ausdrucke zu bringen. Die Bezeichnung 
der Gesamtheit der 20 Größen a;,, mit einem einzigen Zeichen A als 
Vertreter einer extensiven Größe gestattet keine Darstellung der In- 
variante J.'®) 


B. Nicht-projektive Invarianten. 


15. Allgemeines. Das Problem, die invarianten Eigenschaften 
zu bestimmen, welche irgendwelche geometrische Figuren gegenüber 
einer Transformationsgruppe besitzen, wurde zuerst von F. Klein) 
in seinem Erlanger Programm formuliert. Bei späteren Autoren tritt 
dann die Aufgabe auf, bei gegebenen Grundformen F' und gegebener 
Gruppe @ alle Komitanten J& der F bzw. G@ zu finden. 

Es sind nur einige wenige Untergruppen @ der allgemeinen pro- 
jektiven Gruppe I des R,_, (Gebietes »!* Stufe) für die dieses Pro- 
blem in. demselben Umfange gelöst wurde wie bei projektiven In- 
varianten.'#”) Hierbei ist @ meist dadurch definiert, daß ihre Trans- 
formationen gegebene Formen 9, invariant lassen.'??) 

Geometrische Betrachtungen führten F\. Klein insbesondere zu der 
Frage, wie sich invariante Beziehungen umsetzen, wenn man statt @ 


143) E. Müller, Jahresb. d. Deutsch. Math.-Ver. 23 (1914), p. 98—116; Wien. 
Ber. 118 (1909) und ebenda 127 (1918). 

144) Hier versagen die Methoden der Ausdehnungslehre: es müßte eine 
(überflüssige) Erweiterung derselben eintreten, etwa in der Art, wie Kollinea- 
tionen mit extensiven Brüchen dargestellt werden. Vgl. hierzu H. Graßmann, 
Werke I, p. 240 u. 438. Ferner R. Mehmke, Vorles. über Punkt- u. Vektoren- 
rechnung, p. 320f., Leipzig 1913 (Teubner). 

145) Sollte die Ausdehnungslehre und deren Weiterbildung das werden, 
was sich manche Geometer von ihr erhoffen, nämlich eine Invariantentheorie der 
linearen homogenen Gruppe, so müßte vor allem neben exakter arithmetischer 
und algebraischer Formulierung der Grundbegriffe, der Gruppen- und Invarianten- 
begriff in den Vordergrund gestellt werden (Nr. 19). Etwa so, wie dies für die 
linearen Gruppen der Ebene in dem Buche H. Beck, Koordinatengeometrie 
(Springer 1919) geschieht, 

146) Erlangen 1872. Wieder abgedruckt: Math. Ann. 43 (1893), p. 63—100 
(= Ges. Abhandl. I, p. 377). Hierzu auch G. Fano, IHIAB4b, Nr. 38: 

147) Hierzu .D. Hilbert, Math. Ann. 36 (1890), p. 532. 
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eine umfassendere Gruppe @’ nimmt. Nehmen wir @’ als die allge- 
meine projektive Gruppe I’ und denken uns die lineare Gruppe G, 
wie angeführt, dadurch definiert, daß bei ihr gewisse Formen g, in- 
variant bleiben, so liegt es nahe, zwecks Aufstellung aller Komitanten 
Js von Grundformen F' bzw. @ folgendes Verfahren einzuschlagen 
(„Adjunktionssatz“): Man adjungiert die p, zum Grundformensystem 
(F,) und sucht für das so erweiterte System (F',,9,) projektive In- 
varianten Jr. Jede Jr, in der die Koeffizienten wenigstens einer der 
F, wirklich vorkommen, ist dann sicher eine Jg. Das Umgekehrte 
gilt aber nicht allgemein, wenigstens nicht für ganze rationale In- 
varianten'#); inwieweit diese Umkehrung gilt, ist eine noch unge- 
löste Frage. 

Die Theorie der Komitanten solcher Gruppen G, für die der Ad- 
junktionssatz gilt, ist dann zurückgeführt auf die der projektiven In- 
varianten. Damit ist insbesondere die Endlichkeit der vollständigen 
Invarianten- und Formensysteme für diese Gruppen @ erwiesen.) 

Neuerdings wurde diese Endlichkeit von E. Fischer") für solche 
Transformationsgruppen bewiesen, die mit x, = $«,,2, auch die Trans- 
formation 2, = Va,,x,; enthalten, wo «,, komplex-konjugiert zu «,; 
ist. Derartige Gruppen sind z. B. die Drehungsgruppen; die Frage 
nach allen solehen Gruppen ist noch offen. 

Eine bemerkenswerte transzendente Methode zwecks Bildung der 
Invarianten von beliebigen endlichen Gruppen wurde von A. Hur- 
witz‘) angegeben. Bei endlichen diskreten Gruppen erhält man die 
allgemeinste Invariante, wenn man eine Funktion F(a,) den endlich- 
vielen Transformationen der Gruppe unterwirft und alle so entstehen- 
den Ausdrücke addiert. Hurwitz dehnt dies auf endliche, kontinuier- 
liche Gruppen (im Zieschen Sinne) aus, wobei an Stelle der Summe 
ein über die Mannigfaltigkeit der Parameter (Transformationskoeffi- 
zienten) erstrecktes Integral tritt. Im Speziellen führt Hurwitz seine 
Methode für Drehungsinvarianten näher aus (Nr. 17). 

Wir geben in den folgenden Nummern bei den einzelnen zur 
Aufzählung gelangenden Gruppen @ die dazu ‘gehörigen Komitanten- 
typen an, d. h. die Komitanten einer Reihe von Linearformen 
L,:(a'x), (b’x),... in Punktkoordinaten x und von Linearformen 


148) H. Burkhardt, Math. Ann. 43 (1893), p. 197—215; E. Study, Leipzig. 
Ber. 48 (1896), p. 649—664; R. Weitzenbück, 1. c. 133). 

149) Diese Frage wurde auch von L. Maurer behandelt: Münchner Ber. 29 
(1899), p. 147; Math. Ann. 57 (1908), p. 265—313. 

150) Gött. Nachr. 1915. 

151) Ebenda 1897. 
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L,: (au’), (bW), ... in den zu den x kontragredienten «. Damit sind 
auch für beliebige Grundformen die Faktortypen für deren Komi- 
tanten aufgezählt; man hat nur die Reihen «a, d’,... und a,b,... als 
Symbolreihen aufzufassen. Für die allgemeine projektive Gruppe sind 


diese Typen: Be) (ab... Tau). 
16. Seminvarianten. Schiebungsinvarianten. Eine +(n?-+n—2)- 
gliedrige Untergruppe @ der allgemeinen projektiven Gruppe des R,_,, 


deren Invariantentheorie ausführlich von J. Deruyts!°?) entwickelt wurde, 
ist gegeben durch die Transformationen (in homogenen Veränderlichen): 





a ae Fa + a,.%, 
N rt er RENATE + 09,8%, 
E FÜR eaa Gate 1 Santiekn 
x >= G,,n&n: 


Die Invarianten bezüglich dieser Gruppe heißen Semi-Invarianten 
oder kürzer Seminvarianten. 

Die linearen Transformationen (1) lassen sich durch die Angabe 
festlegen, daß ein invarianter R,_, (x, = 0), in diesem ein invarianter 
R,_> @,=0,%,_,=0),..., in diesem eine invariante (Gerade 
(&,=0,...,% = 0) und auf dieser ein invarianter Punkt 1:0:0:...:0 
vorhanden Be Für Linearformen (a’x),... und (ew‘),... gibt es die 


folgenden Typen von Seminvarianten: 


(de), 























‚ sr la,‘ As" nr a: RE ı r r 
Oj Care de A u Bei, u) EU.) 
KARA 
ann An 3n1 Cm 
En (ePß)._1,n gr ‚ (eBy)_a,.n-1,1 = Bez Pa-2 Pr-ı Br 227% (eß.. u). 
a Yn-2Yn-1Yn 





Bezüglich der Verwendung von Seminvarianten als Leitglieder 
sowie bezüglich der Differentialgleichungen für Seminvarianten sei 
auf IB2, Nr. 23 hingewiesen.'?3) 


152) J. Deruyts, Essai d’une theorie generale des formes algebriques, Lüttich 
1890. Vgl. hierzu W. Fr. Meyer, IB2, Nr.23 oder ausführlicher den Inva- 
riantenber. im Jahresb. d. Deutsch. Math.-Ver. I (1890), p. 245. 

153) Hierzu noch: W. Fr. Meyer, Leipzig. Ber. 60 (1908), p. 190-210; Gött. 
Nachr. 1908, p. 117—127; Allgemeine Formen- und Invariantentheorie I, $ 16, 
Sammlung Schubert 33 (1909); Grace und Young, The Algebra of Invariants, 
p. 28 (Cambridge 1908); W. E. Story, Traus. Am. math. Soc. 8 (1907), p. 33—70. 
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Eine (n — 1)-gliedrige Untergruppe der durch (4) gegebenen 
Gruppe wird durch die Translationen des R,_, gegeben: 





2, man + Rund 

a. = & fg + 9,2%, 

A ET, AR Dh u, RRRET 5 
2, .= PER 


Die Invarianten dieser Gruppe heißen Schiebungsinvarianten; für 
Linearformen in x und « gibt es die folgenden: 

(4) a;(in), (@b...m), (ab...m), a,, (aa). 

So werden z.B. die Koeffizienten der von x, freien Glieder einer 
Form F, = (ax)? Schiebungsinvarianten. Für n=2 sind bei uni- 
nodulären Substitutionen Schiebungsinvarianten und Seminvarianten 
identisch. 

Nimmt man zu (3) die Ähnlichkeitstransformationen 2, — «,% 
hinzu, so erhält man „Schiebungs- und Streckungsinvarianten“. (4) 
bleibt dabei ungeändert, für die Komitanten tritt noch die Forderung 
hinzu, bezüglich der einzelnen Indizes isobar zu sein.'*) 

17. Drehungsinvarianten (orthogonale Invarianten). Die ge- 
mischte 1 {n® — 3n + 2)-gliedrige Gruppe der Euklidischen Drehungen 
und Shibgehiägen des R,_, ist gegeben durch die Transformationen: 





Re 7 MR were; 
u, mat i:®: + %g,n-1%n-1 
1 = %,-1,18ı En a ON 
Sr Auer N 
Hierbei bilden die «,, eine eigentliche oder uneigentliche ortho- 
gonale Matrix. Drehpunkt ist der Anfangspunkt 0:0:...:0:1. Führt 
man hier die Reihe ”=0:0:...:0:1 ein, so daß ((a)=x, —=0 


die Gleichung des uneigentlichen R,_, ist, so sind die Invarianten 
von Linearformen bezüglich (5), die Drehungsinvarianten gegeben durch 


(6) (ab...m), (ab). 


Hier sind die a,b,... irgendwelche Reihen #,y,..., w,v’,... oder 
die Reihe /‘. Der Unterschied zwischen Ko- und Kontragredienz fällt 
hier fort. Demgemäß werden hier die beiden Hauptsätze der symbo- 
lischen Methode besonders einfach.'?°) 


154) T. Derupts, l. e.; für binäre Formen bei W. Fr. Meyer, 1. e. 
155) E. Study, Leipaig. Ber, 49 (1897), p. 442—461; R. Weitzenböck, Wiener 
Denkschriften 89 (1913), p. 709— 732. 
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Statt (6) kann man auch, in ein Gebiet (n — 1)! Stufe herab- 
steigend oder zu inhomogenen Koordinaten z,, %, . . .,%,_, übergehend, 
die beiden Typen angeben: 


(7) (ab... Mıs...,n-1 |. 


MMI--- Mn _1 








Wegen (6) lassen sich die Drehungsinvarianten auffassen als pro- 
jektive Invarianten der gegebenen Grundformen, zu denen die beiden 


Formen L= (!r)=x, und 9 = > hinzutreten. Damit ist auch 


die Endlichkeit für Prehungaturdtianien nachgewiesen. Die Typen 
(6) und den Endlichkeitsbeweis gaben D. Hilbert'°®), H. Burkhardt'’"), 
E. Study”) und A. Hurwitz"°®). 

An speziellen Ausführungen ist — abgesehen von Arbeiten aus 
der Vektoralgebra — nur weniges über Drehungsinvarianten er- 
schienen. Binäre Formen behandelt E. B. Ellott"®). Vollständige 
Formensysteme wurden angegeben von R. Weitzenböck für: Kegel- 
schnitt), Fläche 2. Ordnung'®), linearer Komplex im R,'2). 

Drehungsinvarianten ternärer Bilinearformen werden vektoralge- 
braisch untersucht von @. Rabinowitsch'®); die ternäre C, werden be- 
handelt von J. Thomae'®*) und R. Weitzenböck'®°), die ternäre C©, von 
O. Lüders'*®). 

Erwähnt müssen hier noch werden die besonders für die Theorie 
der linearen Integralgleichungen wichtigen Verallgemeinerungen auf 
n—= %, die zuerst von E. Hellinger'*”) und O. Toeplitz'°®) behandelt 
worden sind. 


18. Binäranalyse. Es sei f,=f(z, ‚A; Gy, +, Ay) eine binäre 
Form mit den Koeffizienten a,,..., ay. Diese letzteren können als 


166) Math. Ann. 36 (1890), p. 471—534. 

157) Ebenda 43 (1893), p. 197—215. 

158) Gött. Nachr. 1897. 

159) Proc. London math. Soc. 33 (1901), p. 226—257; Quart. J. 37 (1906), 
p. 91—105; A. Berry, Proc. Cambr. Phil. Soc. 13 (1905), p. 55—57. 

160) Wien. Ber. 122 (1913), p. 1595—1606. 

161) Monatsh. Math. Phys. 25 (1914), p. 89—120. 

162) Ebenda, p. 121—124. 

163) Rend. di Palermo 36 (1913), p. 99—110. Hierzu auch: A. ER 
ebenda 33 (1912), p. 275—280; M. Bottasso, ebenda 34 (1912), p. 158—164. 

164) Leipzig. Ber. 51 (1899), p. 317—353. 

165) Wien. Ber. 128 (1919), p. 9—23. 

166) Diss. Halle 1910. 

167) Diss. Göttingen 1907. 

168) Gött. Nachr. 1907, p. 101—109 u. 110-115. 
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Punktkoordinaten in einem Ry;ı von N + 1 Dimensionen, oder auch 
als homogene Punktkoordinaten in einem Ry gedeutet werden. Hier- 
durch wird die Gesamtheit der f, auf einen mehrdimensionalen Raum 
R abgebildet. | 

Eine lineare Transformation 7, der binären Veränderlichen x,, x, 
induziert eine lineare Transformation 7, der a,, also eine lineare 
Punkttransformation des Raumes R. Die 7, bilden eine mit der 
Gruppe der 7, meroödrisch isomorphe Untergruppe U der allgemeinen 
projektiven Gruppe des Raumes R.'°) 

Nach Ostrowski?®) wird jede 7, durch N verschiedene 7, erzeugt, 
die auseinander durch Multiplikation mit n‘" Einheitswurzeln hervor- 
gehen. Eine ganzzahlige 7, wird, allenfalls nach Änderung aller Vor- 
zeichen, durch eine ganzzahlige 7’, erzeugt. Die Gruppe 7, läßt sich 
als die größte Gruppe charakterisieren, die die Diskriminante der f, 
in sich überführt. Analog läßt sich die Gruppe, die durch 7‘, bei 
zwei Formen induziert ist, als die größte Gruppe charakterisieren, die 
die Resultante der beiden Formen in sich überführt und bei der die 
Koeffizienten der beiden Formen getrennt transformiert werden. 

Auf der Beziehung zwischen 7, und 7’, beruht die Möglichkeit 
einer „Binäranalyse“, d. h. die Möglichkeit, das Verhalten geometri- 
scher Gebilde von R gegenüber U mittels binärer Invarianten zu 
untersuchen. 

Derartige Zusammenhänge („n-är-Analysen“) sind wiederholt unter- 
sucht worden.!’%) Wir führen hier eine von E. Waelsch") eingehend 
behandelte Abbildung näher aus, bei der U die Gruppe der Euklidi- 
schen Drehungen um einen Punkt im R, (bzw. R,) ist. Einer 
fr = 122 + 2092,25 + 0% wird der Vektor (a,,a,, a,) zugeordnet: 
Le Ge 3(% + &9), Re + (&, I 099), A, = ile (i ans V- 1). 
Es ist dann ® + + ad —= a,,%s — dis 

Der Vektoraddition entspricht die Addition der zugeordneten 
Formen, dem Vektorprodukt und dem skalaren Produkt entsprechen 
1. und 2. Überschiebung. Lineare Vektorfunktionen können durch 
doppeltquadratische Binärformen «2ß}, n-Beine durch n-fach quadra- 


169) Bezüglich weiterer Eigenschaften der T, vgl. A. Hurwitz, Math. Ann. 
45 (1894), p. 381—404; J. Wellstein, ebenda 67 (1909), p. 462—489 u. 490497. 

170) Vgl. hierzu @. Fano, ITAB4b, Nr. 28. 

171) Wien. Anzeiger 38 (1901), p. 308—314; ebenda 39 (1902), p. 40, 82; 
Wien. Ber. 112 (1903), 3 Mitteilungen. Die gesamten diesbezüglichen Arbeiten 
findet man angegeben in der Literaturzusammenstellung am Schlusse des Buches 
von J. A. Schouten, Grundlagen der Vektor- und Affinoranalysis, Leipzig 1914 
(Teubner). Nachträge hierzu Jahresb. d. Deutsch. Math.-Ver. 24 (1915), p. 382. 
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tische Formen dargestellt werden.!'”) Hieran schließen sich zahlreiche 
Anwendungen, besonders auf Kugelfunktionen im .R,.'3) 

Drehungen im R, können analog dargestellt werden durch in- 
kongruente lineare Transformationen zweier binärer Veränderlicher; 
hierbei werden die Punkte des R, auf binäre Bilinearformen abge- 
bildet.!’%) E. Waelsch!") gibt auch hierzu zahlreiche Anwendungen. 


19. Vektor- und Tensoralgebra. Die Vektoralgebra ist die 
Theorie der Drehungsinvarianten einer Reihe von Linearformen, deren 
Koeffizienten a,b,... @=1,2,...,n — 1) als skalare Komponenten 
von Vektoren @,b,... aufgefaßt werden. Im besonderen sind es Eukli- 
dische Drehungs- und Umlegungsinvarianten, wenn die quadratische 
Fundamentalform die spezielle Gestalt ® = (xx) = x? hat. Es gibt 
dann für n=4 z. B. (dreidimensionaler Raum) nur die beiden Typen 
(7) von Invarianten®?”): (abe) = [abe] ist das äußere Produkt der 
drei Vektoren a,b,C; (a|b) ist das innere Produkt von @ und b. 

Die Bezeichnung der Gesamtheit der Zahlen a,,a,,...,a, mit 
einem einzigen Zeichen a (Vektor @, extensive „Größe“ a) gründet 
sich auf genau dieselbe Abstraktion, die man in der Invariantentheorie 
seit langem vollzieht, wenn man von dem „Punkt“ oder von der 
„@rößenreihe“ (Symbolreihe) @ spricht. Es sind ganz wenige Regeln 
aus den Elementen der Algebra und der Determinantentheorie, die 
zusammen mit den für Drehungsinvarianten bestehenden Identitäten 
die gesamten Umformungsgesetze der Vektoralgebra (und damit auch 
die der Vektoranalysis) ausmachen. 


Verwendet man inhomogene Koordinaten & = %,,%,,...,2,_, im 
R,_,, so ist ein Tensor pt” Stufe durch eine alulzchee Form 
F,= —_ ET Yyrr + - - WW, ... gegeben.) Die Tensoralgebra ist 


die Theorie der N und EEE Invarianten der En dr 
Es sind bisher hauptsächlich Tensoren 2. Stufe und von diesen die 
einfachsten Invarianten behandelt worden, wobei mehr der formalen 
Seite Rechnung getragen wurde.!”) 





173) Wien. Ber. 113 (1904), drei Arbeiten; ebenda 114 (1905); Wien. Monatsh. 
17 (1906), p. 241—280; Paris ©. R. 143 (1906). 

173) Wien. Monaich, 16 (1905), p. 273—311; ebenda 20 (1909); Wien. Ber. 
118 (1908); Paris C. R. 144 (1907) und ebenda 145 (1907). 

174) E. Study, Am. J. 15 (1895), p. 198. 

175) Jahresb. d. Deutsch. Math.-Ver. 19 (1910), p. 90; Paris ©.R. 154 (1912); 
Wien. Ber. 122 (1913); ebenda 125 (1916). 

176) Vgl. z.B. ZH. Weyl, Raum, Zeit, Materie, p. 30 (Springer 1918). 

177) So heißt beispielsweise ein Tensor 2. Stufe auch: Affinor (Jung), dya- 
die (Gibbs, Wilson), Tensortripel (Vogt), komplette Dyade (Jaumann), asymetri- 
scher Tensor (.R. H. Weber), Diatensor (Budde). Für spezielle Tensoren 2. Stufe 
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20. Bewegungsinvarianten. Die Untergruppe @ der allgemeinen 
projektiven Gruppe des R,_,, deren Transformationen eine nicht-sin- 
guläre Punktmannigfaltigkeit ® = (m’x)? = 0 invariant lassen, be- 
sitzt eine Invariantentheorie, die mit der bezüglich der allgemeinen 
projektiven Gruppe identisch ist, wenn man den gegebenen Grund- 
formen F‘, die quadratische Form ® adjungiert.'"%) Die Diskriminante 
von ® ist hierbei eine reine Zahl. Nimmt man © als absolute Maß- 
fläche einer nichteuklidischen Maßbestimmung, so sind die Invarianten 
von (F,, ®) nichteuklidische Bewegungsinvarianten. Deren Struktur 
wird besonders einfach für ©®= 2 

Anders gestalten sich die Verhältnisse, wenn die Diskriminante 
von ® verschwindet. Nimmt man insbesondere für ® eine einfach- 
singuläre quadratische Mannigfaltigkeit von R,_,-Koordinaten u; : ® 
— (mu’)’ — 0, deren zugehöriges Punktgebilde (für n = 3 die „Kreis- 
punkte“, für n—= 4 der „Kugelkreis“) im linearen, uneigentlichen 
R,_s:L= (Vz) = 0 gelegen ist, so bilden die linearen Transforma- 
tionen, die ®’ in sich überführen, die „Hauptgruppe“ des R,_,. Ihre 
Invarianten heißen „Hauptinvarianten“. 


n—1 


Nimmt man ® = (W | W)= Du und L= (lx) = x, so sind 
1 


die Transformationen der Hauptgruppe gegeben durch: 


& 0 -yıht:::°: Aa Bl 
u =yıhıHt + &pn_ı®n-ı + 8%, 
11h t + it 





\ T, rd EnTn: 
Hierbei ist die Matrix der «,, orthogonal: |@,,|=-+1 und 2, #0. 
Für |e,|=1 entsteht die gemischte Gruppe der Euklidischen Be- 
wegungen und Umlegungen, deren Invarianten „Bewegungsinvarianten“ 
heißen. Sie unterscheiden sich von den Hauptinvarianten nur dadurch, 
daß letztere bezüglich der Reihen x, homogen sein müssen. 
Bewegungsinvarianten von Grundformen F‘, lassen sich als pro- 
jektive Invarianten von (F,, ®’, L) darstellen.'’®) Hieraus ergeben sich 





gibt es noch die Bezeichnungen: Deviatoren (Schouten), Antitensoren (Spielrein), 
Axiator (Spielrein), Idemfaktor (Gibbs). 

Eine lehrreiche Zusammenstellung der wichtigsten Bezeichnungen findet 
man bei E. Jahnke, Arch. Math. Phys. 25 (1917), p. 310—328. In formaler Hin- 
sicht geht am weitesten J. A. Schouten, Grundlagen der Vektor- und Affinor- 
analysis, Leipzig 1914 (Teubner). 

178) E. Study, Leipzig. Ber. 49 (1897), p. 442—461. 

179) R. Weitzenböck, Math. Ann. 75 (1914), p. 569—585. 
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die beiden Fundamentalsätze #0) und die Endlichkeit vollständiger 
Systeme.!3°) Für Linearformen in %,... und ,... erhält man 2%" -+ 2 
Typen, die z.B. für quaternäre Formen (r = 4) lauten #1): 

a,” a," Gy 
b,' b, by 
x 
hld)—a; = (abed); h— @|d)= ab’ tab, +95; 
a’, a, 0 
%% a, 


h=aded; haben hl; 








’ ’ [4 
a a, a, 0 





























; Dry b,’b,’b,’ 0 
fr = (a’|abc) = 6,5, fs — (a |d’|ab) — Rn 
a 6 bb. bb, 
3 
a,a Ge 
f = (ab||cd) =» (ab), (cd), ı» b, 2 d, a, 
; 1 B 

%0,a,| |d,d,d, 
gi an (abelldef) -) (abe),zu(def);r. -)> b, b, b, e&% 6, |- 

ik uaaıhrht 














Spezielle Ausführungen finden sich in den genannten Arbeiten 
von R. Weitzenböck'%#). Für ternäre und quaternäre quadratische For- 
men gelangen Bewegungsinvarianten seit langem bei der metrischen 
Klassifikation von Kurven und Flächen 2. Ordnung zur Aufzählung. '%) 

21. Affine Invarianten. Die (n? — n)-gliedrige affine Gruppe '%) 
des R,_, ist gegeben durch die Transformationen 


4, = At :::-:- 4,00, 

1 1 

(1) 17 %_11% ou RE, + On -1,nTn 
ı% = a8. 


Hierbei ist L= (!x) = x, — 0 die Gleichung des uneigentlichen (un- 
endlichfernen) R,_, des Gebietes ner Stufe R,_r- Ä 

Die Komitanten der Grundformen F, bezüglich der affinen Gruppe, 
die Affininvarianten, sind projektive Invarianten des Systems (FL); 
für Linearformen in x und u’ haben wir die folgenden Typen '#): 
(2) (ab...m’), (ab...m), (a’a), (adb...7), (la). 


180) R. Weitzenböck, Wien. Ber. 122ff. (ab 1913), 1.,2.,3. u. 7. Mitteilung. 
181) Ebenda, 7. Mitteilung. 

182) Ebenda, 5. bis 15. Mitteilung. 

183) Vgl. z. B. C. Koehler, Arch. Math. Phys. (3) 3 (1902), p. 21—33, 


184) „Allgemeine lineare Gruppe“ nach $. Lie. Vgl. hierzu @. Fano, 
OIABA4b, Nr. 7. 


185) R. Weitzenböck, Jahresb. d. Deutsch. Math.-Ver. 22 (1913), p. 192— 209. 
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Hierbei ist ? die Größenreihen 0:0:0:...:1. Hieraus folgt 
insbesondere auch die Endlichkeit vollständiger Systeme von affinen 
Invarianten. 

Analoge Sätze gelten für die „spezielle lineare Gruppe“ «,„ —=1, 
'&,| = 1, sowie für die dualen Gruppen, bei deren Transformationen 
nicht ein linearer R,_,, sondern ein Punkt fest bleibt. 


Ebenso gilt für die „affine Gruppe mit festem Punkt“ T\,, deren 
Transformationen einen linearen R,_,: L=(l'x) = 0 und einen Punkt 
P= (lw) = 0 invariant lassen, der Adjunktionssatz (Nr. 15): Die 
Invarianten bezüglich IT, sind projektive Invarianten von (F',L, P).'?°) 


22. Weitere Gruppen.') Von speziellen Gruppen, deren Komi- 
tanten bisher behandelt wurden, sind in erster Linie die Gruppen der 
reziproken Radien G, zu erwähnen, deren Transformationen sich aus 
den Transformationen der Hauptgruppe durch Hinzunahme der In- 
versionen ergeben. Bei Verwendung polysphärischer Koordinaten 
deckt sich die Invariantentheorie der @, mit der der projektiven 
Gruppe von Transformationen, die eine nicht-singuläre quadratische 
Punktmannigfaltigkeit in sich überführen und die von .E. Study'?") 
ausführlich untersucht wurde. Von demselben Geometer stammt auch 
eine vorbildliche invariantentheoretische Behandlung des Apollonischen 
Problems.'?*) 189) 

Für eine spezielle zehngliedrige Gruppe des R,, die „Galilei- 
Newton-Gruppe“, gibt R. Weitzenböck alle Invariantentypen an.!®) 

P. Benedetti'') behandelt Komitanten von hyperalgebraischen 
Formen'??) bezüglich projektiver und antiprojektiver Transformationen. 

H. Hilton“) untersucht Invarianten von einzelnen Punkten im 
R„_, gegenüber einer einzigen linearen Substitution. 





186) Vgl. hierzu @. Fano, IITAB4b, Nr. 84--42. N 

187) Leipzig. Ber. 49 (1897), p. 442—461. 

188) Math. Ann. 49 (1897),.p. 497. 

189) Betreffs weiterer Literatur über kreis- und kugelgeometrische Arbeiten 
sei auf IIAB4b, Nr. 11—13 verwiesen.- Ferner auf die bei R. Weitzenböck, 
Wien. Ber. 121 (1912), angegebene Literatur. Vgl. auch E. Kasner, Trans. Am. 
mat. Soc. 1 (1900), p. 430—498. 

190) Math. Ann. 80 (1919), p. 76—82. 

191) Pisa Ann. 8 (1899), p. 1—113. 

192) @. Fano, TI AB4a, Nr. 16—18. 

193) Proc. London math. Soc. (2) 10 (1912) und (2) 11 (1912). 
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Zweiter Teil. 
b) Differentialinvarianten. 


A. Einleitung. 


1. Historisches. Die Differentialinvarianten haben ihren Ursprung 
in der Differentialgeometrie und in der Theorie der Differentialglei- 
chungen. Wenn auch gelegentlich schon in älteren Arbeiten Diffe- 
rentialinvarianten vorkommen, so beginnt deren systematische Bear- 
beitung doch erst in der 2. Hälfte des vorigen Jahrhunderts. Hier 
ist in erster Linie Riemann (1854) zu nennen, dessen Verallgemeine- 
rung des Gaußschen Krümmungsmaßes den Anstoß zum weiteren 
Ausbau der Theorie der Differentialformen gegeben hat, welcher Aus- 
bau von Ohristoffel (1869), Lipschitz (1869), Beez, Voß, Schur, Kil- 
ling, Mangoldt, Ricci u. a. angebahnt worden ist. 

Ebenfalls von geometrischer Seite her, teilweise aber einen spe- 
zielleren Standpunkt einnehmend, werden Differentialinvarianten von 
Lame (1859) und Beltrami (1866) behandelt. Hier tritt der Begriff 
„Differentialparameter“ in den Vordergrund. 

In der Theorie der Differentialgleichungen werden Differential- 
invarianten zuerst von Cockle (1862), Schwarz, Lagquerre, Brioschi, 
Halphen, Forsyth u. a. behandelt. 

Systematische Behandlung von Differentialinvarianten bei Zu- 
grundelegung des- Gruppenbegriffes finden wir erst bei Lie (1372, 
1882) und von geometrischer Seite her in den grundlegenden Ar- 
beiten von Halphen (1875). Ersterer entwickelte dann in zahlreichen 
Arbeiten 1878—1884 eine allgemeine Theorie der projektiven Diffe- 
rentialinvarianten der krummen Linien, die dann vielfach, besonders 
von englischen Mathematikern (Syleester, Cayley u. a.), weiter ausge- 
baut worden ist. 

Zu Beginn dieses Jahrhunderts setzen zahlreiche Untersuchungen 
von E. Pascal, Sinigallia u. a. über höhere Differentiale und Formen 
solcher ein, während amerikanische Autoren, hauptsächlich Wrigkt, 
Maschke, Haskins, Curtiss, Wüczynski u.a. die Theorie der Differential- 
formen und die der projektiven Differentialinvarianten weiter ausbauen. 

Die Theorie der Differentialformen (Tensoren) hat mit Rücksicht 
auf ihre Verwendung in modernen physikalischen Theorien in den 
letzten Jahren eine ausführliche Bearbeitung erfahren. Wir erwähnen 
diesbezüglich die Arbeiten von Ricei, Levi-Oivita, Hessenberg, Einstein, 
Eller Klein, E. Noether, Weyl.') 


1) Bezüglich ausführlicher Literaturangaben siehe die folgenden Nummern. 
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2. Transformationen und deren Objekte. Es sei durch die 
n Gleichungen 
(1) = la %,:. 0) G=1,2,..,n) 
eine endliche oder unendliche kontinuierliche Transformationsgruppe 
G gegeben. Die f, sollen stetige und genügend oft stetig-differentier- 
bare Funktionen sein. 

Objekte für die Transformationen von @ sind erstens die » un- 
abhängigen Veränderlichen x, selbst; zweitens Funktionen F(&,,23,...,%,) 
der x,, die vermöge (1) übergehen in 
(2) Fa, 2,232) Fl 0, 0,)5 


ö b oF 0°F : | 
drittens Ableitungen dar dba” die nach (1) und (2) so trans- 
formiert werden: 
IE DIE I 


(3) i 2 
0?F’ 0° . 0%, Oxu oF om 
19% EA PIIT 0x, 08 88, 0x; +2, 02,02% 


Viertens ne die Se und Haaren Differentiale dz,, @®’x,,.. ., 
döz,,... den Transformationen der Gruppe @ unterliegen. Hierunter 
ist folgendes zu verstehen. Sind die x, Funktionen einer unabhängig 
Veränderlichen t:z2,= g,(t), so ist: 








dg, d’o: 

(4) dz, = . „= dt, d’z, = Zi ? (dt)®, ... 
es werden auch die x,‘ Funktionen von t:x2, = y,(t) und daher 

| Pi oh 09, „,__\S0 
5): a 

dir’ Y RAR: 0°f; of; 
u = (di) -33 Dad. Ande, Tre 
us f fr 


Unterscheidet man mehrere Arten von Differentialen dx, dx,..., 
so hat man anzunehmen, daß die x, Funktionen von ebenso vielen 
Hilfsveränderlichen £,z,... sind: 2,=gj;(f,r,...). Es ist dann?) 


09; d 
, dad, In—zedı, ..., 
6 
Men 
döz, jr, at Ar, , AR. f. 


2) Man kann auch etwas anders verfahren, indem man statt der Reihe 
dz,,d&x,,..., dx, ein System von irgend n Größen (d,,d,,...,d,) als „Diffe- 
rentiale d“ festlegt. Dieser formale Kalkül mit Differentialen wurde von Cauchy 
begründet. 
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Endlich sind fünftens Funktionen oe, F(&), Es E8,.- 9 der 


unter erstens bis viertens angeführten Dinge Objekte, die den Trans- 
formationen von @ unterworfen werden. Unter diesen Funktionen 
sind besonders hervorzuheben die Differentialformen, das sind ganze, 
rationale Funktionen der dx, dx,..., homogen in allen Reihen von 
Differentialen. 


3. Der Invariantenbegriff. Ebenso wie in der Theorie der alge- 
braischen Invarianten gibt es auch bei den Differentialinvarianten eine 
große Menge von Namen und Bezeichnungen. Ein und dasselbe Ding 
trägt oft verschiedene Namen.?) 

Jedem Invariantenbegriff liegen entweder einzelne Transforma- 
tionen, in der Regel jedoch eine Transformationsgruppe zugrunde. 
Wir’nennen im folgenden eine am Schlusse der vorigen Nr. mit ® 
bezeichnete Funktion allgemein eine „Differentialinvariante“ bezüglich 
der Transformationsgruppe G@, wenn für jede Transformation von G 
die Identität besteht 
MD al, Fl), 5n,de,..)=o- &(z, Fa), 32, da, ...); 
or 
0x’ 
transformierten Größen vermöge der Transformationsformeln (1), (2), 
(3) und (5) durch die x, F(x),... ausgedrückt werden. Der Faktor 
© kann die verschiedenartigsten Gestalten annehmen; ist er für jede 
Transformation von @ gleich 1, so ist ® eine absolute Differential- 
invariante, im anderen Falle eine relative. Den Zusatz „bei der Gruppe 
G“ läßt man gewöhnlich weg, wenn keine nähere Angabe not- 


wendig ist.‘) 


und zwar identisch in allen Reihen x, F(x), dx,..., wenn links die 


3) Wir führen die folgenden Namen an: Differentialkovarianten, Differen- 
tialkontravarianten, Differentialformen, Tensoren, Differentialausdrücke, Differen- 
tialparameter. Spezielle Bezeichnungen sind: Kurveninvarianten, Punktinvari- 
anten, Biegungsinvarianten, Fundamentalinvarianten bei J. Knoblauch, Grundl. 
d. Differentialgeom.; Fundamentalinvarianten bei Differentialgleichungen, siehe 
diese Encykl. IIA4b, Nr. 33; wesentliche Differentialinvarianten bei @. Scheffers, 
Einführung... .; Charakteristische Invarianten bei E. Vessiot, IIA4b, Nr. 38; 
Semiinvarianten bei M. Halphen, J. de l’Ec. polyt. 47 (1880); in anderer Bedeu- 
tung bei E. J. Wilezynski, Proj. Differentialgeom.; natürliche Koordinaten, In- 
variante Linien- und Flächendifferentiale, kovariante Koordinaten bei @. Pick, 
Wien. Ber. 115 (1906); Leipzig. Ber. 69 (1917); Universelle Invarianten bei M. Ra- 
but, J. de l’Ec. polyt. (2) 4 (1898); Deformationsinvarianten bei J. E. Wright, Am. 
J. of math. 27 (1905). 

4) Dafür spricht man von projektiven, affinen usw. Invarianten. 
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Ein System von Gleichungen 
DO, (2, Fi@),...)=0, 
(8) | ®,(2, F@),...)=0, 


heißt bei G@ invariant, wenn vermöge (8) die transformierten Glei- 
chungen bestehen: 


2.800, ae. od, 


B. Differentialinvarianten spezieller Transformationsgruppen. 


4. Erweiterung einer Gruppe.) Es seien 2,,2,,...xz, » kom- 
plexe Veränderliche und durch die » Gleichungen 


(9) u = Tl, ar» r- 4.) ’ 
eine r-gliedrige, kontinuierliche Transformationsgruppe G, mit den 
r wesentlichen Parametern a,,...,a, gegeben. Die Gruppe G, kann 


anstatt der „endlichen“ Gleichungen (9) auch gegeben werden durch 
die r unabhängigen ee re 


(10) ON = 51 5 r 6 Er = nik + Send 2 
el2.y4n). 


Hierbei sind die Funktionen &,, definiert durch 
of; 
(11) ld, 
wobei die Klammer mit dem Index «a° andeuten soll, daß in En für 


@,,.. „a, die der identischen Substitution 2, = x, zugeordneten Para- 
meterwerte a,°,...,a,° einzusetzen sind. 


Es seien nun die » Veränderlichen z, Funktionen von 1<h <n—1 
neuen unabhängigen Veränderlichen {,,t,,...,£, ’ 


(12) 7 Bann: &(h, lg, b,)- 
Wir setzen dann 
D} : A 0%, ar ak. ZU 
(15) T,« = Dr’ T,,«3 —— ötadts u.8 & 


Wegen (9) und (12) werden auch die x, Funktionen der ? und 
%,aßy... sollen entsprechend (13) die Ableitungen der z’° nach den t 
bezeichnen. 

Durch (9) werden jetzt auch die Ableitungen &;.3,... bei der 
Gruppe G, mittransformiert, und zwar wird: 


5) Vgl. Lie-Engel, Kap. 25, p. 522 oder Enceykl. II A 6. 
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Er of, 
Ta Se ea 
‚ : Ox, I,a 
‚ a > of; > Iren j 
T,aß Zee - dx, maß na 02,0% Ta Fu,ß 
14)? 
1) 2 


Kay PER U) aßy +2 Ile 1,PY ua t #ı, ya zu tm, aß”, n 
1 


Py Zu oz, Pa Fuer 


u. £ 





Diese Transformationen (14) bilden die „Erweiterung“ der Transfor- 
mation (9), und zwar spricht man von der 1.,2,... Erweiterung, je 
nachdem man nur erste, oder erste und zweite, usw. Ableitungen von 
(14) hinzunimmt. Ein Beispiel dazu bietet die Transformation der 
höheren Differentiale dt, dx, dtx, döx, .... der vorigen Nummer. 
An Stelle der endlichen Gleichungen (9) und (14) kann man auch 
die dazu gehörigen infinitesimalen Transformationen U’ (f), UP (f), - 
der erweiterten Gruppe setzen. 

Man findet aus (11) und (14) leicht die folgenden Ausdrücke: 


(Nullte Erweiterung: Up (f) 2 ee 
Erste Erweiterung: u (f) Bir : +23 28 
Zweite Erweiterung: Un (f) wir Di 22 a 


II ER 


(15): 





\ 


Hierbei ist SE 


S Wi 
a [20 Wenn 


usE 





Bei Lie und anderen finden sich die obigen Formeln gewöhnlich 
in spezieller, unsymmetrischer Gestalt, indem statt der A Veränder- 


lichen {, h von den %uy%gy.-.,%, genommen werden, etwa 4, —=:m, 
Encyklop. d. math. Wissensch. III 4, 1. 3 
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= 3,::,4=%. Die restlichen Veränderlichen 2, ,,, &4»-:,% 
werden dann nach (12) als abhängige Variable aufgefaßt.°*) 

5. Differentialinvarianten einer Gruppe.°) Die Erweiterung einer 
Gruppe G, kann so weit getrieben werden, bis die Anzahl der Trans- 
formationsgleichungen (9) und (14) zusammen die Anzahl r der Para- 
meter a, übersteigt. Die so erweiterte G, ist dann intransitiv‘) und 
besitzt Invarianten, die, wenn sie Ableitungen &,.7,... enthalten®), 
„Differentialinvarianten“ genannt werden, und zwar m‘ Ordnung, 
wenn m“ und keine höheren Ableitungen auftreten”). Solche exi- 
stieren daher bei jeder endlichen Gruppe.°*®) 

Zur Bestimmung der Differentialinvarianten bieten sich zwei Wege 
dar. Der erste geht aus von den endlichen Transformationsgleichungen 
(9) und (14) und besteht in der Elimination der Parameter a,,...,q,. 
Diese Elimination führt, wie Zie bewiesen"), stets auf Gleichungen 
der Form") 

(17) Aa Riapy..... +) = Man Liapy... )) 

(18) G(&,, ar: Er .) =0- G(z,, D,aßy...ı* 25 

Auf dieser Methode der Elimination beruhen die direkten, invarianten- 
erzeugenden Prozesse, wie z. B. das „kovariante Ableiten“ (Nr. 19). 
Bezüglich der entsprechenden formalen Methoden der Variationsrech- 
nung siehe Nr. 28. 

Der zweite Weg, der für die tatsächliche Berechnung von Diffe- 
rentialinvarianten zumeist der gangbarere ist, geht aus von den in- 
finitesimalen Transformationen (15), die die erweiterte Gruppe be- 
stimmen. Erweitert man @, bis zur m*" Ordnung, sucht also Diffe- 
rentialinvarianten J/ m*°" Ordnung, so erhält man hierfür das vollstän- 


n 








5a) Explizite Formeln z. B. bei K. Zorawski, Krakau Ber. 14 (1893), p. 34 
—40; E. Pascal, Rend. Ace. Linc. (5) 12 (1903). 

6) Vgl. hierzu Lie- Engel I, Kap. 25; ferner: T. Levi-Civita, Atti Ist. Veneto 
1894; Ch. L. Bouton, Am. J. Math. 21 (1899). Wir lassen hier und im folgenden 
die Fälle beiseite, wo die durch (12) gegebene Mannigfaltigkeit (t, , tz, - . -, 6) 
weniger als h Dimensionen hat oder bei der Gruppe @, selbst invariant bleibt. 

7) Vgl. hierzu P. Medolaghi, Rend. Acc. Linc. (5) 7 (1898). 

8) Bei einer Gruppe von Ber. Transformationen ist dies nicht notwendig; 
dort spricht man schon von Differentialinvarianten, wenn J solche x enthält, die 
Ableitungen bedeuten. Vgl. Lie-Scheffers, Ber.Transf., p. 110. 

9) Wir zählen auch die Differentialinvarianten nullter Ordnung mit zu den 
Differentialinvarianten. 

9a) Lie-Engel I, Kap. 25, p. 549, Theorem 95. 

10) Lie-Engel I, Kap. 13. 

11) Bei (17) ist X eine absolute, bei (18) ist @ eine relative Invariante, 
oder @= 0 ist eine bei der Gruppe G, invariante Gleichung. 
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dige System von r partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
(19) U (I) = 0, (= 1,2,.:.,,r) 


mit den j= N„-+ n— r unabhängigen Lösungen J,,Jg,...,J;, WO 
N,, die Anzahl aller möglichen Ableitungen z,,.7,... bis zur m" Ord- 
dnung ist. 


6. Vollständige Invariantensysteme m“ Ordnung. Es gibt zu 
jeder r-gliedrigen Gruppe G, oo-viele Differentialinvarianten. Gibt man 
für die Ordnung eine genügend hohe Schranke m, so existieren j von- 
einander unabhängige Differentialinvarianten 


(20) Ida dp 


und jede analytische Differentialinvariante J m**" oder niedriger Ord- 
nung ist eine analytische Funktion dieser j Invarianten: 


(21) II, dy. sd). 


(20) heißt deshalb „ein vollständiges System von Differentialinvarianten 
m®" Ordnung“ oder kurz „vollständiges System m” Ordnung“. 

Neben dem Begriff des vollständigen Systems, der noch an eine 
gegebene Ordnungszahl gebunden ist, tritt der des „wesentlichen Sy- 
stems“'?) oder des Systems von „wesentlichen Differentialinvarianten“ 
der gegebenen Gruppe G,. Hierunter versteht man diejenigen Diffe- 
rentialinvarianten J,,Jg,...,J,, aus denen sich alle anderen durch 
Ableiten nach den Veränderlichen it, ergeben. Es läßt sich für end- 
liche, kontinuierliche Gruppen allgemein beweisen'?), daß ein solches 
wesentliches System stets existiert und endlich ist, d. h., daß aus 
allen Differentialinvarianten stets eine endliche Anzahl w>h + 1 von 
Differentialinvarianten niedrigster Ordnung J,, Jg....,J,, so heraus- 


w 


gegriffen werden kann, daß jede Differentialinvariante / eine Funktion 
(22) J= II, Inapy...:: ) 


dieser J, und deren Ableitungen J4«5,... nach den Veränderlichen 
u. wird) 

7. Differentialinvarianten unendlicher Gruppen. S. Lie") de- 
finiert unendliche Gruppen durch ein System von endlich vielen par- 
tiellen Differentialgleichungen, deren allgemeine Lösung entweder von 


12) „Volles“ System bei Lie-Scheffers, Vorles. kontin. Grupppen, p. 760. 

13) Lie-Scheffers, Vorles. kontin, Gruppen, p. 757; Lie-Scheffers, Vorles. 
Differentialgleich., p. 375; E. Lindelöf, Sur les Systemes complets etc., Helsing- 
fors 1893; A. Tresse, Acta math. 18 (1894), p. 1—88. 

14) Ein analoger Satz besteht für die Systeme invarianter Gleichungen. 

15) S. Lie, Die Grundlagen für die Theorie der unendlichen kontin. Gruppen, 
Leipzig. Ber. 43 (1891), p. 316—352 (1. Abh.) und p. 353—-393 (2. Abh.). 

3* 
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oo-vielen Parametern oder von willkürlichen Funktionen abhängen. 
Für diese Gruppen existieren bei passender Erweiterung stets Diffe- 
rentialinvarianten, die so wie bei endlichen Gruppen durch die Inte- 
gration von vollständigen Systemen linearer partieller Differentialglei- 
chungen gewonnen werden können. Hieraus ergeben sich ähnlich wie 
bei endlichen Gruppen Sätze über die Existenz von vollständigen 
Systemen m**" Ordnung und von wesentlichen Systemen.'‘) 

Von den unendlichen Gruppen ist die Gruppe aller Punkttrans- 
formationen in n Veränderlichen am ausführlichsten behandelt.!?) 

Neuerdings wurden von .E. Noether'?) unter Verwendung eines 
etwas allgemeineren Gruppenbegriffes Differentialinvarianten von un- 
endlichen Gruppen im Zusammenhang mit einem Variationsprinzip 
betrachtet.!?) 


8. Geometrische Differentialinvarianten.?®) Wir fassen jetzt die 
n Veränderlichen &,,...,x, als Koordinaten eines Punktes in einem 
n-dimensionalen Raume R, auf. Die n Gleichungen z; —= f;(&, - : + &» 
@,,...,a,) definieren dann eine Gruppe G,, welche die Punkte des 
R, untereinander vertauscht. Ferner si 1<kh<n— 1 und durch 
die » Gleichungen 2,—= z,;(t,,...„t,) sei eine A-dimensionale Punkt- 
mannigfaltigkeit M, im R, gegeben. Die Veränderlichen , sind die 
h „Parameter“, mittels welcher M, dargestellt wird. Führen wir statt 
der # neue Parameter r ein 
(23) Age 9%, I. %,), (i —=1,2,..., h) 
so wird jetzt M, durch die Parameter r dargestellt. Die h Glei- 
chungen (23) geben bei willkürlichen 9, eine unendliche Gruppe G%, 
deren Transformationen mit 7% bezeichnet seien. 

Es sei nun J= J(&, %,,agy...,.. .) eine Differentialinvariante in 
bezug auf die Gruppe G,, d. h. bei jeder Transformation 7, von @, 
besteht vermöge (9) die Gleichung 
(24) Tal, Kapy...) = Ian lnapr... 9 
und zwar identisch in allen auftretenden Reihen; ®,,.7s,... bedeuten 
wieder die Ableitungen der x, nach den t,. 


Wenn die Funktion J(&, &;,agy...,. . .) auch die Transformationen 
T, der durch (23) gegebenen G,„ gestattet (vgl. Nr. 17), d. h. wenn 


16) Weitere Ausführungen bei A. Tresse, Acta math. 18 (1894), p. 1—88; 
ferner für einen speziellen Fall bei X. Zorawski, Acta math. 16 (1892), p. 1—64; 
Krakau Ber. 14 (1893), p. 289—300. 

17) K. Zorawski, Krakau Ber. 14 (1893), p. 41—55. S. ferner die Nr. 10 f. 

18) E. Noether, Invariante Variationsprobleme, Gött. Nachr. 1918. 

19) Vgl. Nr. 27. 

20) Vgl. hierzu @. Fano, HIABAb, Nr. 38. 
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(24) auch weiter bestehen bleibt, falls statt der t die r als Parameter 

der Mannigfaltigkeit M eingeführt werden, so heißt .J eine „geo- 
metrische“ Differentialinvariante. J hat also jetzt eine zweifache In- 
varianz aufzuweisen: bei der endlichen Gruppe G, und bei G.. 

Auch bei geometrischen Differentialinvarianten existieren vollstän- 
dige Systeme m** Ordnung und wesentliche Systeme von Differential- 
invarianten (vgl. Nr. 6). 

9. Differentialinvarianten bei Differentialgleichungen. Es sei 
noch kurz auf die ausgedehnte Verwendung des Begriffes Differential- 
invarianten in der Theorie der gewöhnlichen und der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen hingewiesen. Der Ursprung des Begriffes „Diffe- 
rentialinvarianten“ ist auf diesen Zusammenhang zurückzuführen ?t), 
wenn auch erst später, hauptsächlich durch $. Lie ”), die Gruppen- 
theorie und die Theorie der dazugehörigen Differentialinvarianten syste- 
matisch für Untersuchungen und Integrationsprobleme bei Differential- 
gleichungen Verwendung fanden.?) Es sind meist unendliche Gruppen, 
auf die sich der Invariantenbegriff hier bezieht, Im übrigen sei — 
auch betreffs der „Integralinvarianten“*) — auf die Ausführungen des 
Bd. II dieser Encykl. (IT A 4b (Vessiot) und HA5 (Ev. Weber)), ins- 
besondere auf die Nr. 14, 31, 33, 34, 35 von ITA 4b hingewiesen. 
Für Differentialgleichungen, die aus Variationsproblemen entspringen, 
vgl. Nr. 27. 

Invarianten von Differentialgleichungen, die durch Nullsetzen von 
Differentialformen entstehen und denen die unendliche Gruppe aller 
Punkttransformationen zugrunde liegt, werden im folgenden Abschnitte 
besprochen. 








21) Vgl. Lie- Engel I, p. 552; E. J. Wilezynski, Proj. Diff.-Geom., p. 39; 
4. R. Forsyth, Phil. Trans. 179 (1888), p- 377—489; G. Wallenberg, J. f. Math. 
113 (1893), p. 1-41; G. Fano, Math. Ann. 53 (1900), p. 493—590. 

22) 8. Lie, Gött. Nachr. 1874; Math. Ann. 24 (1884), p. 537—578; ebenda 
25 (1884), p. 71—151. 

23) Vgl. das zusammenfassende Werk: Lie-Scheffers, Vorles. über Differen- 
tialgleich. usw., Leipzig 1891. — Hierzu führen wir noch an: F. Engel, Leipzig 
Ber. 57 (1905), und die von F. Engel (Greifswald) veranlaßten Dissertationen von 
K. Wünschmann (1905), A. Werner (1908), H. Hausleitner (1909), W. Herbst (1912). 

24) Hierzu noch die folgende Literatur: TR. de Donder, Rend. di Palermo 
15 (1901), p. 66—131 und 16 (1902), p 155—179; Application nouvelle des in- 
variants integraux I et II, Bruxelles 1905 (Hayez); Belg. Bull. Sc. 1906, p. 400 
—409; 1909, p. 66—83; A. Guldberg, Paris C. R. 133 (1901), p. 1282; ebenda 
134 (1902), p. 81; E. Goursat, ebenda 144 (1907), p. 1206; J. de math. (6) 4 
(1908), p. 331—365; H. Liebmann, München, Ber. 1918, p. 489—505; E.J. Wil- 
ezynski, Rend. di Palermo 42 (1917), p. 128—137; F. Klein, Gött. Nachr., Dez. 
1918; E. Noether, ebenda 1918. 
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C. Theorie der Differentialformen. 


10. Differentialformen, Tensoren. Es sei 

(25) Fein. dt ea. Ani 
\ d:..1D 

eine Form p® Grades der » Differentiale dx,,...,dx,, deren Koeffi- 
zienten Funktionen (in der Regel analytische oder zumindest genügend 
oft stetig differentiierbare) der X,,...,x, Sind. 

An Stelle von (25) betrachtet man auch p-fach lineare Diffe- 
rentialformen 


(26) F=-323... 30.092, ...d, 


Tu ip 

linear und homogen bezüglich jeder der p Reihen 

(27) 9x, d9z,,... E,.. G=1,2,..,P) 
(25) ist als Spezialfall in (26) enthalten. 


Das duale Gegenstück zu (25) bilden Formen vom Typus („Ditfe- 
rentialparameter“‘): 


öf of 
(28) ® -) Gen Det 
1 ...ipD ı a 
wo an Stelle der Differentiale dx, die partiellen Ableitungen g£ einer 


willkürlichen Funktion f=f(&,,...,%,) treten. Hieraus ergibt sich 
bei Weglassung von f ein „Differentialoperator“ 


ö 0) 
la a)" 
Solche Differentialoperatoren („Differentiatoren“, „Anihilatoren“) sind 
in der Invariantentheorie, besonders bei englischen Mathematikern, 
vielfach verwendet und geben dort eine Reihe von „Progessen“ (A-Pro- 
zeß, ® Prozeß usw.). 
Die Beziehungen der Formen (28) zu den Ausdrücken 


> adı-.-ip PER FT, 


x, 
ie ö 6 





mit konstanten Koeffizienien « wurden von O. Somigliana®) unter- 
sucht. 
Weiter betrachtet man noch Formen 


|  Nabıh RL 
(29) ® -)D ade... dm, RR 
kz 


LEERE PPR TWRR 





25) Ann. di mat. (2) 18 (1890), p. 59—92 und p. 265299; ganze rationale 
Differentialoperationen werden systematisch behandelt bei E. Fischer, J. f. Math. 
140 (1911), p. 48—81; ebenda 148 (1918), p. 1—78. 
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die homogen bezüglich der Differentiale und bezüglich der Ablei- 
tungen sind. 

Die Formen (25), (28) und (29) nennt man auch Tensoren ®®). 
Mitunter wird nicht die einzelne Form, sondern nur die Gesamtheit 
ihrer Koeffizienten a,....,, (bzw. a’ -% und a:;°) als Tensor?”) be- 
zeichnet; die einzelnen Koeffizienten selbst heißen dann die „Kompo- 
nenten“ des Tensors. Der Grad der Form gibt den Rang®?) oder die 
Stufenzahl?®) des Tensors. So ist z.B durch (25) ein Tensor pte Stufe, 
durch (29) ein Tensor (r + s)* Stufe gegeben. 

Tensoren erster Stufe werden auch Vektoren genannt. 

Bildet man von einer Funktion f(z,,..., x,) das rt totale Diffe- 
rential d”f, so ergibt sich der Ausdruck 


| om s 

(30) af — D;; mn BAR eo. in) dx, ee! Mm 
ee 

wi ++, =r und (ü,...,i,) ein Zahlenkoeffizient ist. 


E. Pascal®®) und L. Sinigallia®) betrachten Differentialausdrücke 


die aus (30) entstehen, wenn die er durch Funktionen X,,...,, 


’ 


ersetzt werden: 


(31) DA DEE EDIT EN AR... dmz,. 
(0) (i) 


Diese Differentialausdrücke enthalten zum Unterschiede von Diffe- 
rentialformen (25) auch höhere Differentiale dx...) 


ll. Kogredienz und Kontragredienz. Es sei nun 
(32) = 9.8) 
eine in einem gewissen Gebiete 1 — l-deutige, stetige und stetig um- 


kehrbare Transformation und die Funktionen p, seien genügend oft 
stetig differentierbar. Die durch (32) bei willkürlichen p, gegebene 


26) Vgl. z.B. H. Weyl, Raum, Zeit, Materie, p. 45. 

27) A. Einstein, Die Grundlagen der allg. Rel.-Theorie (= Zusammenfassung 
seiner früheren Arbeiten), Barth 1916, p. 18; @. Hessenberg, Math. Ann. 78 (1917), 
p-. 187— 217; G. Ricci und Levi-Civita, Math. Ann. 54 (1901), p. 125—201 ge- 
brauchen die Bezeichnung „System mt Ordnung“ für Tensor m** Stufe; @. Ricct, 
Lezioni sulla teoria delle superficie, Padua (1898). — Betreffs der Verwendung 
von oberen und unteren Indizes vgl. die folgende Nr. 

28) A. Einstein, 1. c. p. 20. 

29) H. Weyl, 1. c. p. 45. 

30) E. Pascal, Rend. Lomb. Ist. (2) 35 (1902), 36 (1903) und Rend. Acc. 
Line. (5) 12 (1903); L. Sinigallia, Rend. Lomb. Ist. (2) 35 (1902), p. 749—778. 

31) Vgl. Nr. 24. Derartige Differentialformen werden auch von J.E. Wright 
behandelt: Am. J. of Math. 27 (1905), p. 323342, 
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Gruppe liegt der Theorie der Differentialformen zugrunde. Es ist 
dann die ee 











_ 0% Is 
(33) ei ir 
und weiter ; 
u __ Au 
(34) j En 4 ’ 
wobei 
Rz. 
(35) A,= 0Pr 
2 k 
0x; 


das algebraische Komplement von at 


Zufolge (32) bestehen dann die Gleichungen 











09; ‚ 
(36) de, = ja, AR 
3: da; — Det da, 


Geht f(z,,-- »%,) zufolge (32) in f(a,..,2%%) über :f=f), 
so ist 





dr _St0ge, df 

(88) TAT FELF 
of A;. of 

(39) ART ER 


Die Transformationen (36) und (37) [und ebenso (38) und (39)] 
heißen „zueinander kontragredient“. Eine Reihe von Größen (Funk- 
tionen, Differentialen) &,,.. .,&„, die bei (32) in &,',...„&, übergeht 
und für welche (36) gilt: 


heißt „kogredient“ zu den dx,. Analog sind die N;, für welche 
a, 
Nr =>. Er; Na 
@ of 


gilt, zu den dx, kontragredient oder zu den 75 kogredient. 


Diese Bezeichnungen überträgt man auch auf Tensoren. Geht 
(25) vermöge (32) und (36) über in 
(40) F=-Da,..,d%,... dig =2I%..1pdR, ..Aky 
so gelten die „Iransformationsgleichungen“: 


‚ Pe, 09., OPap 
co ni = Z Amanda Di Da 
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Analog für die Tensoren (28) und (29). Die Komponenten eines 
Tensors erfahren also vermöge (32) eine lineare, homogene Substitu- 
tion. Man nennt mit Rücksicht auf (36) und (39) den Tensor (25) 
einen kovarianten Tensor p'* Stufe (oder p'*" Ranges), den Tensor (28) 
einen kontravarianten Tensor p‘* Stufe und den Tensor (29) einen 
gemischten Tensor (r + s)'* Stufe.) Bei letzterem Tensor gebraucht 
man auch die Wendung: Die Funktionen a}: > sind die „in bezug 
auf 2,..., kovarianten, in bezug auf k,.. er kontravarianten Kom- 
en des gemischten Tensors. 

Ko- und Kontravarianz wird nach Ricci und Levi-Civita®) sehr 
zweckmäßig durch Tief- und Hochstand der Indizes angezeigt. 

Zu den von E. Pascal untersuchten Differentialausdrücken 
SL.m Ola), ...dmz,, sind Ausdrücke der Gestalt 
0) @ 


BD kontragredient in dem Sinne, daß 
(m) 6) 27 28 m 

a5 Ari Imäh:- «Im 

(m) 0) 


eine Invariante ist.) Bezüglich der Transformationen von Pascal- 
schen Differentialausdrücken vgl. Nr. 24. 


12. Tensoralgebra. In der Tensoralgebra treten noch keine Ab- 
leitungen der Komponenten eines Tensors nach den Veränderlichen 
x, auf. Ihre Fundamentaloperationen sind: 1. Addition von Tensoren 
und Multiplikation mit einer Zahl, 2. Multiplikation von Tensoren, 
3. die „Verjüngung“. 

Es ist leicht zu zeigen, daß sich die Komponenten @ eines Ten- 


sors (26) so transformieren, wie die Produkte aan ...as der Koeffi- 
zienten a, von p linearen Differentialformen 
(42) L, —- Ddadddz,, aD, — Durdex,. 

& [74 


Man nennt diese n? Produkte dann die Komponenten des „Produktes“ 
der p Tensoren (42). 

Analoges gilt für Tensoren (28) und (29). Allgemein entsteht 
aus einem Tensor A{}) mit den peu dien a.) und einem Tensor 
Bi) mit den Komponenten b}:}” durch Multiplikation der Tensor 
(r+s-+eo-+ 0)“ Stufe auBe _ = On mit den Komponenten 


(43) atı- hy pri. u a «hg N... NG, 





ı. I My... Me ip My ...me 
32) Bei diesen Festsetzungen sind dann die dx; die Komponenten eines 
kontravarianten Tensors erster Stufe („unendlich-kleinen Vektors“) und die a 2 
T; 


die Komponenten eines kovarianten Tensors erster Stufe, Vgl. Anm. 36). 
33) Math. Ann. 54 (1901). p. 125-201. 
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Die „Verjüngung“ ist ein Prozeß), der aus einem gemischten 
Tensor g‘* Stufe einen Tensor (qg — 2)!* Stufe erzeugt: Man ' setzt 
einen oberen und einen unteren Index einander gleich und summiert 
dann über diesen.) So entsteht z. B. aus dem gemischten Tensor 
4. Stufe aim durch einmalige Verjüngung der Tensor 2. Stufe 
b,= Dai:.. Tensoren nullter Stufe sind Invarianten. Einfachste 


Beispiele hierfür: Ia/, > a,b, ID a,,b*. 
‘ ik 

Die Grundformen (25), (28) und (29) sind ebenfalls Spezialfälle 
solcher, durch Verjüngung enstehender Invarianten.®) 

Für eine Invariante J. der Differentialform (25) gilt: J(a’, dx‘) 
— J(a,dx) identisch in den Koeffizienten «a und den Differentialen 
dx. Dieser Umstand bringt es mit sich, daß es in der Tensoralgebra 
ganz nebensächlich ist, daß die a Funktionen der x sind. Demzufolge 
ist hier die Theorie der projektiven Invarianten durchaus anwendbar.?”) 
Jeder gewöhnlichen, projektiven Invariante entspricht eine Invariante 
der Differentialformen (ohne Ableitungen der Koeffizienten) und um- 
gekehrt: alle Differentialinvarianten von Differentialformen, die keine 
Ableitungen der Koeffizienten enthalten, lassen sich durch projektive 
Invarianten darstellen. 

Daß ein analoger Satz („Reduktionssate“) auch in der Tensor- 
analysis gilt, wird in Nr. 22 näher ausgeführt. 

Die Grundformen (25) selbst sind in diesem Zusammenhange 
auch Differentialkovarianten®®), die Formen (28) Differentialparameter 
oder Differentialkontravarianten.’”) 

Wenn zu dem gegebenen System von Differentialformen F' stets 
eine quadratische Differentialform g hinzugefügt wird und also simul- 
tane Differentialinvarianten von F und @ betrachtet werden, so er- 


En @. Hessenberg, 1. c. sagt „Faltung“. 

35) Dieser Prozeß ist in der projektiven Invariantentheorie seit langem be- 
kannt. Ist z. B. F eine ternäre Form, die Punktkoordinaten x; und Linienkoordi- 
naten u, enthält, so entsteht durch Verjüngung die Invariante ie 

9x,0u, ' 0x%,0W, 
2*F 
EI 

36) Konsequenterweise müßte man dann auch dx’ statt dx, schreiben, wie 
dies z.B. @. Hessenberg, ]. c. tut. 

37) @. Ricei und Levi-Civita, Math. Ann. 54 (1901), p. 125—201, Kap. III, 
$ 2; spezielle Fälle bei H. Kühne, ebenda 56 (1902), p. 257—264. 

38) „Kovariante des Differentialausdruckes“ bei E. B. Christoffel, J. f. Math. 
70 (1869), p. 46—70. 

39) „Zugehörige Form“ bei Christoffel, 1. c.; „Differentialparameter“ bei 
Beltrami, Werke I, p. 306. 
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geben sich weitere Begriffsbildungen, die in der Literatur zumeist 
behandelt wurden. Vgl. hierüber Nr. 18 f. 


13. Tensoranalysis. In der Tensoralgebra besteht der aus der 
projektiven Invariantentheorie übernommene Satz‘0): Jede Invariante 
J(a,dx,...) ist der Ausdruck auf der rechten Seite eines Elimina- 
tionsresultates J(a‘, dx’,...) = J(a, d«,.. .), welches man erhält, wenn 
man aus den Transformationsgleiehungen (41) die Transformations- 


koeffizienten = eliminiert. 


In der Tensoranalysis, in welcher man auch Differentialinvarianten 
betrachtet, die die Ableitungen der Koeffizienten «a enthalten, führt 
dieser Satz zunächst nur bei gewissen Linearformen zu neuen In- 
varianten. 

Bei einer einzelnen Linearform (vgl. Nr. 14) 


(44) L=Ia,dz, 
i 
haben wir die Transformationsgleichungen 
‚ Op, 
(45) u Were 3. Er 


woraus folgt: 
La 0a dye 89, Bl 
(46) 0%, > dx, 0x, I, aD % 02,0%, 
0, 0 e 


Hieraus ergibt sich durch Vertauschung von ö mit k und Subtraktion 


der zu ZL kovariante, schiefsymmetrische Tensor 2. Stufe mit den 


Komponenten a — = die Rotation (curl) des Tensors a. 
k i 


Der Kalkül mit Differentialen liefert die Rotation, wenn wir in 
(44) setzen: dp — Ja,dz, und dann ddp — dögp bilden. 


Auf ähnliche Weise erhält man bei einer schiefsymmetrischen 
bilinearen Differentialform 


se ER = I Ia,d02,d® I, (a, = — Q,;) 


durch Bildung von d!d?d’p und zyklische Vertauschung den Tensor 
3. Stufe mit den Komponenten?!) | 


Pr pi Ap;r 
es Ra REF 

40) @. Ricci, Lezioni ..., Padua 1898. Inwieweit dieser Satz gilt, wurde 
von L. Maurer untersucht: Weber-Festschrift 1912, p. 242—251. 

41) H. Weyl, Raum, Zeit, Materie, p. 97 (1. Aufl.). 
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Dieses Verfahren läßt sich auf alternierende pfach lineare Differential- 
formen übertragen. 


Bei beliebigen Tensoren versagt das eben geschilderte einfache 
Verfahren zur Erzeugung von Invarianten. Die Elimination der 


2 
zweiten Ableitungen ErEr aus den Transformationsgleichungen er- 


fordert dann die Heranziehung weiterer Formen, wie z.B. einer qua- 
dratischen Differentialform (vgl. Nr. 18) oder die Benutzung invari- 
anter Gleichungssysteme, die aus einem Variationsprinzip entspringen 


(vgl. Nr. 28). 


14. Lineare Differentialformen. Am ausführlichsten sind bisher 
behandelt die Differentialformen 1. Ordnung 


(49) Lia)=ad, +: +a,dı, =Da,(a,.. ,2,)da, 


und die durch L(dx) = 0 gegebene Differentialgleichung, die nach 
J. F. Pfaff benannt ist. L(dx) wird als „Pfaffscher Ausdruck“ be- 
zeichnet.‘?) 


Bezüglich der Theorie dieser Linearformen L(dx) verweisen wir 
auf den Artikel E. v. Weber, Partielle Differentialgleichungen*), auf 
das reichhaltige Werk desselben Verfassers“) und auf den bei „Bü- 
chern und wichtigsten Arbeiten“ eingangs angeführten Bericht von 
H. Liebmann und F. Engel.“*) Hier sei nur kurz auf die wichtigsten 
Fragen hingewiesen, die sich in formentheoretischer Hinsicht ein- 
stellen. 


Die Form (49) besitzt eine bilineare Kovariante, die Rotation: 


(50) L, -_ a;,(da,ö%, — d2,da,), 
bei der 

da; da; t 
61) a kuesank, Yandt "ag 7 


ist und deren identisches Verschwinden notwendig und hinreichend 
dafür ist, daß L(dx) ein exaktes Differential ist. 


L, ist das erste Glied einer Reihe multilinearer Kovarianten 
von L(d«): 

42) J. F. Pfaff, Berliner Abh. 1814—1815. 

43) Diese Encykl. IIA 5, III, Nr. 18—27. 

44) E. v. Weber, Vorles. über das Pfaffsche Problem, Leipzig 1900 (Teubner). 


44a) Wir heben daraus hervor die Arbeiten von $. Kantor, Wien. Ber. 110 
(1901), p. 1147; ebenda 112 (1903), p. 678, 756. 
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dı2, dx, dx, d,z, 
der, . h ö 
5 L, = Par B% = D’P,,.(drdedede),,. 
(02) la, in A, 
I — Panini (dadm... IC Aa )ai....ish, 
wer 





Die Koeffizienten dieser Formen sind ganze rationale Funktionen der 
Q;;, die man „Pfaffsche Aggregate“ nennt.) Die Quadrate der pP; 


1la.. Tao 


sind die 29-reihigen Hauptminoren der schiefsymmetrischen Matrix*®) 

















I ® Ar 0. 
(53) a 0 ot Gm 
I 1 ER, 


Neben dieser Matrix spielen die folgenden zwei eine große Rolle: 


} 














a, Ag q, 
0 Aa [7 [2 N; 4,,„ 
(54) nl... 
| An A„2 0 
0. 000 a, 
a, 0. 0, An | 
: in 
PER , 
0, A Aus... d. | 

















Die Determinanten (53) und (55) sind relative Differentialinva- 
rianten der Linearform (49), von denen eine stets identisch gleich 
Null ist, und zwar (53) bei ungeradem n, (55) bei geradem n. Wegen 
(51) hängt die Theorie der Kovarianten (52) aufs engste zusammen 
mit der projektiven Invariantentheorie von linearen Linienkomplexen 
im n-dimensionalen Raume.?) 

Die Frage nach der Aquivalenz zweier linearer Differentialformen 
wird beantwortet durch den „Hauptsatz“: Zwei Pfaffsche Ausdrücke 


45) In England „Pfaffians“. Vgl. hierzu J. Brill, Proc. London Math. Soe. 
30 (1899), p. 263—271 und 31 (1899), p. 315320. 

46) H.v. Weber, 1. c. Kap. 1. 

47) H. v. Weber, München. Ber. 40 (1900), p. 273—300; ebenda p. 393—462; 
Leipzig. Ber. 52 (1900), p. 179—213; H. Rothe, Wien. Ber. IIa, 121 (1912); 
R. Weitzenböck, Rend. di Palermo 24 (1912). 
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sind äquivalent, d. h. ineinander transformierbar, wenn sie von der- 
selben Klasse k sind.) L(dx) ist von der Klasse k, wenn die Ma- 
trix (54) den Rang % hat, d. h. wenn die höchsten Minoren von (54), 
die nicht identisch verschwinden, %-reihig sind. 

Ist L(dx) von der Klasse k, so läßt sich L(dzx) auf eine Diffe- 
rentialform mit nur % Differentialen und nicht weniger transformieren 
und umgekehrt. Ist k=n, so heißt der Pfaffsche Ausdruck „be- 
dingungslos“. Die Klasse läßt sich auch durch das identische Ver- 
schwinden von Kovarianten (52) kennzeichnen?) 


15, Infinitesimale Transformationen. Das duale Gegenstück zu 
L(dx) bilden die linken Seiten A(f) von linearen partiellen Diffe- 
rentialgleichungen 1. a (IIA5, Nr. 11). 
a ee 


x 


of 

FF 0. 

Die „Symbole“ A(f) sind gleichzeitig Symbole für infinitesimale Trans- 
formationen (II A 6). Ein Symbol A(f) hat bei lin. Tr. die Invariante 
(57) a Ze 

die man „Divergenz“ des kontravarianten Tensors 1. Stufe mit den 
Komponenten A, nennt. Verschwindet die Divergenz von o - A(f), so 
gibt es (n— 1) unabhängige Lösungen der Gleichung (56), derart, 


daß die Funktionaldeterminante euer bei beliebigem f mit 
ae 

eA(f) identisch wird. o heißt dann -ein Jacobischer Multiplikator 

(U A 5, Nr. 12). 


Bei zwei Symbolen 


ANn=DAa, BN=DB5 


läßt sich durch die „Klammeroperation“ eine Invariante bilden °®) 
= 0 i oB B°4: 
(589) (AB)— I) M,5L, wobei Kalt a Bde) 


kogredient den A, und B, ist. Betreffs der Bons, die diese Ausdrücke 
in der Theorie der vollständigen Systeme spielen, sei auf II A 5, Nr. 13 
verwiesen. 


48) Teilweise bewiesen von H. Graßmann, Ausdehnungslehre (1862) = Ges. 
Werke I, Teil 2, p. 345; vollständiger Beweis bei @. Frobenius, J. f. Math. 82 
(1877), p. 230—315; ebenso bei S. Lie, Arch. for Math. og Naturw. 2 (1876). 

49) Ausdehnung auf quadratische Differentialformen bei M. Levy, Paris 
©. R. 86 (1878), p. 463 und bei @. Ricei, Ann. di mat. (2) 7 (1884), p. 35—168. 
Für Pascalsche Differentialausdrücke bei E. Pascal, Rend. Ace. Linc. (5) 12 (1903), 
p. 31—41. 

50) S. Lie, Math. Ann. 25 (1884), p. 77. 
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Wir erwähnen schließlich noch die bei drei Symbolen identisch 
in f bestehende „Jacobische Identität“5"): 

(59) ((AB)C) + ((BO)A) + ((CA)B)= 0. 

16. Systeme von linearen Differentialformen. Differential- 
invarianten, die bei Systemen von linearen Differentialformen auf- 
treten, finden sich an verschiedenen Stellen der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen 1. Ordnung. Wir heben hier folgendes hervor. 

Eine lineare Differentialform L — > a,dxz, und ein Symbol 


A(f) -) Ay haben eine simultane Invariante J — Sa,4,, die 


nach F. Engel?) die „charakteristische Funktion“ heißt 
Sind 





(60) I9=adı,+-+ a,de, (i=1,2,..,n—1) 
» — 1 lineare, linear-unabhängige Differentialformen, so ist 
|0w Kan 
0x, Öx, 
ou 
ll nee a = en 
mal Da 
| 11... Q,_1,n 


eine Invariante und U=0( heißt die zu [Ö—0 „adjungierte“ par- 
tielle Differentialgleichung.’) | 
Nehmen wir in (60) nur i=1,2,..,n — 2, so ist 


en 
x, 0%, 
dv ov 
a... FE Ei Du 00 
(62) fa 2 Au 08, 0%, 
Mr. in 
RE en ar 0,.,, 








ebenfalls eine Differentialinvariante der Formen (60) und der beiden 
Funktionen % und v. Hierbei ist A, = — A, Nehmen wir eine 
weitere Linearform L= Sa,dz, und deren bilineare Kovariante 


51) Vgl. diesbezüglich und wegen weiterer Beziehungen zu den „Poisson- 
schen Klammerausdrücken“ (®, #), den Symbolen [®, %] und zur „Mayerschen 
Identität das oben genannte Werk von E. v. Weber; ferner Lie-Enngel, Transt.- 
Gruppen II, Kap. 7; E. Goursat, Legons sur l’integration ete., Paris 1891; J. E. 
Wright, Trans. Am. math. Soc. 6 (1905), p. 286—315. 

52) F. Engel, Leipzig. Ber. 48 (1896), p: 414—430. 

53) @. Frobenius, J. f. Math. 82 (1877), p: 230—315. 
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L, = Da, (da, 62, — dx,dx,) hinzu, so ergibt sich aus Z, und (62) 
die Invariante 


da, 
(63) BI Ali — 3) 
Setzt man hier statt Z die Form L® von (60) und nimmt statt 


der A,, die Minoren 04x yon A,, so erhält man die » — 1 Invarianten 





0) Aui 
ee 6 A; 6 A, 2 
BT 2 Dan Bm 
ik 
deren Summe gibt?) den jetzt als „Divergenz“ bezeichneten Ausdruck: 
i yosıoır 


Dual zu (61) kann man aus n— 1 wm 





(64) NAEH + Auge 
die „adjungierte“ totale Differentialgleichung bilden: 
Ida ren dx, 
. A 1 
(65) L(dx) = | BEE ER ERS = (). 
| Aires 7 


Es besteht dann der Satz, daß bei n linear unabhängigen Symbolen 
A,(f), die ein Jacobisches System bilden, bei denen also (A,4,) = 0 
ist, der Quotient 
(66) 
ein exaktes Differential ist.) 
Betreffs der Differentialinvarianten von mehr als n linearen Diffe- 
rentialformen vgl. die folgende Nr. 
17. Differentialinvarianten willkürlicher Funktionen. Ein Reihe 
willkürlicher Funktionen 


L(dx) 
|Asr| 





(67) 1 RER Dat ABA 1 Ara 
der Veränderlichen x, gehe bei den Transformationen (32) über in die 
Funktionen EN EN. Ten. 


der Variablen x. Für die Ableitungen dieser Funktionen bestehen 
dann die Ann ame teen 


oF 29 
eo 2 DR 


sn @. }. Frobenius, J. £. Math. 85 (1878), p. 185—213. 
55) G@. Frobenius, J. f. Math. 86 (1879), p. 1—19. 
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Rn RR 4 Pu or Op 
°F’ oF 09, Don Pr 
(70) 00,000 IE IE 92,00; 0m, 0x 


FF pm Om, DaF, dm 
* IE, 02,00, 0%; +2 VE 2.702.702 4 
7 


00. 




















Wir fassen alle diese Gleichungen zusammen in 


ON" oF 299 
is Ge) er 3) 
Die Elimination der se, ee .3’taust(TR) ergibt Relationen 
oF' oF\, 
(72) ra 


Läßt sich eine derartige Gleichung auf die Form 
IE) - 
(73) 6) 


bringen, so ist .J eine ee der Funktionen (67) und 
umgekehrt ist jede Differentialinvariante dieser Funktionen ein solches 
Eliminationsresultat.°®). 

Bei weniger als » Funktionen F“® ist eine solche Elimination 
- nicht möglich, es gibt dann keine Differentialinvarianten. Gibt es ge- 
nau n voneinander unabhängige Funktionen F9, so gibt (68) die 
einzige relative Differentialinvariante°”) 
(74) na Fo 


’ 
0%, 





d. i. die Funktionaldeterminante der n Funktionen, 

Wir nehmen nun an, daß in (67) wenigstens n + 1 unabhängige 
Funktionen FW, F®,..., F®, &® vorhanden sind. Dann läßt sich be- 
weisen, daß es stets abzählbar-unendlichviele Differentialinvarianten «7 
gibt. Ist m die höchste Ableitung, die J/ enthält, so läßt sich ein 
System J,,...,J, von endlich vielen Differentialinvarianten angeben 
(„vollständiges System »m*®* Ordnung“ vgl. Nr. 6 und 13), derart, daß 
jede Differentialinvariante mit Ableitungen höchstens m** Ordnung eine 
ganze rationale Funktion dieser J,,.. , JS, wird. Diese Invarianten J 
sind projektive Invarianten eines gewissen Systems von Tensoren 
T,, T3, T,,..., deren Komponenten sich aus (71) ergeben. 


56) Vgl. die bei Anm. 40) genannten Lezioni von Ricci. 
57) Hierzu $. Lie, Leipzig. Ber. 43 (1891), 2. Abhandl., $ 12. 
Encyklop. d. math. Wissensch. III 4, 1. 4 
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Man kann zunächst (69) nach den Pr, auflösen und hiermit 











PEACE 
alle höheren Ableitungen der @, durch die ersten ausdrücken. Die 
(0) 
Tensoren 7, sind durch | gegeben, für 7, erhält man die Kom- 
ponenten 
0° u, FW 
(75) (2) = 02,0%; a en 


o 


Hierbei sind die Invarianten (1% gegeben durch 
| a. sıD" 28 
(16) iD 


wo D die Funktionaldeterminante.von F®,..., F" und Dr die Mi- 
noren von ES in D bedeuten. 
0% 
Durch Elimination der 3. Ableitungen der 9, aus (70) erhält 
man die Tensoren 75: | 


09 were SIolNer 
(77) (Dir;) a 02,02,0%; -D 1% 02,0%,0%; > 0x, 02,0%, 
[03 


DR 0: FF 
u DPIChE Er 
0 E 


4 
| Es besteht also für die Differentialinvarianten willkürlicher Funk- 
tionen FW, F®,... und damit auch für die Differentialinvarianten 


von mindestens (n + 1) linearen Differentialformen ein „Reduktions- 
satz“ (vgl. Nr. 22). 

Einen besonderen Fall behandelt J. E. Wright‘) bei Bestim- 
mung von Differentialinvarianten 1. und 2. Ordnung von Funktionen 


F (2, 2, =), in denen die , @=1,2,...,n) unabhängige, die 2, 
(k=1,2,...m) abhängige Veränderliche sind. 

18. Quadratische Differentialformen. Bei Bildung von Diffe- 
rentialinvarianten einer gegebenen linearen Differentialform F' kommt 
man, wie schon in Nr. 13 bemerkt wurde, wegen des Auftretens der 


0°’9, 
BERGER 


Die Elimination dieser Ableitungen gelingt, wenn man zu F weitere 
Differentialformen f hinzunimmt und simultane Differentialinvarianten 





Ableitungen in den Transformationsgleichungen nicht weiter. 


58) Trans. Am. math. Soc, 6 (1905), p. 286315. 
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von F und f betrachtet. Für f nimmt man fast immer°?) eine qua- 
dratische Differentialform 


(78) f=-D9 dz,dx,, 
deren Determinante 
(79) 9=|9: 


von Null verschieden ist. 
Die quadratische Differentialform f erfüllt dann in invarianten- 
theoretischer Hinsicht einen doppelten Zweck: Erstens läßt sich jedem 
Tensor ein zu ihm kontravarianter zuordnen, indem man bezüglich f 
Polaren bildet. Hiervon macht man bei Bildung von Differential- 
invarianten durch Verjüngung (Nr. 12) ausgiebig Gebrauch. 
Zweitens lassen sich aus den Transformationsgleichungen für die 
Ableitungen der Komponenten g,, von f: 
(80) gr __ T19gur Pu 09, 09ı +D'g,,( 2’yu 09, , PP on) 
ur 


aaa Fe leuinoni tm am 

















und den Transformationsgleichungen für die Ableitungen der Kompo” 
nenten eines beliebigen Tensors die zweiten Differentialquotienten 
ey 
02,0%, i 
Zwecks Berechnung der Ableitungen Ze dk, aus (80) führt man 
x;0x, 


mit E. B. Christoffel®‘) die „Drei-Indizes-Symbole erster Art“ 


eliminieren, wodurch man zu neuen Invarianten gelangt.) 





59) Man kann z. B. auch (siehe Nr. 17) n lineare Differentialformen 
L® = Zaldz, nehmen, deren Determinante A= | a | nicht verschwindet. Ist 
a@ 
A ageisich fünealdh Yaiekıe Differentialform S'b,dx, (und 
STEH 


>’ 
a 


ebenso für beliebige Tensoren) eine „kovariante Ableitung‘‘ definieren durch den 


(0) (0): 
ob, D } 5 J 4, da, 
Tensor Dr, — pt b, Dr A 
o T 
09, 


Die Möglichkeit der Elimination der zweiten Ableitungen Ada, Mus den 
a 


Transformationsgleichungen tritt weiter stets dann ein, wenn eine der Grund- 
formen eine Hessesche Determinante vom Range >n — 1 besitzt, wie dies von 
L. Sinigallia näher ausgeführt wurde. Vgl. Rend. di Palermo 19 (1905), p. 161 
—184. Bemerkungen hierzu bei Th. de Donder, ebenda 21 (1906), p. 188—191. 
Vgl. ferner E. Pascal, ebenda 22 (1906), p. 97—105. 

60) Vgl. hierzu J. Knoblauch, J. f. Math. 131 (1906), p. 247—264. 

61) E. B. Christoffel, J. f. Math. 70 (1869), p. 46—70; ebenda p. 241—248; 


bei R. Lipschits, ebenda p.71—102 ist| | =}, .; hei: G,;Ricei und. E. Levi-Ci- 


i,h,8? 
vita, Math. Ann. 54 (1901), p. 125—201 ist M Be 


ik,s' 


4* 
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@ı) Ka 


und zweiter Art “2 
(2) 7-21] 
ein. Hierbei sind ö 


(83) ner 


die Komponenten eines kontravarianten (symmetrischen) Tensors 
2. Stufe. Man hat dann 


a NEIN 
Ferner ist®?): ri © % # 

(85) 1-5, (AG 

(8) a 

&) Diese He 


19. Kovsriante Ableitungen. Es seien 4;,...;„ die Komponenten 
eines kovarianten Tensors m** Stufe. Eliminiert man aus den Trans- 


formationsgleichungen für 92%..im die zweiten Ableitungen der p. mit 
i 











Hilfe von (84), so erhält man die Komponenten 4,...i„.) eines ko- 
varianten Tensors (m + 1)! Stufe: 


(88) G;, ... im(i) “ DA Ditl:..Iyn + einer +[P)] TR RE ı} 


Dieser Tensor wurde schon von E. B. Christoffel®') angegeben und 
heißt nach @. Ricci®) und T. Levi-Civita®) die „erste kovariante Ab- 
leitung“ *) des Tensors @;,...im-") Die in (88) dargestellte Operation 
heißt „kovariante Differentiation“. 

In analoger Weise wird für kontravariante und gemischte Ten- 
soren dieser verallgemeinerte Differentiationsprozeß definiert und auf 





62) Vgl. z. B. auch wegen weiterer Formeln: Bianchi-Lukat, Vorlesungen 
über Differentialgeom., p. 44 (Leipzig 1899, Teubner). 

63) Rend. dei Line. (4) 3 (1887), p. 15—18. Vgl. auch A. Palatini, Rend. 
di Palermo 43 (1919), p. 156—191. 

64) Genauer: „Mit bezug auf die quadratische Differentialform f“. Eine 
allgemeinere Definition bei @. Hessenberg, Math. Ann. 78 (1917), p. 187—217. 

65) A. Einstein gebraucht die Bezeichnung „Erweiterung“. 
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diesen Operationen beruht der sogenannte „absolute Differential- 
kalkül“ 61) 66), 

Wir führen im speziellen noch an‘”): Für einen kovarianten 
Tensor erster Stufe A, lautet die Ableitung bezüglich f®): 


04, r8 
E23 u aD AUH EL 
2 
Für einen kontravarianten Tensor A? haben wir: 
r 94" h 
(90) Ama tl, 14 
it 


Für einen kovarianten Tensor 2. Stufe C,, ist: 
u, il kiı 
(91) Can = PEZ + Ol e an | @ 
y N 


Im besonderen verschwinden für den Fundamentaltensor g;, 
(= Dg,,.de,dx,) die kovarianten Ableitungen identisch. 

Entsprechend den ko- und kontragredienten Differentiationen 
kann man auch ebenso benannte Differentiale rechnerisch verwenden, 
wie dies @. Hessenberg®?) tut. 

E. Pascal"®) zeigt umgekehrt, daß, wenn die a,,...;,« von (88) die 
Komponenten eines kovarianten Tensors sind, auch die Funktionen 
G;,...im Komponenten eines ebensolchen Tensors sind. Eine Verall- 


ı 


gemeinerung für „abgeleitete“ Tensoren gibt hierzu L. Sinigallia.”!) 





20. Normalkoordinaten. Zur Vereinfachung mancher Beweise, 
sowie zwecks geometrischer und physikalischer Anwendungen, lassen 
sich in der Umgebung eines Punktes (x,°,...., x,°) der n-dimensio- 
nalen Manmnigfaltigkeit (x, ...., &,) besondere neue Veränderliche 
(&1> ---, &,) einführen. Sie wurden schon von B. Riemann'?) und 


66) Diese Bezeichnung ist — worauf auch G. Hessenberg, vgl. Anm. 69), 
hinweist — unglücklich gewählt; es sollte besser „relativer“ Kalkül heißen, da 
sich die ganze Operation auf die Differentialform f bezieht. 

67) Weitere Beispiele bei A. Einstein, Die Grundlagen der allg. Rel.-Theorie 
(Barth 1916), $ 11 und H. Weyl, Raum, Zeit, Materie (Springer 1918), $ 15 ff. 

68) Sind die A, die ersten Ableitungen einer Funktion U: 4,= ” so gibt 
(89) die sog. „zweiten kovarianten Differentialquotienten“ von U. Vgl. Bianchi- 
Lukat, Vorles. über Differentialgeom., p. 46 (Leipzig 1899, Teubner). 

69) Acta Math. 23 (1899), p. 121—170; Math. Ann. 78 (1917), p. 187— 217. 

70) Rend. Lomb. Ist. (2) 39 (1906), p. 414—418. 

71) Rend. Lomb. Ist. (2) 39 (1906), p. 876—893. 

72) Pariser Preisarbeit 1861 = Werke 1892, p. 405, Anmerkungen von 
H. Weber. 
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nachher besonders von R. Lipschitz"°) benutzt; ihre Bedeutung wurde 
von H. Weber‘) auseinandergesetzt. Man nennt sie jetzt gewöhnlich 
„Riemannsche Normalkoordinaten“'”). 

Es seien 
(92) 2, = &(t) 
die Gleichungen einer vom Punkte P,(@,’ = x,(t)) ausgehenden (ana- 
Iytischen) Kurve und das Bogendifferential ds auf ihr sei durch @ 
festgelegt: 


(93) ds —Yp(dz, da) -VID ou da,da, -YS ge er dt. 


Führt man in (92) statt 2 den neuen Parameter s ein, so daß 


t 
da,d« dx, dx;(t) 
Seren — 1 wird, setzt also s -[V I. en . dt, 
[7 


so kann man nach den „kürzesten“ (geodätischen), von P, ausgehen- 
den Linien fragen, d. h. nach jenen Kurven, für welche die erste Va- 








‘ 
riation ö/ds— 0 ist. Man erhält dann für die Funktionen x,(s) die 
bo 
Lagrangeschen Differentialgleichungen: 


o Fur 


Dies ist ein invariantes Gleichungssystem. Schreibt man für die 
Lösungen die Anfangswerte vor: 


(95) =, =. 
so wird: : 
(96) 2.4 (2, ee n; (), at 


Setzt man hier 





(97) . (= E, | 
so wird aus (96): 5 
(98) Bt+htr takt 


wo f,(&) eine Form go Grades der & ist. 
Die &£ sind die Riemannschen Normalkoordinaten. 





73) J. £. Math. 70 (1869), p. 71-102; ebenda 71 (1870), p. 274—287 und 
p. 288—295; 72 (1870), p. 1—56. 

74) Anmerkungen in Riemanns Werken, 2. Aufl. 1892, p. 405; vgl. ferner 
F. Schur, Math. Ann. 27 (1886), p, 537—567; B. Riemann, Über die Hypothesen, 
welche der Geometrie zugrunde liegen. Neu herausgeg. von H. Weyl, Springer 1919. 

75) H. Weber sagt „Zentralkoordinaten“; H. Weyl, Raum, Zeit, Materie, 
p. 97 sagt „geodätische Koordinaten“. 
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Wesentlich für Normalkoordinaten ist, daß sie sich bei beliebiger 
Transformation linear transformieren, d. h. führt man statt der x, 
neue Veränderliche x, ein, so hängen die & mit den &’ linear homogen 
(mit konstanten Koeffizienten) zusammen. Bei Normalkoordinaten 
werden ferner die Komponenten des transformierten Tensors f sta- 


tionär, d. h. für den betreffenden Punkt wird = = (), 

Ist es möglich, f auf eine Form mit kosten Koeffizienten zu 
transformieren, so wird diese Transformation durch Normalkoordi- 
naten geleistet, und dies gilt, wie Lipschitz”) bewiesen, auch für 
Differentialformen 2” Grades (pP >2). 

f = ds? ist mit Riemannschen Normalkoordinaten in der Gestalt 
darstellbar "®): 

(99) I + DB. - PirPrs; 

ik,rs 5 
wobei 2, = $; Nee sd, gesetzt ist und die ®,,,, Potenzreihen der 
&, sind.?”) 

21. Der Krümmungstensor. Bei einer quadratischen Differential- 
form f—= Dg,,da;de, = f(dx, dx) verschwinden die kovarianten Ab- 
leitungen der g;, identisch. Zur Bildung weiterer Differentialinvari- 
anten ist daher die kovariante Differentiation ungeeignet. Weiter kommt 
man mit Hilfe einer aus, f abgeleiteten, quadrilinearen Differential- 
form K, die zuerst Riemann”®) betrachtet hat und deren invarianten- 
theoretische Bedeutung von Christoffel und Lipschitz völlig klarge- 
stellt wurde.”®) 

Dieser Tensor K wird als (Riemann-Christoffelscher) „Krümmungs- 
tensor‘‘ bezeichnet und tritt bei der Frage auf, wann f in eine Form 
mit konstanten Koeffizienten, also auch in eine Summe Idz/?, trans- 
formierbar ist.) Notwendig und hinreichend hierzu ist X = 0, iden- 
tisch in allen vier Reihen von Differentialen. 

Nach Riemann läßt sich X mit Hilfe des Cauchyschen Differen- 
tialkalküls so darstellen ®*): 


(100) K = ö’f(dz, da) — 2döf(dx, dx) + d’f(dx, dx) 


76) J. f. Math. 70 (1869). 

77) Hierzu H. Vermeil, Math. Ann. 79 (1918), p. 289—312; Lipschitz, J. f 
Math. 72, wo die Normalkoordinaten auch für Formen pter ‚Dimähsion ent- 
wickelt ud. 

78) Pariser Preisarbeit 1861 = Werke 1892, p. 401. 

79) J. f. Math. 70. (1869). Die Christoffelsche Arbeit ist datiert vom 3., die 
Lipschitzsche Arbeit vom 4. Jänner 1869. 

80) nach @. Ricei von „nullter Klasse‘ ist, Ann. di mat. (2) 12 (1884). 

81) —$K ist bei Christoffel mit G,, bei Lipschitz mit % bezeichnet, 
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mit der Bedingung, daß die zweiten Differentiale ddx, d’x, 6°x aus 
den identisch für jedes Dx bestehenden Gleichungen zu berechnen sind: 


Df(dz, 8x) — öf(dx, Dx) — df(öx, Dx) = 0 
(101) Df(dz, de) — 2df(dx, Dx) = 0 

Df(dz, dx) — 2öf(dx, Dx) =. 
Man erhält dann 
(102) K=I(ih,rs) : (da,dx, — da, dx,) (dx,dx, — dx,öx,), 


ik,rs 
wobei die „Vier-Indizes-Symbole erster Art“®?) (ik, rs) tolgendes bedeuten: 
is ir 
6 0 
ni k ] r | ir](ks is](kr 

(103) K.,.., = (ik,rs) = Or, SIEH dx, +20 ı ]l z }) 
oder ausgeführt: 

ER > BR 0° g;r 0’ gps Ö°’gis Ö’gpr 
(104) 2K,,,,—=2(ik, rs) = +3 


PERPE? 208 2 0m0m 0m;0m! 
+22 Dr ll.) 
Quadrilinear geschrieben ist: es | 
(105) K= 2222 (ih, rs) d!x,d’z,d’x,d'x,. 


Wir führen noch eine zweite Ableitung von K an.®®) Wir bilden 
nach (89) die kovariante Ableitung eines Tensors 1. Stufe A,: 


OAu . uv 
Au 7, | E | Ar 
@ 
Von diesem Tensor 2. Stufe Auu—= Au, bilden wir nach (91) 
abermals die kovariante Ableitung Au» „= Aurı. Dann ist Ausa — Auar 
das Produkt (vgl. Nr. 12) der beiden Tensoren A* und K. | 


Zwischen den Vier-Indizes-Symbolen (ik, rs) bestehen eine Reihe 
von Relationen *): ’ 








irs 





(106) (ik,rs) = — (ik,sr)— — (kü,rs) 
(107) (ik, rs) = (rs, ik) 
(108) (ik, rs) + (ir, sk) + (is, kr) =, 


so daß von ihnen nur 4n?(n? — 1) linear unabhängig sind. 


82) Verallgemeinerung davon bei E. Pascal, Rend. di Palermo 22 (1906), 
p. 97—106. 

83) Vgl. A. Einstein, Die Grundlagen der allgem. Rel.-Theorie, (Barth) 
1916, $ 12. Allgemeiner bei @. Ricci u. T. Lexi-Civita, Math. Ann. 54 (190]), 
p. 143, Formel (23). 

84) Bezüglich einer einfachen Herleitung siehe @. Hessenberg, Math. Ann. 
78 (1917), 8 3. 
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Neben (ik,rs) werden auch „ Vier-Indizes-Symbole 2. Art“ ver- 
wendet, die definiert sind durch ®) 


(109) (ik, rs} = IgP*Hir, rs). 
Es sind dann die Ausdrücke 


’ is 2 ir t 
0) &r tn ES) 


die Komponenten eines gemischten Tensors K;,,®%). Aus ihm ent- 


steht durch Verjüngung der „Linientensor-Krümmung“®”) 





(111) Hs; — IKh,, 

1 
und hieraus die Invariante „invariante Krümmung“ 
12) K—IgK,. 


Der Name „Krümmungstensor“ rührt davon her, daß das Rie- 
mannsche Krümmungsmaß bezüglich der durch dx,dx bestimmten 
Flächenrichtung gegeben ist durch®);: 


K 
(113) —K, 


wo K durch (102) bestimmt ist und P die |kovariante Differential- 
form bedeutet®): 


(114) P= 
DBIS .;0,; SR 919,4) (da,öx, Sue dx,dx;) (dz,dz, Br dx,d,). 
Für n=2 fallen aus (113) die Differentiale heraus und k geht über 


in das Gaußsche Krümmungsmaß eines Flächenpunktes °°). 
Sind die Vier-Indizes-Symbole (ik, rs) als Potenzreihen der x, ge- 


85) Vgl. Bianchi-Lukat, Vorlesungen über Differentialgeom., Leipzig 1899 
(Teubner), p. 49. 

86) Vgl. hierzu E. Pascal, Rend. Acc. Line. (5) 15, (1906), p. 670—674. 

87) H.Weyl, Raum, Zeit, Materie, p. 110; weitere Invarianten bei H. Kühne, 
Math. Ann. 56 (1902), p. 257—264. 

88) Bianchi-Lukat, 1. c. p. 572; ferner: Beltrami, Werke I, p. 407; R. Lip- 
schitz, J. f. Math. 72 (1870), p. 1—56. Hierzu auch A. Voß, Math. Ann, 16 (1880), 
p. 129—179. | 

89) Bezüglich Verallgemeinerung der Formen K und P in (113) vgl. 
F. Schur, Math. Ann. 27 (1886), p. 537—567, 8 8. 

90) Vgl. z.B. J. Knoblauch, Grundlagen der Differentialgeom., Leipzig 1913 
(Teubner), XII. Abschnitt; ferner hierzu G@. Ricei ‚ Atti Ist, Veneto 63 (1904), 
p. 1233—1239.. 
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geben, so lassen sich, wie Riemann angedeutet”') und Vermeil be- 
wiesen®?) hat, bei gewissen immer zulässigen Normierungen die 9;, 
eindeutig berechnen. 

22. Reduktionssatz, Äquivalenz. Es sei wieder f eine quadra- 
tische Differentialform und F ein oder mehrere Tensoren; g,, seien 
die Koeffizienten von f, Fes,... sollen die Komponenten der Tensoren 
F bedeuten. | 

Dann kann man nach allen Differentialinvarianten J,, fragen, die 
aus den 9, Fesy... und deren Ableitungen bis zur m“* Ordnung ge- 
bildet sind. Die Bestimmung aller J, von / und F wird auf ein 
Problem der projektiven Invariantentheorie zurückgeführt mit Hilfe 
des „Reduktionssatses“®). Dieser besagt, daß es zur Kenntnis aller 
J, genügt, alle projektiven Invarianten eines von f und 7’ abgelei- 
teten Systems Z, von Formen anzugeben, Daraus folgt die Endlich- 
keit des Systems der J,, d. b. es läßt sich aus den J, eine endliche 
Anzahl JO, J®,...,J% so auswählen, daß jede J, eine ganze ratio- 
nale Funktion dieser A Differentialinvarianten wird. Die JW,..., JW 
bilden dann ein „vollständiges System“ von Differentialinvarianten m’* 
Ordnung. 

Für eine quadratische Differentialform f und irgendwelche Ten- 
soren F haben Christoffel*) und Ricci und Levi-Civita®) den Reduk- 
tionssatz durch Elimination bewiesen. Allgemein, unabhängig davon, 
ob eine quadratische Differentialform f gegeben ist oder nieht, und 
für Differentialausdrücke, die keine Formen zu sein brauchen, wurde 
der Satz von E. Noether*°) bewiesen unter Einführung Riemannscher 
Normalkoordinaten. Für die quadratische Differentialform findet sich 
die genauere Einzelausführung bei Vermeil®?). 

Der Reduktionssatz gibt auch die Antwort auf die Frage nach 
der Äquivalenz zweier Differentialformen: äquivalente Formen f(dz) 
und g(dx’) sind hierbei solche, die durch eine Transformation = g(2’) 
ineinander übergehen.) 

91) Habilitationsvortrag Göttingen = Werke 1892, p. 272—287 und in der 
Pariser Preisarbeit = Werke, p. 401. 

92) H. Vermeil, Math. Ann. 79 (1918), p. 289—312. 

93) E. Noether, Invarianten beliebiger Differentialausdrücke, Gött. Nachr. 1918. 

94) J. f. Math. 70 (1869). 

95) Math. Ann. 54 (1901) und die dort angeführte Literatur. Vgl. auch 
G. Ricei, Rend. Acc. Line. (5) 21, (1912), p. 527—532; hierzu Rend. di Palermo 
33 (1912), p. 194—200. 


96) Äquivalenz bei Berührungstransformationen untersucht @. Koenigs, Acta 
Matb. 10 (1887), p. 313—338. 
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Bei zwei quadratischen Differentialformen ist zuerst von Chri- 
stoffe und Lipschitz die Frage beantwortet worden, wann f einer 
Form D’dzx;? äquivalent ist.”) Hierzu ist notwendig und hinreichend, 
daß der Krümmungstensor X von f identisch verschwindet. Sind f 
und % zwei quadratische Differentialformen, von denen man weiß, daß 
sie äquivalent sind, so ist die Bestimmung einer Transformation 
z=gp(z), die f in & überführt, ein algebraisches Problem,*) Die 
Frage nach der Äquivalenz von f und % wird durch den Satz von 
Christoffel beantwortet): Man bildet die Krümmungsform &, von f 
und deren kovariante Ableitungen bezüglich f: ©, ®,,..., A 
wird hierbei so gewählt, daß die Formen f, ®,, ®,,..., ®, wenig- 
stens n absolute projektive Invarianten Ä,,..., K, ergeben, wogegen 
bei p— 1 dies noch nicht der Fall ist.®) Auf dieselbe Art bildet 
man für $ die n absoluten Invarianten X,’,..,K,. Für die Äqui- 
valenz ist dann notwendig und hinreichend 0), daß sich aus den zu 
f=Vv, = WP, (i=1,2,...,p) gehörigen Transformationsglei- 
chungen die x, und die a. ohne Widerspruch bestimmen lassen und 


0%, 


außerdem noch die Transformationsgleichungen von De Parı 
identisch erfüllen. Es ist dann X, — K, und alle einander entspre- 


chenden Invarianten der beiden Formenreihen 
f; ®,, ®,, a, ®, ® 


Aa 
e.,......, er EA 
werden einander gleich. 

E. Noether°°) gibt mit Hilfe ihres allgemeinen Reduktionssatzes 
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Äquivalenz 
von Differentialformen p** Ordnung (vgl. die folgende Nr.). 

E. Pascal") behandelt die Äquivalenz zweier Tensoren ‚ denen 
multilineare Differentialformen entsprechen. 





97) Bezüglich Verwendung des Klassenbegriftes analog wie bei Linear- 
formen vgl. @. Ricci, Ann. di mat. (II) 7 (1884), p. 135—168; Rend. Acc. Linc. 
(4) 4 (1888), p. 203—207; Ausdehnung auf Bilinearformen bei F. Böhm, Habil.- 
Schrift, München 1911. 

98) Neuerdings bewiesen bei H. Vermeil, Math. Ann. 79 (1918), p. 289—312. 
Für den Fall, wo » weniger als n Veränderliche enthält, vgl. M. Levy, Paris 
©. R. 86 (1878), p- 465—466. 

99) Ist dies für kein noch so großes p möglich, so gestattet $ oo-viele 
Transformationen in sich. Vgl. hierzu: W. Killing, J. f. Math. 109 (1892), p. 121; 
H. Mangoldt, J. f. Math. 94 (1882), p. 27. 

100) J. £. Math. 70 (1869), p. 46—70 und in etwas anderer Formulierung 
ebenda, p. 241— 248, 

101) Atti Ist. Veneto 65 [(8) 8] (1906), p. 1117—1120; Rend. di Palermo 
22 (1906) p. 97—105. 
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Einen speziellen Fall behandelt @. Torelli.'®) ‘Die Anzahl der 
unabhängigen Differentialinvarianten m‘ Ordnung einer Differential- 
form p** Ordnung bestimmt ©. N. Haskins'®) mit Hilfe der partiellen 
Differentialgleichungen, deren Lösungen sie sind. 


23. Vollständige Systeme. Der Reduktionssatz führt unmittel- 
bar zu den in der vorigen Nr. genannten „vollständigen Systemen“ 
m** Ordnung 2. 

Ist eine einzelne quadratische Differentialform f gegeben!%), so 
ist &, für m > 1 identisch mit einem kleinsten, vollständigen System 
von projektiven Invarianten der Formen 


(115) f, Do, Dan ++ Dun+s- 


Ist neben f noch ein Tensor $ gegeben, so bekommt man 2, 
für f und S, indem man das entsprechende System von projektiven 
Invarianten der Formen (115) und 
(116) Bee 
aufsucht, wo 8, die kovariante Ableitung bezüglich f von $;_, ist 
(8, = 8). 

Allgemein konstruiert E. Noether°®) ein System 3, einer nicht- 
linearen Differentialform f(dx) auf folgende Art. Aus f(dx) werden 
vorerst Polaren 


= of 0*f 
UN) rm Di 5am Din fr = D ram 0an, Pu Dm 
; ik 
abgeleitet. Aus diesen Polaren und deren Differentialen 
(118) | un Wn:2. hie: 
läßt sich durch Verallgemeinerung eines Riemannschen'"°) Ansatzes 
(Formel (100), (101)) eine Reihe von Differentialformen %, erzeugen, 


die keine gemischten Differentiale d D, de-'D®, ... enthalten und die 
als Normalformen der o*" Variation anzusehen sind: 





102) Ann. di mat. (2) 13 (1885), p. 23—38. 

108) Trans. Am. math. Soc. 4 (1903), p. 38—43. Vgl. hierzu den Schluß von 
Nr. 25. 

104) Spezielle Fälle bei F. Casorati, Ann. di mat. Ia, 3 (1860) u. 4 (1861); 
G. Rieci u. Levi-Civita, Math. Ann. 54 (1901). Vgl. ferner: ©. N. Haskins, Trans. 
Am. math. Soc. 3 (1902), p. 71—91; ebenda 4 (1903), p. 38—43: ebenda 5 (1904), 
p. 167—192; A. R. Forsyth, Phil. Trans. A 202 (1903), p. 277—333, ebenda A 201 
(1908), p. 329—402; J. E. Wright, Am. J. of Math. 27 (1905), p. 323—342; T. Levi- 
Oivita, Atti Ist. Veneto 1894. 

105) Werke 1892, p. 401. 
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8, = Df— dfp 
(119) 2, = D’f — Dafp + 4 d?fn: 
wet 


Aus diesen Formen können dann die zweiten und höheren Differen- 
tiale eliminiert werden, wenn man die zweiten Differentiale d?z, dDz, 
D?x durch erste ausdrückt. Das hierzu notwendige invariante Glei- 
chungssystem wird durch die Lagrangeschen Gleichungen des zu 


f (%) gehörigen Variationsproblems geliefert. Statt (119) erhält man 


dann ein System 
(120) al pl, [ol - 


von Differentialformen mit nur ersten Differentialen. Man kann dann 
„kovariante Ableitungen“ eines Tensors definieren und mit Hilfe der- 
selben aus den [2,] eine ‘Reihe weiterer Differentialformen herleiten, 
deren projektive Invarianten das gesuchte vollständige System As 
bilden. Mit Ausnahme der Homogenitätsgrade p— 3,4... genügen 
schon die Funktionen (120), also insbesondere auch für negatives und 
gebrochenes p. 


24. Pascalsche Differentialausdrücke.!®%) Den durch (31) ge- 
gebenen Differentialausdruck schreiben wir so: 


(121) xn =D Ku... im Öinneim; 
m=1 () 


hierbei ist gesetzt: 


1 N . } 
(122) Re 23 u... ]daz, ... dm, 


und S, bedeutet die Summe über alle Permutationen der j, so daß Ö 
in den j symmetrisch wird. 


Vermöge einer allgemeinen Punkttransformation 


(123) nr Yan 9%, 73 2) 
gehe XP) über in 
u=r 
(124) za x, 07. 
u=1 
106) E. Pascal, Rend. Lomb. Ist. (2) 35 (1902), p. 835—850; weiteres ebenda 
36 (1903), p. 528—539 u. p. 978—985; ferner 9 Arbeiten in den Rend. Acc. Line. 
(6) 12 (1903); L. Sinigallia, Rend. Lomb. Ist. (2) 35 (1902), p- 749— 778. — Vgl. 
zu dieser‘ Nr. die zusammenfassende Darstellung bei E. Pascal, Rom, 4. Math.- 
Kongreß 2 (1909), p. 138—143 und Mem. Ace. Line. 1910, 
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wobei analog (122) gesetzt ist: 

(135) 0, = Fr SD Tk,... Kldaz,...duum,. 
(k) 


Der Zusammenhang zwischen den X,,.. 
gegeben durch: 


(126) a, an kei! an): 


.jm und den X... Au ist dann 





m=1 (j) 
Hierbei ist m <u, u<r und die Klammern BE sind Produkt- 
 M 
summen der 2, die gewissen Rekursionsformeln genügen. 
%: 


X, IE, ia .) der X, ...;„ und deren 
Ableitungen, die gegenüber (123) invariant sind, führt auf eine Reihe 
von Ausdrücken („Klammersymbolen“), die eine Erweiterung der 
Christoffelschen Bezeichnungen auf Differentialausdrücke mit höheren 
Differentialen darstellen. Mit Hilfe dieser Klammersymbole können 
Invarianten gebildet werden. Die Funktionen X") in (121) sind schon 
Invarianten; die nächst einfacheren sind gegeben durch 


(127) Xen -II33 (OBER ER CIaS 2) REIN 20 


m=-1ir=1 () 


Die Frage nach Funktionen J ( 


wobei gesetzt ist: 
0” >. ü or "x, fi gm- x 


. see . a TODD Fi 10: 3y) "+ dyle en 
EEE wer ex 0%,  08,0%,.. . OR, 





E. Pascal'”") behandelt mit Hilfe dieser Begriffsbildungen die 
Frage nach den infinitesimalen Transformationen, die X) gestattet 
und das Reduktionsproblem: Wann sind Transformationen (123) mög- 
lich, die X" in X’) mit weniger als » Veränderlichen überführen. 

L. Sinigallia‘®) behandelt mit denselben Hilfsmitteln analoge 
Fragen und gibt Sätze, in denen bestimmte Matrizen eine Rolle 
spielen, die den Matrizen (53) bis (55) analog sind. Derartige Ma- 
trizen, aus den Komponenten eines Tensors gebildet, behandelt 
E. Pascal!) unter Hinweis auf die Invarianz ihrer Charakteristiken. 
Im speziellen wird hierzu der Krümmungstensor verwendet. 





107) Ein spezieller Fall in Rend. Acc. Line. (5) 12 (1903), p. 31—41. 

108) Rend. di Palermo 17 (1903), p. 287—296; ferner Rend. Lomb. Ist. (2) 
36 (1908), p. 650—668 und p. 951—968. 

109) Atti Ist. Veneto 65 [(8) 8] (1906), p. 1117—1120; Th. de area Rend. 
Acc. Linc. (5) 16, (1907), p. 279—283. 
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E. Pascal!!®) gibt ferner die den Polarformen Ig,,dx,öx, einer 
quadratischen Differentialform I'g,,dx,dx, entsprechenden Bildungen 
bei Differentialausdrücken mit höheren Differentialen. 


Pascalsche Differentialausdrücke behandelt @. Tognoli'") von 
einem etwas allgemeineren Standpunkte aus. Eine weitere Verall- 
gemeinerung gibt E. Pascal"!?) selbst, indem er Formen eingehend 
untersucht, deren Veränderliche die Ausdrücke dj? ,‚, von (122) sind. 
Solche Formen wären, wenn nur erste Differentiale auftreten, als 
Tensor-Konnexe zu bezeichnen. E. Pascal nennt die Gesamtheit ihrer 


Koeffizienten „ein kovariantes System mit % Indexgruppen“. 


25. Differentialparameter. Differentialparameter sind — allge- 
mein gesprochen — solche Differentialinvarianten, die keine Differen- 
tiale, dafür aber neben den Formenkoeffizienten und deren Ablei- 
tungen willkürliche Funktionen und deren Ableitungen enthalten. Sie 
entsprechen den Kontravarianten der projektiven Invariantentheorie 
und wurden zuerst von Lame"?) und Beltrami!'*) verwendet.'"?) 


Es sei 
(129) r=29.42,dz, 


eine quadratische Differentialform mit der Determinante g= |g,,| #0. 
Ferner sei, so wie in (83) 





13 r __ 1099 

( 2 9 9 09% 

gesetzt. Dann ist die mit SE geränderte Determinante g: 
bar «au ,QU 

(131) A(UD)=> öx, dx, 


eine Differentialinvariante, die gewöhnlich nach Beltrami!!®) als erster 
Differentialparameter bezeichnet wird.!!”) 


110) Rend. Acc. Linc. (5) 12, (1906), p. 406—409. 

111) Ann. Mat. Batt. (3) 13 (1906), p. 139—176. Vgl. auch F. P. Cappa- 
bianca, Batt, Giorn. 51 (1913), p. 273—314. 

112) Rend. di Palermo 23 (1907), p. 38—52. 

113) @. Lame, Legons sur les coordonnees curvilignes, Paris 1859. Bei 
Lame hat die quadratische Differentialform @ die spezielle Gestalt p = SIh,d?. 

114) Giorn. di mat. 2 (1865) = Werke I, p. 306; Mem. Bologna II, 9 (1869), 
p. 607—657 = Werke II, p. 74. 

115) Vorbereitende Begriffe hierzu bei Jacobi, Opuscula Math. II, Berlin 
1851. Betreffs weiterer Literatur hierzu siehe Beltrami, Werke II, p. 74. 

116) Werke II, p. 74—118. Vgl. auch @. Ricci, Ann. di mat. 88a, 14 (1886), 
p. 1—11 und Studi editi dall’ Universitä di Padova (1888). 

117) Geometrische Deutung bei @. Koenigs, Acta math. 19 (1887), p. 313. 
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Die Polarform zu (131) 
(132) UN=D EIN 


0x, 0% 
heißt „gemischter“ Differentialparameter von U und V.'P) 
Aus einer Funktion U erhält man einen kovarianten Tensor 
1. Stufe mit den Komponenten 2, den „Gradienten“ von U. Bildet 


man die kovariante Ableitung dieses Tensors bezüglich f, so erhält 
man nach (89) den Tensor: 


U kl a0 
Diesen Tensor multiplizieren wir mit g’* und verjüngen, wodurch die 
Invariante entsteht: 


(134) A,(U) m rg ( 1% u; 7} an. 


Dies ist der „zweite“ Differentialparameter von U. Er kann auch 
noch so geschrieben werden '"?): 


P) > RAU 
(135) A,(U) = 7 > de —. ) 


2 





Faßt man hier die = als Komponenten eines Vektors auf, so 


bezeichnet man A,(U) auch als „allgemeine Divergens“ desselben.'?®) 
Hat f die spezielle Gestalt D'dx}, so wird nach (135): 


(136) &, (0) Dr 
i 


also identisch mit dem sog. Laplaceschen Differentialausdruck. 
Differentialparameter, die sich bei gleichzeitiger Transformation 

von zwei speziellen quadratischen Differentialformen der Flächentheorie 

einstellen, betrachtet J. Knoblauch'*'). G@. Darboux 122) gibt für n = 2 





118) Bezeichnung nach Bianchi-Lukat, Vorlesungen über Differentialgeom., 
Leipzig 1899 (Teubner), p. 41ff. Vgl. hierzu @. Frobenius, J. f. Math. 110 
(1892), p. 14. 

119) Bianchi-Lukat, 1. c. p. 47.] 

120) Vgl. z. B. A. Einstein, Die Grundlagen d. allgem. Rel.-Theorie, (Barth) 
1916, p. 36. 

121) J. f. Math. 115 (1895), p. 185—200; vgl. ferner ebenda 131 (1906), 
p. 247— 264. 

122) G. Darboux, Legons sur la theorie generale des surfaces III (Paris 
1889), p. 203 ff. Für allgemeines n siehe P. Stäckel, J.f. Math. 113 (1894), p. 58—60 
und J. Knoblauch, ebenda 111 (1893), p. 329. 
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einen Beweis, daß sich jeder weitere Differentialparameter durch wieder- 
holte Anwendung von A,, V und A, ergibt.'??) Allgemein bestimmt 
C. N. Haskins'*) die Anzahlen von unabhängigen Differentialpara- 
metern; er klärt auch einen diesbezüglichen Widerspruch auf!®), der 
sich für an —= 2 in Untersuchungen von A. R. Forsyth'?°) findet. Eben- 
falls für a—= 2 und für eine willkürliche Funktion U geben J. Knob- 
lauch'") und K. Zorawsky'2#) die Anzahlen der unabhängigen Differen- 
tialinvarianten und Differentialkovarianten (= Differentialparametern). 
Letzterer dehnt dann noch'?”) seine Untersuchungen auf beliebiges » 
aus und erhält dieselben Anzahlen wie Haskins. Das vollständige 
System m** Ordnung für zwei binäre Differentialformen ist ebenfalls 
von Zorawski gegeben worden.?®) 


26. Formale Methoden. So weittragend der durch den Reduk- 
tionssatz (Nr. 22) gegebene Zusammenhang zwischen Differential- 
invarianten und projektiven Invarianten auch ist, so gelang es bisher 
noch nicht in befriedigender Weise, die harmonische und der Materie 
vollkommen angepaßte symbolische Methode der projektiven Inva- 
riantentheorie auf Differentialinvarianten zu übertragen.'?!) So wie 
diese Dinge bisher hauptsächlich geometrischen und physikalischen 
Anwendungen nutzbar gemacht wurden, kommt man mit Beibehal- 
tung der Indizes (Hoch- und Tiefstand, vgl. Nr. 11) und Verwendung 
des üblichen Summenzeichens vollständig aus.!??) 

Von den bisher gemachten Ansätzen zu einem symbolischen Kal- 
kül erwähnen wir die folgenden '??): 

@. Ricei und Levi-Civita‘*) bezeichnen die kovariante Ableitung 
eines Tensors @,,...;, Mit %,...inim;1, hängen also einfach den Index 





123) Vgl. ferner H. Maschke, Trans. Am. math. Soc. 7 (1906), p. 69—93. 

124) Trans. Am. math. Soc. 5 (1904), p. 167—192. 

125) Trans. Am. math. Soc. 7 (1906), p. 588—590. 

126) Rend. di Palermo 21 (1906), p. 115—224. 

127) J. £. Math. 131 (1906), p. 247—264; Leipzig. Ber. 59 (1907), p. 372-377. 

128) Leipzig. Ber. 59 (1907), p. 160—1886. 

129) Ebenda 60 (1908), p. 20—52. 

130) Ebenda 61 (1909), p. 3—30. 

131) In der Tensoralgebra ist dies natürlich ohne weiteres möglich und 
auch in der Literatur oft angewendet worden. 

132) A. Einstein läßt auch das Summenzeichen weg. Ebenso H. Weyl. 

133) Man vgl. hierzu @. Hessenberg, Acta Math. 23 (1899), p. 121—170 und 
Math. Ann. 78 (1917), p. 187—217, $ 4. Ferner die Zusammenstellung bei 
J. E. Wright, 1. e. (Einleitung) und J. A. Schouten, Verhandl. Amsterdam, 1. Sek- 
tion, XII, 6 (1918), p. 1—95. 

134) Math. Ann. 54 (1901), p. 125—201; T. Lew-Civita, Rend. di Palermo 
42 (1917). 
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an, der die Differentiation nach 2,41 anzeigt. Diese Darstellung 
versagt schon bei gemischten Tensoren und solchen, die durch Produkt- 
bildung oder Verjüngung entstanden sind. 

G. Hessenberg'°®) kleidet die. Theorie bei Zugrundelegung des 
Graßmannschen Begriffes der extensiven Größe in vektor-analytisches 
Gewand. Seine Grundlage bildet, ebenso wie bei Levi-Oivita, die 
Affinverschiebung eines Vektors, was auf eine geometrische Deutung 
der Lagrangeschen Gleichungen hinauskommt. Hierbei ergibt sich 
eine bemerkenswerte Verallgemeinerung des Begriffes der kovarianten 
Ableitungen, zu deren Definition »* lineare Differentialformen db,;,, 
der sogenannte „Orientierungstensor“ verwendet werden. Sind diese 
db,, exakte Differentiale, so erhält man die gewöhnliche Theorie. 

H. Maschke'®) und J. A. Schouten'”°) verwenden eine Symbolik, 
die derjenigen der projektiven Invariantentheorie noch am nächsten 
kommt. Maschke setzt z. Be p = Da,,dx,dz, = (df)’, wo f eine 
„symbolische“ Funktion („idealer“ Vektor bei Schouten) ist, die selbst 
und ebenso ihre Ableitungen für sich allein keinen Sinn haben. Erst 
Produkte haben einen solchen. So wird z.B. ff; — 4, Ffm = [et usw. 


m 


Im Anschlusse an H. Maschke haben dann L. Ingoldt'”°) und 
J. B. Shaw?) mit Verwendung von Begriffsbildungen der Ausdeh- 
nungslehre einen Kalkül ausgearbeitet. Ä 

Ferner stammt, ebenfalls bei Verwendung Graßmannscher Begriffe, 
eine Systematik des hier behandelten Gegenstandes von F. Jung.'?) 


27. Spezielle Differentialformen. Von den überaus zahlreichen 
Fällen, in denen spezielle Differentialformen und Differentialinvarianten 
in der Analysis auftreten, heben wir die folgenden hervor. 

Betreffs linearer Differentialformen genüge der Hinweis auf das 
Pfaffsche Problem (vgl. Nr. 14). Wenn eine quadratische Differential- 
form f die besondere Gestalt \ . 

(137) p—Naa! 
hat, so werden die kovarianten Ableitungen eines Tensors 1. Stufe 
a, durch die gewöhnlichen Ableitungen = gegeben. Der 1. Differen- 


tialparameter A,(U) geht über in 
oU\? 
(138) A, (0) -,) (=) 


135) Trans. Am. math. Soc. 1 (1900), p. 197—204 und ebenda 4 (1903), 
p. 445469. 

136) Trans. Am. math. Soc. 11 (1916), p. 449474. 

137) Am. J. 35 (1913), p. 394—408. 

138) Wien. Ber. 119 (1910), p. 377—392 und ebenda 126 (1917). p. 1438—1488. 
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und der 2. Differentialparameter A,(U) in den Laplaceschen Differen- 
tialausdruck Ä 
(139) AU) DE 

An den Spezialfall (137) schließt sich eine wiederholt behandelte 
Transformationsaufgabe an: Den Laplaceschen A,-Ausdruck (139) auf 
beliebige Koordinaten x zu transformieren. Schon Jacobi'??) führt 
an, daß es hierzu genügt, die Transformierte / von = Sdı,' Ch. 
also die Koeffizienten g;,(2’) zu kennen; doch der von ihm angegebene 
Umweg über ein mehrfaches Integral) bringt etwas Fremdartiges 
in die Theorie. Ohne Benutzung eines Variationsproblems verfährt 
Lame.'*!) 

Allgemeiner geht $. Gundelfinger“) vor. R. Lipschitz“?) trans- 
formiert Idx? auf elliptische Koordinaten im R,. F. Schur'#) be- 
handelt spezielle quadratische Differentialformen, denen ein konstantes 
Krümmungsmaß entspricht. Er erörtert die F rage, wann f durch 
Hinzunahme neuer Veränderlicher auf eine Differentialform da? +». 
+da, +dx},, ++ da?,, transformierbar ist, und gibt geome- 
trische Anwendungen. 

Am ausführlichsten ist bisher der Fall n — 2,p=2 behandelt: 
die Flächentheorie wird von der Theorie binärer quadratischer Diffe- 
rentialformen beherrscht. 

@. Koenigs') behandelt ternäre quadratische Differentialformen 
mit verschwindender Diskriminante; ferner spezielle Differentialformen, 
die bei der Berührung von Flächen eine Rolle spielen.!#) 

H. de la Goupilliere“") gibt Resultate über wiederholte Anwen- 
dung des 2. Differentialparameters A, auf spezielle Funktionen. 

F. Engel“®) behandelt lineare Differentialausdrücke 


ds=w(a,y,y,...)da 


139) Berlin. Ber. 1839; J. f. Math. 36 (1848), p. 119. | 

140) Vgl. etwa H. Weber, Die partiellen Differentialgleichungen der math. 
Physik I (1900), p. 94. 

141) Legons sur les coordonndes curvilignes, Paris 1859; vgl. auch Fr. Meyer, 
Math. Ann. 26 (1886), p. 509-515. 

142) J. f. Math. 85 (1878), p. 295303. 

143) Ebenda 74 (1872), p. 150—171. 

144) Math, Ann. 27 (1886), p. 163—176; R. Beez, Ztschr. Math. Phys. 21 
(1876), p. 379; Beltrami, Werke I, p. 406. \ 
| 145) Paris C. R. 100 (1885), p. 789-791. 

146) Ebenda 104 (1887), p. 673 u. 842; Acta math. 10 (1887), p. 313. 

147) Paris C. R. 101 (1885), p. 18—19. 

148) Jahresb. D. Math.-Ver. 19 (1910), p. 112—120, 306—316, Vgl. hierzu 
auch Anmerk. 23). 





5*F 


68 IIIE1i. R. Weitzenböck. b) Differentialinvarianten. 


mit einer einzigen unabhängigen Veränderlichen und gibt hierzu ko- 
variante infinitesimale Berührungstransformationen an, deren einglied- 
rige Bahnkurven die Extremalen des zum Integranden o(z,y, y',...) 
gehörigen Variationsproblems liefern. 


28. Formale Variationsrechnung und Differentialinvarianten.“°) 
Die Erzeugung aller Differentialinvarianten und die Ableitung der 
Hauptsätze läßt sich am einheitlichsten mit den formalen Methoden 
der Variationsrechnung durchführen. Dieses Prinzip geht auf Rie- 
mann”) zurück und hat seine hauptsächlichste formentheoretische 
Durchbildung durch Lipschitz‘”) erfahren. 

Geht man aus von dem zu einer homogenen Form f(dx) — wo 

o*f 
ddz, öde; 


(140) Sn f klar) dt=0, (2, RR da) 


| -- 0 sei — gehörigen Variationsproblem: 





so wird man durch partielle Integration zu dem invarianten Glei- 
chungssystem geführt: 

a ad us 

ei, did 0% ? 

wo die Lagrangeschen Ausdrücke %, zu den dx kontragredient sind. 
Dies zeigt sich formal am einfachsten, wenn man die Y, durch die 
der partiellen Integration entsprechende integralfreie formale Identität 
definiert (Lagrangesche Zentralgleichung””®)) 


rd — 2 Ivan, (= Dyaz?e) 


wo sowohl f wie df, Invarianten sind, und folglich auch die rechte 
Seite. Speziell für eine quadratische Form kommt: 


5 D'g,,dan,da, — 2429,42, = — 2Dv,(d, d)dx,. 
Ersetzt man hier d durch das kogrediente (d + Ad).und vergleicht 


die Potenzen in A, so kommt das entsprechende System von Identi- 
täten: 


DI g,da,de, — 24 39,42,Dx, = — 2 I v,(d, d) De, 

(141) DD 9,,.da,d2, — 0 29,,42,D2, 
— dDg,92,Dr, = — 22v,(4 8) Dx, 
DI 9,,02,02, — 2839,90, — — 229,0, 0) Dx,, 


woraus %,(d, ö), also speziell auch Y,(d, d) und %,(0, 6) sich als 





149) Diese Nr. rührt von E. Noether her. 
150) Die Bezeichnung rührt für spezielles f von Heun her; vgl. dessen 
Artikel IV,1Xı, p. 447. 
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kontragrediente Vektoren ergeben. Aus (141) berechnet sich %,(d, 6) zu 


v,(d, 8) — DD) 9,462, +D[, "laz, öx,, 


und daraus ergibt sich der kogrediente Vektor: 


(12) 2a) —= Dry, —dda,+ DT) a2,02,. 
p°(d,d) = 0 gesetzt stellt ersichtlich die Gleichungen der geodäti- 
schen Linien dar. 

Die Kenntnis des kogredienten Vektors p°(d, d) führt direkt zur 
kovarianten Ableitung (vgl. Nr. 19). Ist etwa h(d, 6) eine Form der 
beiden Reihen dx und dx, so wird der Ausdruck 


(143) AW(da,dx) = dh  Dyr - 2° (d, 6) > u 2° (8, 8) 

als Differenz von Invarianten selbst eine Invariante, FR so gebildet 
ist, daß die zweiten Differentiale sich wegheben. hV(dx, dx) stellt 
also eine Form mit nur ersten Differentialen dar, die kovariante Ab- 
leitung von h. Entsprechendes gilt, wenn h mehr Reihen d®z,...,d®x 
enthält.'°!) 

Auf demselben Prinzip beruht die Bildung der Krümmungsform 
bei Riemann und Lipschitz. Man geht von ö?f über zu der „Normal- 
form der zweiten Variation“ 

(14) 2 — 0’ Ig,,.da,de, — 208 I’9,,dn,d2, + @3’9,,02,0%,, 
die als Aggregat von Invarianten selbst wieder eine Invariante dar- 
stellt, und bei der jetzt, in Verallgemeinerung der Lagrangeschen 
Zentralgleichung, die dritten Differentiale eliminiert sind. Die Elimi- 
nation der zweiten Differentiale geschieht in Analogie mit der ko- 
varianten Ableitung durch Bildung der Differenz 
(145) K=82— 2 31p°(, 8) y,(d, 8) —p° (8, 8) v.(d, d)}, 
was sich auch schreiben läßt als '5?) 
(146) ;K= dDv, (d, ö) dr, aan? oD>v,(d, d)öz, 

au {2° (d, )v,(d, ö) u I)d,(d, 4) } . 

Das Bildungsgesetz von X läßt sich auch so aussprechen, daß in 
% durch Nullsetzen von p(d,ö) und »(d, 6) — bzw. der rechten 
Seiten von (141) — die zweiten Differentiale eliminiert werden. Das 
ist die Definition der Krümmungsform durch Riemann (vgl. Nr. 21), 


wobei aber ausdrücklich zu bemerken ist — was (146) besonders 
deutlich zeigt —, daß erst nach erfolgter Differentiation dies Null- 





151) Lipschitz, J. f. Math. 72 (1870), p. 17. 
152) Lipschitz, J. f. Math. 82 (1876), $ 1. 
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setzen geschehen darf; die formale Bildungsweise von Lipschitz um- 
geht diese Schwierigkeit. Entsprechend ließe sich auch die kovariante 
Ableitung A) (143) dadurch definieren, daß in dh die zweiten Diffe- 
rentiale durch Nullsetzen von p(d, d)... eliminiert sind. 

Aus der Krümmungsform ergibt sich durch sukzessive Bildung 
der kovarianten Ableitungen eine Formenreihe [®,, ®,,... bei Chri- 
stoffel], deren projektive Invarianten nach Zufügung von f nach Chri- 
stoffel und Ricci die Gesamtheit der Differentialinvarianten der qua- 
dratischen Form erschöpfen, und deren Äquivalenz gegenüber linearen 
Transformationen ohne weitere Integrabilitätsbedingung die Äquivalenz 
zweier quadratischer Differentialformen aussagt (vgl. Nr. 22). Der 
innere Grund dieses Reduktionssatzes beruht auf der Existenz der 
aus dem Variationsproblem (140) entspringenden Riemannschen Nor- 
malkoordinaten (vgl. Nr. 20), welche die durch einen Punkt laufenden 
geodätischen Linien in Gerade transformieren, und sich folglich bei 
beliebiger Transformation der x linear transformieren. Die Bildung 
aller Invarianten und die Äquivalenzfrage sind daher zurückgeführt 
auf die entsprechende Frage für die einzelnen homogenen Bestandteile 
in der Entwicklung von f nach Normalkoordinaten, und man zeigt, 
daß diese Bestandteile sich aus f, ®,, ®,,... linear zusammensetzen. 
Für quadratische Formen ist das im einzelnen bei Vermeil””) durch- 
geführt, in Anlehnung an eine Note von E. Noether®®). Nach dieser 
Note bleiben Sätze und Methoden bei Zugrundelegung eines belie- 
bigen Differentialausdruckes erhalten (vgl. Nr. 22 u. 23); es zeigt sich 
somit die Tragweite der Methoden der formalen Variationsrechnung 
gegenüber denjenigen der reinen Eliminationstheorie.'®). 

Das Nullsetzen von p(d, 6) hat Levi-Civit'*) geometrisch ge- 
deutet als „Parallelverschiebung eines Vektors“ (vgl. auch Hessen- 
berg"). Dieser von Weyl axiomatisch gefaßte Begriff ist im wesent- 
lichen auf quadratische Formen beschränkt, läßt aber eine Verall- 
gemeinerung anderer Art zu. Er bleibt bei Erweiterung der Gruppe 
(Multiplikation der g,, mit willkürlicher Funktion) erhalten, sobald 
außer der quadratischen noch eine Linearform zugrunde gelegt wird. 
p(d, ö) ist dann eindeutig bestimmt, und es lassen sich Invarianten- 
bildungen entsprechend den obigen durchführen und geodätische Ko- 
ordinaten definieren; p(d, d) = 0 entspringt aber jetzt nicht mehr aus 
einem Waestionsproblem ed), Fragen nach Reduktionssatz und Äqui- 





153) Vgl. zu diesen Ausführungen und für weitere geometrische Deutungen 
die unter „Literatur“ angegebenen Seminarvorträge von F. Klein. 

154) H. Weyl, Reine Infinitesimalgeometrie, Math. Ztschr. 2 (1918), p. 384 
bis 411 und Raum, Zeit, Materie (3. u. 4. Aufl.). 
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valenz sind hier noch nicht allgemein angegriffen; nur für Invari- 
anten niedrigster Ordnung hat R. Weitzenböck einen Reduktionssatz 
gegeben.!55) 

Schließlich sei hingewiesen auf die allgemeinen „invarianten Va- 
riationsprobleme“, d. h. auf solche, bei denen das (einfache oder mehr- 
fache) Integral J invariant ist gegenüber irgendeiner Gruppe im Lie- 
schen Sinne. Mit speziellen, physikalisch interessanten Fällen be- 
schäftigen sich Arbeiten von Hamel®*s) ‚ Herglots!®”), Lorentz'>®), 
Fokker”®), Weyl!®) und Klein!) Die prinzipielle Fassung bei 
E. Noether'‘?) zeigt, daß der Invarianz von J gegenüber einer G 
(endliche Gruppe mit o wesentlichen Parametern) o linear-unabhän- 
gige Divergenzen entsprechen; der Invarianz gegenüber einer unend- 
lichen Gruppe, die o willkürliche Funktionen bis zur ote Ableitung 
enthält, entsprechen o Abhängigkeiten zwischen den Lagrangeschen 
Ausdrücken und ihren Ableitungen bis zur oten Ordnung. In beiden 
Fällen gilt die Umkehrung. Da die Lagrangeschen Ausdrücke (rela- 
tive) Invarianten der Gruppe werden, hat man zugleich einen In- 
varianten erzeugenden Prozeß. 


155) Wien. Ber. 129 (1920), p. 683 u. 697. 

156) Math. Ann. 59 (1904), p. 416—434; Ztschr. Math. Phys. 50 (1904), p. 154. 
157) Ann. d. Phys. (4) 36 (1911), p. 511, bes. 89. 

158) Verslag der Amsterd. Akad., April, Sept. 1916, Okt. 1916, Mai 1917. 
159) Ebenda, Jan. 1917. 

160) Ann. d. Phys. (4) 54 (1917), p-117:862 

161) Gött. Nachr. 1917, p. 469—482; ebenda 1918, p. 171-189. 

162) Gött. Nachr. 1918, p. 235—257. 


(Abgeschlossen im März 1921.) 
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II D1. DIFFERENTIALINVARIANTEN IN DER 
GEOMETRIE. RIEMANNSCHE MANN IGFALTIG- 
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VI. Differentialgeometrie weiterer Transformationsgruppen. 


13. Konforme Differentialgeometrie. 
14. Sonstige Gruppen. 


B. Riemannsche Mannigfaltigkeiten und ihre Verallgemeinerungen. 
I. Einleitung. 
15. Vorbemerkung. 
16. Geschichtlicher Überblick. 
16a. Anwendung direkter Methoden.) 


II. Allgemeine Theorie der einzelnen Riemannschen Mannigfaltigkeit. 
17. Begriff einer Riemannschen Mannigfaltigkeit. 
18. Geodätische und krumme Linien. Parallelismus in einer Riemannschen 
Mannigfaltigkeit. 
19. Der Krümmungstensor und die aus ihm abgeleiteten Größen. 
20. Die Orthogonalsysteme von Kurvenkongruenzen in einer Riemannschen 
Mannigfaltigkeit. 


III. m-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeiten (1 <m<n), die in einer 
n-dimensionalen enthalten sind. 

21. Die Grundgleichungen für eine Vin V,. 

22. Krümmungseigenschaften einer V„_, in V,. 

23. Krümmungseigenschaften einer VY„ 1 <m<n—1) in V,. 

24. Klasse einer V,„. 

25. n-fache Orthogonalsysteme in einer V,. 


IV. Besondere Riemannsche Mannigfaltigkeiten. 
26. Mannigfaltigkeiten mit besonderen inneren Eigenschaften ohne Rücksicht 
auf eine umgebende Mannigfaltigkeit. 
27. Mannigfaltigkeiten besonderen Verhaltens gegen eine umgebende Mannig- 
faltigkeit. 
V. Neuere Grundlegung der Infinitesimalgeometrie. 
28. Aufbau der reinen Infinitesimalgeometrie nach Weyl. 
29. Gruppentheoretische Auffassung der Raummetrik. 
30. Einordnung der projektiven und konformen Auffassung. , 
31. Weitere Untersuchungen. | 
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Literatur. 75 


F. Klein, Vergleichende Betrachtungen über neuere geometrische Forschungen, 
Programm zum Eintritt in die philosophische Fakultät ete., Erlangen 1872; ab- 
gedruckt (mit Zusätzen) in Math. Ann. 43 (1893), p. 6; Math. Abhandlungen I 
(1921), p. 460. Wegen der Übersetzungen dieser Schrift vgl. IT AB 4b, Lite- 
ratur (@. Fano), („Erlanger Programm‘). 

W. Killing, Die nicht-euklidischen Raumformen in analytischer Behandlung, 
Leipzig 1885 („Raumformen‘“). 

G. Darboux, Legons sur 1a theorie generale des surfaces, I, Paris 1887 (2. Aufl. 
1914); II 1889 (2. Aufl. 1915); III 1894; IV 1896 („Surfaces“). 

G. Loria, Il passato ed il presente delle principali teorie geometriche, Turin 
1887, 3. Aufl. 1907 (Cap. XI). Deutsche Übersetzung der 1. Aufl.: 

G. Loria, Die hauptsächlichsten Theorien der Geometrie, in ihrer früheren und 
jetzigen Entwicklung, deutsch von F'. Schütte, Leipzig 1888. 

S. Lie-F. Engel, Theorie der Transformationsgruppen, I, Leipzig 1888; II 1890, 
III 1893 („Lie- Engel‘). 

$. Lie-@. Scheffers, Vorlesungen über kontinuierliche Gruppen mit geometrischen 
und anderen Anwendungen. Leipzig 1893 (,Lie-Scheffers“). 

W. Killing, Einführung in die Grundlagen der Geometrie, I, Paderborn 1893; 
II 1898 („Grundlagen“). 

L. Bianchi, Lezioni di geometria differenziale, Pisa 1893, 2. Aufl. 3 Bde, 1902; 
3. Aufl. I. 1921, II. ı, 1923, II. 2, 1924 („Lezioni‘). (Erweiterte Ausgabe der 
autogr. Vorlesungen von 1886.) Deutsche Bearbeitung: 

L. Bianchi, Vorlesungen über Differentialgeometrie, deutsch von M. Lukat, Leipzig 
1899; 2. Aufl. 1910 (‚Bianchi- Lukat“). 

E. Cesäro, Lezioni di geometria intrinseca, Neapel 1896. Deutsche Bearbeitung: 

E. Cesäro-@. Kowalewski, Vorlesungen über natürliche Geometrie, Leipzig 1901 
(„Cesaro-Kowalewski“). 

. v. Lilienthal, Grundlagen einer Krümmungstheorie der Kurvenscharen, Leipzig 
1896. 

. Ricci, Lezioni sulla teoria delle superficie, Verona-Padua 1898 („Superficie*). 

. Darboux, Legons sur les systemes orthogonaux et les coordonne&es curvilignes, 
Paris 1898; 2. Aufl. 1910 („Systemes orthogonaux‘‘). 

. Pascal, Repertorio di matematiche superiori (definizioni, formole, teoremi, 
cenni bibliografici): II. Geometria, Mailand 1900. Deutsche Ausgabe, besorgt 
von A. Schepp: 

. Pascal, Repertorium der höheren Mathematik (Definitionen, Formeln, Theo- 
reme, Literatur): II. Teil: Die Geometrie, Leipzig 1902 (insbes. Kap. XXf.). 
G. Ricci et T. Levi-Civita, Methodes de Calcul differentiel absolu et leurs appli- 
cations, Math. Ann. 54 (1901), p. 125. Neu herausgegeben von @. Juvet, Paris 

1923. 

E. J. Wilezynski, Projective differential geometry of curves and ruled surfaces, 
Leipzig 1906 („Differential geometry*‘). 

J. E. Wright, Invariants of quadratic differential forms, Cambridge 1908 (,„In- 
variants‘*). 

J. L. Coolidge, The elements of non-euclidean geometry, Oxford 1909 („Non- 
euclidean geometry‘“). 

L. Bianchi, Lezioni sulla teoria dei gruppi continui finiti di trasformazioni, Pisa 
1918 („Gruppi continui‘). 

H. Weyl, Raum, Zeit, Materie, Berlin 1918; 5. Aufl. 1923 („Raum ....“). 

RR 


I aa ie 


SS 


76 IID11. L. Berwald. A. Differentialinvarianten in der Geometrie. 


W. Blaschke, Vorlesungen über Differentialgeometrie und geometrische Grund- 
lagen von Einsteins Relativitätstheorie: I. Elementare Differentialgeometrie, 
Berlin 1921, 2. Aufl. 1924; II. Affine Differentialgeometrie, Berlin 1923 („Diffe- 
rentialgeometrie‘*). 

M.v. Laue, Die Relativitätstheorie: II. Die allgemeine Relativitätstheorie und 
Einsteins Lehre von der Schwerkraft, Braunschweig 1921, 2. Aufl. 1924. 

T. Levi-Civita, Questions de mecänica clässica i relativista, Publicacions de 
Institut de ciencies, Barcelona 1922 („Questions“). Deutsche Ausgabe: 

T. Levi-Civita, Fragen der klassischen und relativistischen Mechanik, Berlin 1924. 

D. J. Struik, Grundzüge der mehrdimensionalen Differentialgeometrie in direkter 
Darstellung, Berlin 1922*) („Grundzüge“). 

@. Juvet, Introduction au calcul tensoriel et au calcul differentiel absolu, Paris 
1922. 

A. S. Eddington, The mathematical theory of relativity, Cambridge 1923, 2. Aufl. 
1924 („Math. Theory‘). 

L. P. Eisenhart, Transformations of surfaces, Princeton 1923 („Transformations“). 

R. Weitzenböck, Invariantentheorie, Groningen 1923 („Invariantentheorie*). 

H. Weyl, Anälisi matemätic del problema de l’espai, Publicacions de l’Institut 
de ciencies, Barcelona 1923. Deutsche Bearbeitung: 

H. Weyl, Mathematische Analyse des Raumproblems, Berlin 1923 („Raumproblem“), 

G. Fubini ed E. Öech, Lezioni di geometria proiettivo-differenziale, Bologna 1925 
(„Geometria proiettivo-differenziale“). 

T. Levi-OCivita, Lezioni di calcolo differenziale assoluto (raccolte da E. Persico), 
Rom 1925 („Lezioni“). 

J. A. Schouten, Der Riccikalkül, Berlin 1924 („Riccikalkül“). 

J. A. Schouten und D. J. Struik, Einführung in die neueren Methoden der Diffe- 
rentialgeometrie, Groningen 1924 (Sonderabdruck aus „Christiaan Huygens“). 


2. Bibliographische Schriften. 


G. B. Halstedt, Bibliography of hyperspace and non-euclidean geometry, Amer. 
J. Math. 1 (1878), p. 262, 284; 2 (1879), p. 65. 
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Bolyai in memoriam, Libellus post saec. quam Jo. Bolyai de Bolya anno 
1802 a. D. Claudiopoli natus est ad celebrandam memoriam eius immortalem ... 
editus, Claudiopoli 1902 (Leipzig 1903). 


*) Der Verfasser benutzt die Gelegenheit, um an dieser Stelle den Herren 
J. A. Schouten und D. J. Struik in Delft für zahlreiche Literaturnachweise nament- 
lich zum Abschnitt B. dieses Referates seinen verbindlichsten Dank auszusprechen. 
Herrn D. J. Struik ist er auch für eingehende Analysen ihm nicht zugänglicher 
Arbeiten außerordentlich verpflichtet, beiden Herren für Rat und Hilfe bei der 
Korrektur. Für wertvolle Bemerkungen zu dieser dankt er ferner den Herren 
W. Blaschke, F. Klein, @. Pick, H. Weyl. Endlich sagt er noch Dank den zahl- 
reichen Fachgenossen, die ihn durch gelegentliche kleinere Mitteilungen oder 
durch Übersendung schwer zugänglicher Abhandlungen unterstützt haben. 


1. Vorbemerkungen. 17 


E. Wölffing, Mathematischer Bücherschatz, I. Teil, Leipzig 1903. 

D. M. J. Sommerville, Bibliography of non-euclidean geometry, including the 
theory of parallels, the foundations of geometry and space of n dimensions, 
London 1911. 

Ein ziemlich vollständiges Literaturverzeichnis über mehrdimensionale Diffe- 
rentialgeometrie findet man auch bei D. J. Struik, Grundzüge, p. 168, einige 
Literaturnachweise in F. Müller, Führer durch die mathematische Literatur..., 
Leipzig und Berlin 1909, bes. p. 216 ff. . 


Abkürzungen. 


Für häufig wiederkehrende Benennungen werden im Folgenden vielfach 
stereotype Abkürzungen verwendet. Es bedeutet: 
V,„ eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit (Nr. 17). 
R,„ eine n-dimensionale Euklidische („ebene“) Mannigfaltigkeit, d. i. eine V, 
vom Riemannschen Krümmungsmaß (Nr. 19) Null. 
S, eine n-dimensionale nichteuklidische Mannigfaltigkeit, d. h. eine V,„ mit 
konstantem, von Null verschiedenem Riemannschen Krümmungsmaß. 

Bei V,(n>2) wird, mit nur geringen Abänderungen, die Bezeichnungsweise 
des absoluten Differentialkalküls von @. Ricei [IIID 10b, C. (R. Weitzenböck)] ver- 
wendet. Dabei werden mit J. A. Schouten die kontravarianten Koordinaten eines 
Tensors durch obere, die kovarianten durch untere griechische Zeiger bezeichnet, 
die orthogonalen (Nr. 20) durch lateinische Zeiger, die immer unten angehängt 
werden. Über einen griechischen Zeiger, der in einem Gliede eines Ausdruckes 
einmal unten und einmal oben auftritt, ist (nach A. Einstein) stets von 1 bis n 
zu summieren. Bei lateinischen Zeigern werden dagegen die Summenzeichen 
stets ausdrücklich geschrieben. 


1. Vorbemerkungen. Der vorliegende Bericht über Differential- 
invarianten in der Geometrie und Riemannsche Mannigfaltigkeiten zer- 
fällt in zwei wesentlich verschiedene Teile. Im ersten Teil werden die 
Untersuchungen besprochen, die Bezug haben auf die Differential- 
invarianten geometrischer Gebilde gegenüber den wichtigsten endlichen 
kontinuierlichen Transformationsgruppen. Der zweite ist den Mannig- 
faltigkeiten mit quadratischer Maßbestimmung gewidmet, sowie den 
Verallgemeinerungen, die der Begriff dieser „Riemannschen“ Mannig- 
faltigkeiten in der letzten Zeit erfahren hat. 

Bei der Abfassung des ersten Teiles waren folgende Grundsätze 
maßgebend: 

Die allgemeine, der Hauptsache nach von $. Lie herrührende 
Theorie wird gerade nur soweit berührt, als es zum Verständnis der 
Arbeiten notwendig ist, die sich mit den einzelnen Gruppen beschäf- 
tigen. Das Hauptgewicht ist auf den Bericht über diese besonderen 
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Untersuchungen gelegt. Jedoch werden auch dabei ältere Theorien, 
namentlich solche, die schon in anderen Referaten besprochen sind, 
nur ganz kurz behandelt; eingehender also nur jene Gebiete, die sich 
erst in der letzten Zeit entwickelt haben, wie z. B. die affine und die 
projektive Differentialgeometrie. Hier werden auch die erschienenen 
Arbeiten einigermaßen vollständig angeführt, während sonst in der 
Regel nur die allerwichtigsten Schriften genannt werden. 

Eine gewisse Ungleichmäßigkeit der Behandlungsweise, die aus 
diesen Grundsätzen folgt, wird noch verstärkt durch den Umstand, 
daß die Differentialgeometrie der einzelnen Gruppen sich in ganz ver- 
schiedenen Entwicklungsstadien befindet, sowie auch dadurch, daß die 
Zeitumstände eine stark beschleunigte Fertigstellung des Referates 
notwendig machten. Damit mag auch manche sonstige Unvollkom- 
menheit entschuldigt werden. 

Die im zweiten Teile behandelte Theorie der Aiiemannschen Mannig- 
faltigkeiten und ihrer Verallgemeinerungen ist verhältnismäßig aus- 
führlich dargestellt: insbesondere wurde hier eine möglichst vollstän- 
dige Berücksichtigung der vorhandenen Literatur angestrebt, wenn 
auch sicherlich nicht erreicht. 

Über die Literaturangaben schließlich noch eine Bemerkung: Im 
Texte wurden grundsätzlich nur die bis Ende 1922 veröffentlichten Ar- 
beiten berücksichtigt. Auf später erschienene Abhandlungen konnte, so- 
weit das überhaupt anging, bloß in den Fußnoten hingewiesen werden. 
Dabei wurden ausschließlich solche Abhandlungen berücksichtigt, die 
vor Ende 1923 erschienen sind oder sich wenigstens im Jahrgang 
1923 einer periodischen Publikation befinden. Bei Lehrbüchern konnte 
diese Zeitgrenze nicht eingehalten werden. 


A. Differentialinvarianten in der Geometrie der. wichtigsten 
endlichen kontinuierlichen Transformationsgruppen. 


I. Allgemeines. 


2. Einordnung der Differentialgeometrie in die gruppentheore- 
tische Auffassung der Geometrie. Geometrische Differentialinva- 
rianten. Die Anwendungen, die man von den Differentialinvarianten 
— dieses Wort hier im allgemeinsten Sinn genommen!) — auf Geo- 
metrie machen kann, beruhen in letzter Linie auf der von F. Klein?) 
entwickelten gruppentheoretischen Auffassung der Geometrie. 


1) IID10b, Nr. 3 (R. Weitzenböck). ’ 
2) Erlanger Programm. — Vgl. auch IT AB4b (@. Fano), namentlich 
Nr. 1—3. 


2. Einordn. der Differentialgeom. in die gruppentheor. Auffassung d. Geometrie. 79 


Wenn eine Mannigfaltigkeit?) und in ihr eine Transformations- 
gruppe gegeben ist, so versteht man unter der eometrie dieser Mannig- 
faltigkeit in bezug auf die gegebene Transformationsgruppe die Ge- 
samtheit aller solchen Eigenschaften der in der Mannigfaltigkeit ent- 
haltenen Gebilde, die durch die Transformationen der Gruppe nicht 
zerstört werden. Die Entwicklung dieser Geometrie bedeutet dann 
analytisch nichts anderes als die Entwicklung der zur gegebenen Trans- 
formationsgruppe gehörigen Invariantentheorie. 

In dieser Invariantentheorie ist auch die Theorie der (zur Gruppe 
gehörigen) Differentialinvarianten enthalten. Aber nur ein Teil davon 
bildet die analytische Seite der Differentialgeometrie*) der Gebilde in 
der gegebenen Mannigfaltigkeit in bezug auf die vorgelegte Transfor- 
mationsgruppe. In die analytische Darstellung eines (mindestens ein- 
dimensionalen) Gebildes’) der Mannigfaltigkeit geht nämlich in der 
Regel eine endliche Anzahl von Größen ein, deren Wahl bis zu einem 
gewissen Grade willkürlich bleibt und die mit dem Gebilde als sol- 
chem nichts zu tun haben. Solche Größen sind in jedem Falle die 
zur Darstellung des Gebildes verwendeten Parameter‘); ferner, bei 
Gebrauch homogener Koordinaten, die willkürliche Funktion der Para- 
meter, mit der die Koordinaten multipliziert werden dürfen usw. Von 
der Wahl dieser Größen muß auch eine Differentialinvariante unab- 
hängig sein, wenn ihr eine geometrische Bedeutung zukommen soll; 
d. h., sie muß nicht nur eine (relative oder absolute) Differential- 
invariante gegenüber der gegebenen Transformationsgruppe sein, SOn- 
dern auch gegenüber der unendlichen Gruppe aller zulässigen Para- 
metersubstitutionen, bei Anwendung homogener Koordinaten auch 
gegenüber der unendlichen Gruppe, die durch Multiplikation der Ko- 
ordinaten des Gebildes mit einer willkürlichen Funktion der Para- 
meter erzeugt wird usw. Eine derartige Differentialinvariante nennen 
wir eine geometrische Differentialinvariante.) 

Eine absolute geometrische Differentialinvariante stellt ein Merk- 
mal des Gebildes in der Geometrie dar, die durch die zugrunde ge- 


3) IIAB1, Nr. 15 (F. Enriques); III AB 4a, Nr. 28 (@. Fano). — Im Ab- 
schnitt A kommt als Mannigfaltigkeit fast durchweg der n-dimensionale ebene 
Raum in Betracht (n > 2). 

4) IT ABA4a, Nr. 34ff. (G. Fano). 

5) Gebilde, die nur aus einer diskreten Anzahl von Elementen bestehen, 
sind hier von der Betrachtung ausgeschlossen. 

6) Bei einem p-dimensionalen Gebilde ist die Anzahl der unabhängigen 
Parameter, die in seine Darstellung eingehen, gleich p. 

7) Vgl. HID10b, Nr. 8 (R. Weitzenböck). 
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legte Gruppe gekennzeichnet wird. Im Gegensatze dazu kommt einer 
relativen an und für sich keine geometrische Bedeutung zu; erst die 
Gleichung, die entsteht, wenn man sie gleich Null setzt, besitzt eine 
solche. 

In den folgenden Abschnitten wird das Wort Differentialinva- 
riante immer in der besonderen Bedeutung einer absoluten geometri- 
schen Differentialinvariante gebraucht, die nur von den Koordinaten 
des Gebildes in der Mannigfaltigkeit und deren Ableitungen nach den 
Parametern abhängt, nicht aber von den Differentialen der Koordi- 
naten. Für eine absolute geometrische Differentialinvariante, in die 
auch diese Differentiale eingehen, gebrauchen wir im folgenden immer 
das Wort Differentialform. 

Gelegentlich gebrauchen wir auch für die in einer Mannigfaltig- 
keit enthaltenen Gebilde den Ausdruck Mannigfaltigkeiten. 


3. Äquivalenzprobleme. Es sei wieder eine — n-dimensionale — 
Mannigfaltigkeit gegeben, deren Elemente wir Punkte nennen wollen, 
und in ihr eine endliche kontinuierliche Transformationsgruppe @. 
Ferner betrachten wir in der Mannigfaltigkeit Gebilde, die Örter von 
oo (1 <k<n— 1) Punkten sind) Es entstehen dann die beiden 
folgenden miteinander verwandten grundlegenden Probleme: 


1. Ein solches Gebilde durch eine endliche Anzahl von Diffe- 
rentialinvarianten bzw. Differentialformen bis auf eine belie- 
bige Transformation von @ zu kennzeichnen.’) 

2. Die notwendigen und hinreichenden Kriterien dafür anzugeben, 
daß zwei Gebilde von gleicher Dimensionenzahl durch minde- 
stens eine Transformation von @ ineinander übergeführt wer- 
den können. 

S. Lie, von dem dieses Äquivalenzproblem berrührt, hat ge- 
zeigt, daß die Anzahl der Kriterien für die Äquiyalenz zweier 
Gebilde immer endlich ist.'°) 


Im allgemeinen zerfallen die Gebilde von gleicher Dimensionen- 
zahl in mehrere Klassen, für deren jede die angegebenen Probleme 
besonders or werden müssen. Anzahl und Umfang dieser Klassen 


8) Die Gebilde werden im folgenden stets als regulär-analytisch voraus- 
gesetzt. Wir beschränken uns ferner auf die Umgebung eines Punktes des Ge- 
bildes, der keine Besonderheit gegenüber @ aufweist. 

9) Zwei Gebilde, die durch eine Transformation von @ ineinander überge- 
führt werden können, werden dabei als identisch angesehen. 

10) Vgl. die Darstellung bei Lie-Scheffers, Kap. 23, $ 4. — Der Satz bleibt 
richtig, wenn @ eine unendliche Gruppe im Sinne von Lie ist; vgl. etwa S. Lie, 
Leipz. Ber. 43 (1891), p. 316, 353. 


3. Äquivalenzprobleme. 8l 


können ganz verschieden sein, je nachdem man sich auf das reelle 
Gebiet beschränkt oder nicht. 

Wir wollen hier nicht allgemein erörtern, wie sich diese Pro- 
bleme mittels der Zieschen Theorie der Differentialinvarianten in Angriff 
nehmen lassen!®), sondern uns darauf beschränken, den speziellen Fall 
der Kurven in der Ebene!) zu besprechen, der von @. Pick'!*®) und 
neuerdings wieder von G. Kowalewski behandelt worden ist.1?) 

Wir betrachten demnach in der Ebene eine r-gliedrige endliche 
kontinuierliche Gruppe G, von der wir auch noch annehmen, daß sie 
die Punkte (x, y) der Ebene transitiv vertauscht. Eine Kurve y= y(z) 
der Ebene besitzt dann ein bei den Transformationen von G invari- 
antes Differential von niedrigster Ordnung 


Le Ye fd d 
(1) dso—=Kla,y,y',y",...)d«, (v = 7, uw.), 


% 
das Bogenelement der Gruppe.'?*) Abgesehen von gewissen Gruppen!) 
und nach Ausschluß der durch K= 0 charakterisierten Kurven 


11) $. Lie, Archiv for Math. og Nat. 8 (1883), p. 187 — Math. Ann. 22 (1888), 
p- 213 hat die endlichen kontinuierlichen Gruppen von Punkttransformationen 
der Ebene auf Normalformen zurückgeführt und für diese die niedrigsten in- 
varianten Differentialgleichungen und die Differentialinvarianten bestimmt. 
F. Engel u. F. Schwanhäusser, Leipz. Ber. 74 (1922), p. 43 lösen die gleiche Auf- 
gabe für alle Gruppen, die zu einigen dieser Normalformen durch Punkttrans- 
formation ähnlich sind, aus den Definitionsgleichungen des betr. Gruppentypus. 

11a) @. Pick, Wien. Ber. 115 (1906), p. 139. Die Bedeutung dieser Abhand- 
lung besteht u. a. darin, daß sie, für Kurven in der Ebene, die Methoden, die 
namentlich E. Oesäro unter dem Namen „Natürliche Geometrie (geometria intrin- 
seca)“ für die Gruppen der euklidischen und nicht-euklidischen Bewegungen ent- 
wickelt hat, auf den Fall beliebiger kontinuierlichen r-gliedrigen Transformations- 
gruppen überträgt, die in den Elementen (r — 1)‘ Ordnung transitiv sind. 8. 
auch @. Kowalewski!2). — Über die natürliche Geometrie vgl. Il AB 4b, Nr. 38h 
(@. Fano), III AB7, Nr. 34 (E. Müller), II D 4 (@. Scheffers), mehrfach, sowie 
im folgenden Fußnote °®) und °»). Außerdem: Cesäro-Kowalewski sowie L. Braude, 
Le coordonnees intrins®ques, Paris 1914. 

12) Das folgende ist der Hauptsache nach ein Bericht über: @. Pick, 
Wien. Ber. 115 (1906), p. 139; @. Kowalewski, Paris C. R. 158 (1914), p. 554; 
Leipz. Ber. 73 (1921), p. 311; 74 (1922), p. 61, 84; G. Kowalewski und A. Weiz- 
saecker, Sitzgsb. Böhm. Ges. Prag 1919, 3. Abh. Anwendungen bei E. Nohel, 
Wien. Ber. 123 (1914), p. 2085; J. Fuhrich, Mitt. Math. Sem. Gießen 1, VI. Abh. 
(1922). — Neuere Arbeiten von G. Kowalewski über Gruppen von Punkt- und 
Berührungstransformationen der Ebene: Leipz. Ber. 75 (1923), p. 15,81, 86; Math. 
Ztschr. 18 (1923), p. 307. 

12a) Diese Bogenelemente hat für die ebenen Gruppen (und für einige 
räumliche) C. Heineck, Diss. Leipzig 1899, bestimmt. . 

13) derjenigen, deren Bogenelement integrabel ist und integriert eine In- 
variante der Gruppe liefert. d@. Pick, a. a. O.!1a), 
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ist do bis auf einen Zahlenfaktor und eine etwa in K eingehende 
Irrationalität bestimmt und gibt integriert einen gegenüber @ inva- 
rianten Parameter, den Bogen oder natürlichen Parameter der Kurve 
gegenüber G@. Außerdem hat die Kurve gegenüber @ eine einzige 
wesentliche") Differentialinvariante /, deren Ordnung 0 entweder r— 1 
oder r— 2 ist, und die durch bloße Quadraturen gefunden werden 


kann.!?) Die Operation - ist der einzige wesentliche Differentialpara- 


meter der Kurve gegenüber G, d. h. jede analytische Differentialinva- 
riante m*er oder niedrigerer Ordnung der Kurve bei @ ist eine ana- 


lytische Funktion von J, 3 a. . Dureh die Gleichung 
(2) I= 10), 


die natürliche Gleichung der Kurve gegenüber @, ist die Kurve bis 
auf eine beliebige Transformation von @ bestimmt.') Die notwen- 
digen und hinreichenden Bedingungen für die Äquivalenz zweier 
Kurven von den natürlichen Gleichungen /= I(6) und I, = I,(6,) 
bei G können durch Gleichungen von der Form 

(3) =:0+Kk, J,(6,) = J(0) 

ausgedrückt werden, in denen % eine willkürliche Konstante bedeutet, 
&g dagegen entweder die Einheit oder eine Einheitswurzel, die sich aus 
der etwa in K eingehenden Irrationalität bestimmt. 

In ähnlicher, nur etwas verwickelterer Weise läßt sich auch der 
Fall der Kurven im R, (n>3) und allgemeiner in einer höheren 
Mannigfaltigkeit überhaupt behandeln. 

Bei einem k-dimensionalen Gebilde 2 <k<n— 1) in einer 
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit, z. B. bei den Flächen im R,, löst 
man das erste Problem gewöhnlich in der Weise, daß man ein System 
von endlich vielen bei der Gruppe @ absolut-invarianten, ‚Differential- 
formen aufstellt!), durch welches das Gebilde bis auf eine beliebige 


14) Vgl. IIID 10b), Nr. 6 (R. Weitzenböck). 

15) G. Kowalewski, Leipz. Ber. 73 (1921), p. 320; 74 (1922), p. 61. — Läßt 
man die Voraussetzung der Transitivität fallen, so kann auch o=0 sein und es 
gibt drei Ausnahmetypen, bei denen die Bestimmung von I die Integration einer 
gewöhnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung erfordert. Die transitiven Gruppen 
mit o—=r—2 lassen sich stets auf eine solche Form bringen, daß I = yr-? ist. 

16) @. Kowalewski, Leipz. Ber. 73 (1921), p. 324. — Die natürliche Glei- 
chung I= konst. kennzeichnet insbesondere die Kurven der betrachteten Art, 
die eine kontinuierliche eingliedrige Untergruppe von @ gestatten. 

:17) Ein solches System braucht nicht immer zu existieren, wie aus dem 
Beispiel der windschiefen Regelflächen im R, bei der Gruppe der nicht-singu- 
lären Kollineationen ersichtlich ist (Nr. 12). 
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Transformation von @ bestimmt ist. Beispiele dafür werden wir noch 
kennen lernen. 


II. Metrische Differentialgeometrie. 


Unter metrischer Differentialgeometrie verstehen wir hier die Diffe- 
rentialgeometrie der Bewegungsgruppe einer n-dimensionalen euklidi- 
schen Mannigfaltigkeit R, (n> 2). Für die Differentialgeometrie der 
Gruppe der Ähnlichkeiten (äquiforme D.) des R, liegt noch keine 
systematische Darstellung vor.'s) 


4. Metrische Differentialgeometrie der Kurven. Die metrische 
Differentialgeometrie der krummen Linien in der Ebene und der regu- 
lären Kurven im R,'®) ist in IID1,2(H.v. Mangoldt) ausführlich 
dargestellt.) Hier sei nur bemerkt, daß D. Seiliyer *) und W. Blaschke*') 


18) Das äquiforme Bogenelement einer krummen Linie ist mit dem Kon- 
bingenzwinkel identisch. Die wesentliche äquiforme Differentialinvariante einer 
ebenen krummen Linie, die Deviation [IID1.2, Nr.18 (H. v. Mangoldt)], tritt 
schon bei L. N. M. Carnot, G&omeätrie de position, Paris 1803, p. 477 ff. auf [vel. 
K. Carda, Jahresb. Deutsche Math.-Ver. 28 (1919), p. 78], ihr reziproker Wert 
bei A. M. Ampere, J. Ee. Polyt. 7, cab. 14 (1808), p 159. Der Name stammt von 
A. Transon, J. de math. 6 (1841), p. 191. Vgl. auch ®%, 

19) Im folgenden ist: =x(t) der Vektor des Kurvenpunktes im R, (Kompo- 
nenten ©, &,...% ” et ! La: 

ee 2 2 RR OB 3 de 


(K) M2 (WM WM . j j 
Produkt der Vektoren r und 3; r — £:£.— Eine Kurve im R, heißt regulär, 


wenn die Summea der Quadrate aller Minoren kter Ordnung (k=1,2,..,n — 1) 
BR: Zt 
der Matrix |: on ] sämtlich von Null verschieden sind. 


k=1,2,...n); F. 5 das innere 


0 mista relativa a“ V,, „delle due congruenze“: G. KRicei, Lincei Rend. Rom (5) 111 
(1902), p. 355. Vgl. auch D. J. Struik, Grundzüge, p. 77, 107, sowie H. Kashi- 
wagt, Mem. Coll. Sc. Kyoto 6 (1923), p. 221. — S. noch: L. Bianchi, Napoli Rend. 
28 (1922), p. 150. 

21) D. Seiliger, Kasan Univ. 1897, Nr. 12, p- 93 (russ.); W. Blaschke, Diffe- 
rentialgeometrie I, $$ 104, 105. — Sonst vgl. zur metrischen Theorie der Regel- 


84 IIIDi1. L. Berwald. A. Differentialinvarianten in der Geometrie. 


auf Grund eines liniengeometrischen Übertragungsprinzipes®®) auch die 
metrische Differentialgeometrie der geradlinigen Flächen im R, ganz 
entsprechend behandelt haben. 

Eine reguläre Kurve im R, (n>3) hat einen analog wie für 
Kurven im R, erklärten Bogen und n — 1 Krümmungen. Auch läßt 
sich in jedem Punkte der Kurve ein bewegungsinvariant mit ihr ver- 
bundenes n-Bein??®) von paarweise orthogonalen Einheitsvektoren er- 
klären, das dem Dreibein: Tangenten-, Hauptnormalen-, Binormalenein- 
heitsvektor im R, entspricht (begleitendes n-Bein). Für die Ableitungen 
der Vektoren dieses n-Beines nach dem Bogen gelten Formeln, die den 
Frenetschen Formeln im R, analog sind.?®) Die metrische Differential- 
geometrie der regulären Kurven im R, ist schon ziemlich entwickelt.) 








flächen namentlich: X. Antomari, These, Paris 1894; K. Zindler, Liniengeome- 
trie..., 2. Bd., Leipzig 1906, p. 20ff.; W. Blaschke, Monatsh. Math. Phys. 21 
(1910), p. 213 f. 

22) Vgl. E. Study, Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903, insb. p. 185, 207f. 

22a) Unter einem n-Bein verstehen wir die Figur von n Vektoren, die von 
einem Punkt ausgehen, wie @. Hessenberg, Math. Ann. 78 (1917), p. 194 und vor- 
her E. Waelsch [Binäranalyse, vgl. ITID 10a), Nr. 18 (R. Weitzenböck)]. Bei 
Waelsch sind die n Vektoreu zunächst beliebig, können aber in den in Betracht 
kommenden Gebieten durch gleichlange derselben Richtungen ersetzt werden. — 
Zu einem Polsystem Maxwells (Elektrizität und Magnetismus I, Kap. IX), das aus 
n Punkten einer Kugelfläche besteht, gehört ein solches n-Bein, dessen Vektoren 
vom Mittelpunkt nach diesen »n Punkten gerichtet sind [E. Waelsch, Paris C. R. 
144 (1907), p. 186; Monatsh. Math. Phys. 20 (1909), p. 291]. — Der Name Drei- 
bein rührt von J. Steiner her [Brief von Pohlke in H. A. Schwarz, J. f. Math. 63 
(1864), p. 309], der die Figur, die drei von einem Punkte ausgehende paarweise 
aufeinander senkrechte Vektoren bilden, als rechtwinkliges Dreibein bezeichnet. 
Dieselbe Figur heißt bei H. Kinkelin [Vierteljahrschr. naturf. Ges. Zürich 5 (1861), 
p. 358] Dreibein schlechthin; ebenso bei E. Waelsch, Jahresb. Deutsche Math.-Ver. 
21 (1912), p. 21. 

23) C. Jordan, Paris C. R. 79 (1874), p. 795. Siehe auch: R. Hoppe, Arch. 
Math. Phys. 64 (1880), p. 373 (n—=4); C. E. A. Brunel, Math. Ann. 19 (1882), 
p. 37; R. Hoppe, Arch. Math. Phys (2) 6 (1888), p. 168; @. Pirondini, Giorn. di 
mat. 28 (1890), p. 219 (n=4); R. Hoppe, Arch. Math. Phys. (2) 11 (1892), p. 443; 
@. Landsberg, J.f. Math. 114 (1895), p. 338; 118 (1897), p. 163; E. Piccioli, Giorn. 
di mat. 36 (1898), p. 271; Cesäro-Kowalewski, p. 293; H. @. Hardy, Amer. J. Math. 
24 (1902), p. 13 (n—=4); J. C. Wildervanck, Diss. Groningen 1904 (n= 4); W. Fr. 
Meyer, Jahresb. Deutsche Math.-Ver. 19 (1910), p. 160; E. Rath, ebenda, p. 269; 
A. Löwenherz, Diss. Königsberg 1911; ©. Guichard, Bull. sc. Math. (2) 36 (1912), 
p. 25; V. Hlavatij, Rozpravy Ak. Prag 32 (1923), Nr. 8 (n—4) (tschech.). — 
Ausdehnung der Frenetschen Formeln auf den Raum von Riemann und Weyl: 
Nr. 18, Fußnoten *?°), 232); auf allgemeinere Räume (vgl. ?'%); P. Finsler, Diss. 
Göttingen 1918; auf den Funktionenraum: @. Kowalewski, Paris C. R. 151 (1910), 
p. 1338; L. Ingold, Trans. Amer. Math. Soc. 13 (1912), p. 319. 

24) Außer den in *°) genannten Arbeiten: H. Fromm, Diss. Bonn 1878; 
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Außer den regulären Kurven treten im R,, wenn man sich im 
komplexen Gebiet bewegt, an krummen Linien noch auf die krummen 
Minimallinien®) oder isotropen krummen Linien und die krummen 
Linien in einer Minimalebene.*) Bei einer krummen Minimallinie 


=); 0) ist 
(1) »-/V-® Fi dt?) 


ein natürlicher Parameter gegenüber ie Bewegungsgruppe und 
(2) J= e., 


die Differentialinvariante niedrigster (fünfter) Ordnung; bei der krum- 
men Linie 


(3) iu), Bull), Bein); G@=—1) 
in der Minimalebene x, + ix, = 0 
(4) ds = idu, 


das (gewöhnliche) Bogenelement und 


Aid 


(5) jei ar 


die Differentialinvariante niedrigster Ordnung.”) 


R. Hoppe, Arch. Math. Phys. (2) 12 (1893), p. 96; E. O. Lovett, Amer. J. Math. 22 
(1900), p. 226; E. Piccioli, Nouv. Ann. (3) 19 (1900), p. 385; (4) 1 (1901), p. 369; 
H. W. Richmond, Quart. J. 31 (1900), p. 315; N. J. Hatzidakis, Nyt Tidskr. £. 
Math. 13 (1902), p. 49, 73; @. Pirondini, Mem. Acc. Modena (3) 7 (1908), p. 49; 
@G. Tiercy, L’ens. math. 22 (1922), p. 152. 

25) Hinsichtlich ihrer Differentialinvarianten untersucht bei Lie-Scheffers, 
Kap. 22, $4; E. Vessiot, Paris C. R. 140 (1905), p. 1381; E. Study, Trans. Amer. 
Math. Soc. 10 (1909), p. 1; 11 (1910), p. 249 [vgl. auch Amer. J. Math. 32 (1910), 
p. 257, 264]; F. Böhm, Münchner Ber. 1915, p. 257. S. auch IID4, Nr. 35 
(G. Scheffers) und W. Blaschke, Differentialgeometrie I, $ 19. 

26) E. Study, Trans. Amer. Math. Soc. 10 (1909), p. 25. Außerdem: H. Beck, 
Sitzgsb. Berl. Math. Ges. 12 (1912), p. 17; C. L. E. Moore, Proc. Amer. Ac. Boston 
50 (1915), p. 199; F. Böhm??), p. 277. 

27) E. Vessiot*), E. Study*°). Beide Autoren führen auch begleitende Drei- 
beine ein und geben Gegenstücke der Frenetschen Formeln. — Die Bezeich- 
nungen wie in 1%); 3 bedeutet einen von t unabhängigen willkürlichen Vektor, 
der Klammerausdruck eine dreireihige Determinante; y’” = BE, 

Hu, 
ds* 


Kurven j—=konst. die „singulären ebenen gemeinen Schraubenlinien“ (E. Study). 
4 Er 





28) u) — . — Die Kurven j—=0 sind die „parabolischen Kreise“, die 


Eine äquiforme Invariante niedrigster Ordnung ist (H. Beck). 


v3 
are 
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Das Äquivalenzproblem der Kurven im R, gegenüber der Bewe- 
gungsgruppe im komplexen Gebiet wurde von $. Lie”) in Angriff 
genommen, aber erst von EF. Study°) vollständig erledigt. 

5. Metrische Differentialgeometrie der Mannigfaltigkeiten von 
zwei und mehr Dimensionen. Die gewöhnliche Behandlungsweise 
der metrischen Differentialgeometrie der Flächen im R, ist bereits in 
III D 1,2, Nr. 34 ff. (H. v. Mangoldt) ausführlich dargestellt worden.’') 
Ganz entsprechend kann man auch die metrische Differentialgeometrie 
einer regulären 31°) (a—1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit (Hyperfläche) 
V,_, im R, (n>3) betreiben. Ist = L(N,%,:.-,Y,) der Vektor 
eines Punktes der V__,, 3 der Einheitsvektor der zugehörigen Nor- 
malen der V,_,, so sind °?) 


(6) de—b,dyday ud z dr= —dy. de=h,dydy 

die beiden metrischen Grundformen der V,„_,. Die kovarianten Ab- 

leitungen X.) und 3%.) in bezug auf die erste dieser Grundformen 

drücken sich linear durch r,,, und 5 aus: 

(7) Im hı db = Mau bY’y.n- 

Die Integrabilitätsbedingungen dieser metrischen Grundgleichungen 

der V,_, im R, lauten 

| Nun = Mmshue — Mrolu, (Verallg. Gaußsche Gleichung), 
hun Bar = 9 (Verallg. Codazzische Gleichungen). 





29) $. Lie, Leipz. Ber. 45 (1893), p. 370; Lie-Scheffers, Kap. 22. Kritische 
Bemerkungen dazu bei E. Study, Jahresb. Deutsche Math.-Ver. 17 (1908), p. 125. 

30) E. Study, Trans. Amer. Math. Soc. 10 (1909), p. 1. — Die Differential- 
invarianten und das Äquivalenzproblem der Kurven und Kurvenscharen auf der 
Einheitskugel gegenüber der Gruppe der automorphen Bewegungen dieser Kugel 
behandelt W. Gasiorowski, Prace mat.-fiz. 28 (1917), p. 1. 

31) Andere Methoden sind die des beweglichen Trieders (vgl: @. Darbouz, 
Surfaces), die der Ableitungen nach den Bogenlängen zweier orthogonalen Kurven- 
scharen auf der Fläche (vgl. etwa @. Ricei, Superfiecie; J. Knoblauch, Grundlagen 
der Differentialgeometrie, Berlin 1913, 634 p.), sowie die damit verwandte der 
„natürlichen Geometrie‘ (Cesaro-Kowalewski). Vgl. dazu III D 3, Nr.8 (R. v. Lilien- 
thal). — Über die vektoranalytische Behandlung der Flächentheorie vgl. IT AB 11 
(H. Rothe), p. 1358, sowie die Literaturliste in €. Burali-Forti et R. Marcolongo, 
Analyse vectorielle generale I, Pavia 1912. 

31a) d.h. einer solchen, deren Tangentenhyperebenen die absolute quadra- 
tische Y„_, des R, nicht berühren. 

32) x: bedeutet das innere Produkt der beiden Vektoren: g’=r:T. Über 
die hier verwendete Methode des absoluten Differentialkalküls vgl. Il E 1b), 
Nr. 18f. (R. Weitzenböck). r, ist der Riemann- Christoffelsche Krümmungs- 


4 
tensor (Nr. 19) der ersten Grundform. Die Bezeichnung der kovarianten Ab- 
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Im allgemeinen ®?®) bestimmt, wenn n>3 ist, das erste Glei- 
chungssystem (8) die h,, eindeutig als Funktionen der b, „und ihrer 
ersten und zweiten Ableitungen nach den y, so daß das zweite Glei- 
chungssystem (8) ein System von Differentialgleichungen für die b,, 
darstellt. Demnach ist im R, (n> 3) im allgemeinen %®) 

l. eine V„_, nicht verbiegbar (Satz von Beez; Nr. 27); 

2. zu einer beliebig vorgegebenen positiv-definiten Differential- 
form b,.dy’dy*, keine V,_, vorhanden, die sie zur ersten 
metrischen Grundform hat. 

Die metrische Theorie der V,_, im R,, und allgemeiner die der 
V„im R, (1<m<n-—.1) ist nur ein besonderer Fall der Theorie 
der V,_, und V,, in einer n-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltig- 
keit V,. Wir verweisen daher wegen weiterer Einzelheiten, insbeson- 
dere der Krümmungstheorie, auf Nr. 21—23, wo die Vend m 
V,„ ausführlich behandelt werden.??) 

Die zuerst von W. R. Hamilton®*) entwickelte metrische Differen- 
tialgeometrie der nicht-zylindrischen Strahlensysteme im 2: 


(9) y=r(uv) + t3(u, v) 6’ ]) 
wird seit E. E. Kummer‘) gewöhnlich auf die Theorie der Simultan- 
invarianten der beiden Differentialformen: 


dz>? — Edu? + 2 Fdudv + Gdv?, 
B 5 dz — Pd — (+ f) du dv 4 gdv? a 


leitungen durch Klammern nach R. Weitzenböck, a. a. 0. Dieser Bezeichnung sind 
bäufig andere vorzuziehen, wie Eu» 92 (@. Ricei) oder ne V,r, V,9 (I. A. Schouten). 
Vgl. darüber J. A. Schouten, Riccikalkül, Einleitung. 

32a) Wegen der Ausnahmefälle siehe Nr. 27. — Zum Texte vgl. etwa 
Bianchi-Lukat, p. 612 ff. 

33) Literaturangaben über V,_, und V,, im R, namentlich in den Fuß- 
noten #8), 284), 297) 299) hg son, 

34) W. R. Hamilton, Trans. Ir. Ac. Dublin 15 (1828), p. 69; 16 (1830—31), 
p- 3, 93; 17 (1837), p. 1. Vorher treten Sätze über allgemeine Strahlensysteme 
auf bei G. Monge, Hist. Ac. sc. 1781/1784, Mem., p. 666 und Malus, J. Ec. Polyt. 
7, cah. 14 (1808), p. 1, 84. 

35) Vgl. auch den Bericht von K. Zindler, Jahresb. Deutsche Math.-Ver. 15 
(1906), p. 185. 

36) richtiger wohl seit X. Hensel, J. f. Math. 102 (1888), p. 273. Bei E. E. 
Kummer, J. f. Math. 57 (1859), p. 189 treten nur die Koeffizienten der Differen- 
tialformen (10), nicht diese selbst auf. Eine ausführliche Darstellung bei Bianchi- 
Lukat, Kap. 10. 

mM) fur, fg iu. Oft ist es zweckmäßiger, statt dy-dz die zu- 
gehörige Bilinearform dr 3 zugrunde zu legen. [K. Knoblauch, Sitzgsb. Berl. 
Math. Ges. 14 (1915), p. 79.] 


(10) 
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zurückgeführt, von denen die erste als quadriertes Bogenelement des 
sphärischen Bildes positiv-definit vom Gaußschen Krümmungsmaß 
Eins ist.®#) Diese beiden Differentialformen gehen in die sogenannte 
dritte®) und zweite metrische Grundform der Leitfläche x(u, v) über, 
wenn 3(u,v) deren negative Einheitsnormale ist. Dagegen bestimmen 
sie allein nicht das Strahlensystem bis auf Bewegungen“) Dazu ist 
vielmehr die Hinzunahme weiterer Größen notwendig.‘') Dieser Um- 
stand veranlaßte G. Sannia*?), als zweite metrische „Grundform“ an- 
statt dx - dy die Differentialform 


u—=2ddu? +2fdudv + gdv, 

a u een Dee Fg—G6rf 

vEG—-F'’ 2 VEG—F* Tee 
zu nehmen, die das Moment zweier unendlich benachbarten Geraden 
des Systems darstellt. Zwischen den Koeffizienten von d3° und u be- 
steht außer der differentiellen Relation, die ausdrückt, daß dy’ das 
Gaußsche Krümmungsmaß Eins hat, noch eine zweite, die hier nicht 
angeschrieben werden soll.‘?) Zu zwei quadratischen Differentialformen 


(12) Edw+2Fdudv+ Gar, edW+ 2fdudv + Jdv, 


von denen die erste positiv-definit vom Gaußschen Krümmungsmaß 








38) Andere Methoden sind die der „natürlichen Geometrie‘ [vgl. E. Cesaro, 
Rend. Acc. Napoli (2) 8 (1894), p. 141; T. Cifarielli, Giorn. di mat. 36 (1898), 
p. 145; Oesäro-Kowalewski, Kap. 14] und die der „orthogonalen Kurvenkongru- 
enzen“ [Nr. 20; vgl. etwa T. Levi-Civita, Lincei Rend. Rom (5) 81 (1899), p. 239; 
P. Cattaneo, Atti Ist. Veneto 61 (1902), p. 41; A. dall’Acqua, Lincei Rend. Rom 
(5) 121(1903), p. 153]. Wieder eine andere Behandlungsweise bei L. S. Shively, 
Diss. Chieago 1921. W. C. L. Gorton, Amer. J. Math. 10 (1888), p. 347 leitet die 
Resultate von E. E. Kummer mittels Quaternionen her. 

39) d. h. das Längenelement des sphärischen Bildes [III D 6a), Nr. 11 
(A. Voß)]. ei 

40) G. Sannia, Atti Acc. Torino 45 (1910), p. 56. 

41) P. Burgatti, Lincei Rend. Rom (5) 8! (1899), p. 515; T. Cifarielli, Ann. 
di mat. (3) 2 (1899), p. 139. 

42) G. Sannia, Ann. di mat. (3) 15 (1908), p. 143; ferner: Atti Acc. Torino 
44 (1909), p. 567; 45 (1910), p. 56; Math. Ann. 68 (1910), p. 409; Palermo Rend. 
31 (1911), p. 244; 33 (1912), p. 328. (Sannia benutzt — u.) Die Koeffizienten 
von da? und u werden schon vorher von K. Zindler, Liniengeometrie ..., 2. Bd., 
Leipzig 1906, p. 84ff. dem Studium der Strahlensysteme zugrunde gelegt. Vgl. 
noch: S. Rossi, Monatsh. Math. Phys. 22 (1911), p. 235; K. Knoblauch, Sitzgsb. 
Berl. Math. Ges. 14 (1915), p. 79; K. Ogura, Se. Rep. Töhoku Univ. Sendai 5 
(1916), p. 107; W. Blaschke, Differentialgeometrie I, $ 106 ff., wo man eine be- 
sonders elegante Art der Behandlung findet. 

43) Siehe etwa W. Blaschke, Differentialgeometrie I, $ 107, Formel (80). 
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Eins ist und zwischen deren Koeffizienten außerdem die eben erwähnte 
Relation besteht, gehört stets ein bis auf Bewegungen bestimmtes 
nicht-zylindrisches Strahlensystem, das diese Differentialformen zu 
Grundformen hat. 


Auch die metrische Differentialgeometrie der Komplexe läßt sich 
nach K. Zindler“) und G. Sannia*) auf das Studium zweier simul- 
tanen quadratischen Differentialformen zurückführen. 


Auf die metrische Theorie der nicht geradlinigen Kurvenkon- 
gruenzen im R, gehen wir hier nicht ein.*1®) 


III. Nichteuklidische Differentialgeometrie, 


Die Differentialgeometrie der geometrischen Gebilde in einer nicht- 
euklidischen %-dimensionalen Mannigfaltigkeit S, läuft zum größten 
Teil der metrischen Differentialgeometrie so parallel, daß wir uns im 
folgenden fast ausschließlich auf eine knappe Besprechung des Falles 
”n—3 und die Hervorhebung einiger Besonderheiten beschränken 
können.*) Hier sei nur noch bemerkt, daß die metrische Dualität der 
S, in der Differentialgeometrie bisher noch nicht voll ausgenutzt 
worden ist.‘%) Auch ein systematisches Studium der Reste dieser 
Dualität im Grenzfall der metrischen Differentialgeometrie steht noch 
aus.?”) 


44) K. Zindler ‘), p. 180 f.; @. Sannia, Ann. di mat. (3) 17 (1910), p. 179; 
Palermo Rend. 31 (1911), p. 244; 33 (1912), p. 328. — Bei K. Zindler werden 
nur die Koeffizienten der Differentialformen, nicht diese selbst, dem Studium der 
Komplexe zugrunde gelegt. 


44a) Eine zusammenfassende Darstellung dieses Gebietes findet man bei 
L. P. Eisenhart, Transformations. — Vgl. auch Nr. 20. 


45) Die folgende Darstellung im Anschluß an J. L. Coolidge, Non-euclidean 
geometry, Kap. 15, 16. Andere Darstellung für $, und 5, in Bianchi- Lukat, 
1. Aufl., Kap. 21, 22. 


46) Für die Theorie der Kurven im 8, vgl. B. Hostinskyj, J. de math. (6) 
3 (1909), p. 263 [Ausz. Paris C. R, 148 (1909), p. 463]; für die der Flächen im 
S, und Hyperflächen im S,: 0. Fibbi, Ann. sc. norm. Pisa 7 (1895), p. 100; 
Bianchi-Lukat, 1. Aufl. p. 620, 623, 


47) Neuere Ausführungen über diese metrische Dualität: R. Mehmke, Ztschr. 
Math. Phys. 86 (1891), p. 56; B. Hostinskj, Rozpravy Ak. Prag 16 (1907), Nr. 30; 
18 (1909), Nr. 33 (tschech.); J. de math. (6) 3 (1909), p. 263; Nouv. Ann. (4) 9 
(1909), p. 399; A. Ranum, Quart. J. 46 (1915), p. 356; W. Blaschke, Kreis und 
Kugel, Leipzig 1916, p. 117; E. Müller, Wien. Ber. 126 (1917), p- 311; R. Mehmke, 
ebenda p. 1317; T. Takasu, Se. Rep. Töhoku Imp. Univ. 11 (1922), p. 379, 411. 
Bei E. Müller wird auch die wichtigste ältere Literatur zitiert. 

Encyklop. d. math. Wissensch. IIT 3. 7 
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6. Nichteuklidische Differentialgeometrie der Kurven, Der nicht- 
euklidische Dogen einer regulären Kurve «= x(t)*) im 8,9) ist 


(1) s=/Vs) at. 


Wird er als unabhängige Veränderliche auf der Kurve genommen, so 
besteht die Identität 


(2) (2) 1 
und man hat in 


al EHE 1 1 2 


zwei wesentliche rationale nichteuklidische Differentialinvarianten der 


Kurve. n heißt die Krümmung, n die Torsion der Kurve. Durch 


Angabe der beiden Differentialinvarianten (3) als Funktionen von s 
ist die Kurve bis auf nichteuklidische Bewegungen bestimmt. 


48) Im folgenden wird der S, vom (positiven oder negativen) Krümmungs- 

1 & 
maß m mit der absoluten Fläche (@a)= x? +23 +23 +.23=0 betrachtet. 
x bedeutet die Zusammenfassung der vier homogenen, durch (©) = k* nor- 
mierten Koordinaten x,, &,, &,, &, eines nicht-absoluten Punktes. Im elliptischen 
Fall (k?>0) wird für reelle Punkte noch x,>0, im hyperbolischen (k?<< 0) 
für reelle zugängliche Punkte &, =I2, >0 vorausgesetzt. (zy) = 2, Yı + X Ya 
+ 2,9% + 2494. Übergesetzte Punkte bedeuten Differentiation nach t, Striche 
solche nach s; (zyzt) die vierreihige Determinante der Koordinaten von x, y, 2, t. 


y=R-&« 8 steht für „—R 


0 


olax' x 
RE 

heißt regulär, wenn sie keine Gerade ist, und weder ihre Punkte noch ihre 

Schmiegungsebenen Punkte bzw. Tangentenebenen der absoluten Fläche sind. 


49) Literatur zur Differentialgeometrie der Kurven im $,: E. Rath, Diss. 
Tübingen 1894; L. Bianchi, Ann. di mat. (2) 24 (1896), p. 100; (X Gwichard, Ann. 
Ee. Norm. (3) 13 (1896), p. 127; A. Razzaboni, Le formole di Frenet in geo- 
metria iperbolica ..., Bologna 1899, 22 p.; Mem. Ist. Bologna (6) 5 (1908), p. 225; 
(6) 8 (1911), p. 20; Rend. Acc. Bologna (2) 13 (1909), p. 105; Mem. Ist. Bologna 
(7) 2 (1915), p. 345 [vgl. (7) 1 (1914), p. 113]; (7) 3 (1916), p. 201; (7) 7 (1920), 
p- 83; @. Fubini, Ann. sc. norm. Pisa 9 (1900), p. 74; E. Cesaro, Lincei Rend. 
Rom (5) 181 (1904), p. 658; B. Hostinskıj, J. de math. (6) 5 (1909), p. 268; @. Pi- 
rondini, Ann. Sc. Ac. Porto 5 (1910), p. 5, 91, 166, 224; 6 (1911), p. 19, 105, 
166, 235; 7 (1912), p. 55, 111. 219; 9 (1914), p. 118, 168, 228; 10 (1915), p. 40, 
176; 11 (1915), p. 104, 141; @. Pick, Paris C. R. 153 (1911), p. 1447; 154 (1912), 
p- 263; E. Salkowski, Jahresb. Deutsche Math.-Ver. 21 (1912), p. 27 [Ausz.: Bull. 
Amer. Math. Soc. (2) 18 (1912), p. 173]; E. Stransky, Ber. Wien 121 (1912), p. 813; 
Jahresb. Staatsgymn. Prachatitz 1914/5, 12 p.; T. Kubota, Töhoku Math. J. 21 
(1922), p. 234; M. J. Conran, Proc. London Math. Soc. (2) 21 (1922), p. 191. 





w (@=1,2,3,4). — Eine Kurve im &, 
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Die Punkte . 
(4) = kr, B=kR(e" +5), y—=R-a0s 


bilden mit dem Kurvenpunkte x zusammen die Ecken eines Polar- 
tetraeders der absoluten Fläche des $,, das mit der Kurve gegenüber 
den Bewegungen des $, invariant verbunden ist. Die Geraden x«, 
xß, xy sind die Tangente, Hauptnormale, Binormale, die Ebenen xy, 
xya, caß die Normalebene, rektifizierende Ebene, Schmiegungsebene der 
Kurve. Die Ableitungen von x, «, ß, y nach s drücken sich linear homo- 
gen durch x, «, ß, y selbst aus vermöge der Ableitungsgleichungen””) 


=, da-—4tH Pf --atn r-r 


Alle geometrischen Begriffe und Erklärungen lassen sich unschwer 
aus der metrischen Geometrie übertragen, ebenso auch die Methoden 
der natürlichen Geometrie!) 

Besonders zu erwähnen sind die Untersuchungen von L. Bianchi°?) 


über die Kurven von der konstanten Torsion + + im elliptischen 
1 
%k:? 
bini?®) von einem liniengeometrischen Übertragungsprinzip (vgl. Nr. 7) 
auf die Kurventheorie, W. Blaschke°?*) auf die analoge Theorie der 
geradlinigen Flächen dieses Raumes gemacht hat. 


Raum vom Krümmungsmaß sowie die Anwendungen, die G@. Fu- 


Die Differentialinvarianten der nicht-regulären Kurven im $, sind 
bisher noch nicht untersucht worden. 

Ganz analog wie die Theorie der regulären Kurven im $, ver- 
läuft auch die der ihnen entsprechenden Kurven im 8, (rn >). Eine 
solche Kurve hat n — 1 Krümmungen ( W. Killing)°*), sowie ein be- 


50) Diese bisweilen als „Bianchi- Frenetsche Formeln‘ bezeichneten Ablei- 
tungsgleichungen finden sich in etwas anderer Form zuerst bei E. Rath, Diss. 
Tübingen 1894, p. 35. 

51) E. Cesäaro, Mem. Acc. Lincei Rom (5) 5 (1904), p. 155; Lincei Rend. 
Rom (5) 13I (1904), p. 438 (S,); ebenda p. 658 ($8,). Vgl. auch E. Siransky, 
Ber. Wien 121 (1912), p. 813; T. Takasu, Sc. Rep. Töhoku Imp. Univ. 11 (1922), 
p. 29 und für den S,: G. Kowalewski, Ber. Wien 120 (1911), p. 539. 

52) "L. Bianchi*?); vgl. auch E. Salkowski '?). 

53) G. Fubini*°); vgl. auch @. Pick *®), E. Salkowski *°), M. J. Conran *”). — 
Unter diesen Anwendungen ist eine neue Form der Ableitungsgleichungen beson- 
ders bemerkenswert. — Über das erwähnte Übertragungsprinzip vgl. besonders 
E. Study, Limprecht-Festschrift, Greifswald 1900, p. 67; Jahresb. Deutsche 
Math.-Ver. 11 (1902), p. 313; Amer. J. Math. 29 (1907), p. 116. 

53a) W. Blaschke, Math. Ztschr. 15 (1922), p. 309. 

54) W. Kling, Raumformen II, $ 10. 


92 IIDi1. L. Berwald. A. Differentialinvarianten in der Geometrie. 


gleitendes Simplex, das nebst den zugehörigen Ableitungsgleichungen 
zuerst bei E. Rath°°) auftritt. 


7. Nichteuklidische Differentialgeometrie der Mannigfaltigkeiten 
von zwei und mehr Dimensionen. Das Studium einer reellen Fläche 


’ 1 a 
im 83°°) von der Krümmung 7; kann auf das der Simultaninvarianten 


der beiden „nichteuklidischen Grundformen“ 


(6) | (dzdx) = Edu? + 2Fdudv + Gdv?,”) 


(ya?z) = — (dydx) = Ldu? + 2Mdudv + Nav: 
zurückgeführt werden°®), zwischen deren Koeffizienten die Beziehungen 
ı LN—M?° 1 

S Pre meflcn 


(Gaußsche Gleichung), 
De an ergo 
a a 


(Oodazzische Gleichungen) 


8) 


bestehen. Hierin bedeutet y—= —""""® _ den absoluten Pol der Tan- 
VEG-P:. 
gentenebene der Fläche im Punkte x (die Gerade xy also die Flächen- 


normale) und K das Gaußsche Krümmungsmaß der ersten Grundform. 


; ‚ a — M? 
K heißt die „absolute Krümmung“ der Fläche, 5 m 


tive Krümmung“. (7) und (8) sind die Integrabilitätsbedingungen der 
Fundamentalgleichungen: 





die „rela- 


55) E. Rath, Math. nat. Mitt. Württemberg (2) 2 (1900),"p. 66. Vgl. auch 
@. Kowalewski, Wien. Ber. 120 (1911), p. 531; T. Kubota, Töhoku math. J. 21 
(1922), p. 234; T. Nishiuchi, Mem. Coll. Sc. Kyoto Imp. Univ. 5 (1922), Nr. 3; 
H. Kashiwagi, ebenda 6 (1923), p. 221. 

56) Wegen der Grundformeln der Flächentheorie im S, vgl. etwa; E. Rath, 
Diss Tübingen 1894; L. Bianchi, Ann. di mat. (2) 24 (1896), p. 98 und ausführ- 
licher (3) 2 (1899), p. 98; Bianchi-Lukat, 1. Aufl., p. 624; J. L. Coolidge, Non- 
euclidean geometry, p. 194; H. Lotz, Mitt. Math. Sem. Gießen, 1. Bd., 7. Heft 
(1922), 36 p. 

57) Bei Beschränkung auf den elliptischen Raum oder das zugängliche Ge- 
biet des hyperbolischen Raumes ist die erste Grundform positiv definit. — Die 
Christoffelschen Symbole in (8) und (9) beziehen sich auf die erste Grundform. 

58) Eine andere Methode ist die der natürlichen Geometrie: E. Cesäro, 
Lincei Rend. Rom (5) 131 (1904), p. 658. 
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0! « (1110 > de 6 ar N L PER 
9) alılmtleln netten ur) 
öy _FM—GLoe | FL-EM ds. 
0u EG—F? 9u E@G— F? ov’ 
6Yy FN—-GModx ,Ä, FM—EN 0x 


90” BG- Fi dutT BG-FT dv 

Zu zwei quadratischen Differentialformen Edu? + 2Fdudv + Gdv, 
Ldu? + 2Mdudv + Ndv?, die den Bedingungen (7), (8) genügen 
und von denen die erste positiv definit ist, gehört stets eine bis auf 
Bewegungen (und Umlegungen) des $, bestimmte Fläche, die diese 
Formen zu Grundformen hat.°®) 

Die algebraischen Simultaninvarianten der beiden Grundformen 
(6) drücken sich durch die („reduzierten“) Hauptkrümmungsradien 
0}, 05°°*) folgendermaßen aus: 


Bes nn Eu (+ —) (Mittlere Krümmung), 
2 
(11) 1 LN—M?® 1 


2 KEG—-F 2\ıa 
TE BER 

Die weitere Entwicklung der Flächentheorie im $, erfolgt genau 
in derselben Weise wie im A,. Wir beschränken uns hier daher auf 
die Aufzählung einiger invariant erklärten Flächenklassen im $;. 

1. Die Minimalflächen des $,, d. h. die Extremalen des Varia- 
tionsproblems Ö ef VE G — F?dudv = 0 oder die Flächen von der 
mittleren Krümmung Null sind namentlich von L. Bianchi, G. Dar- 
boux, ©. Guichard untersucht worden.®). 


L. Bianchi hat ferner zuerst betrachtet: 
2. Die Flächen konstanter mittlerer Krümmung des 8, °"); 


(10) 





(Relative Krümmung). 


58a) Die nicht angeschriebenen Gleichungen (9) ergeben sich aus der ange- 
2: 00 08 
Du?’ dudv’ dv E,F,G; L,M,N 
sowie der oberen Zeiger 11, 12, 22 in den Christoffelschen Symbolen. 
59) 8. etwa L. Bianchi, Ann. di mat. (2) 24 (1896), p. 99; (3) 2 (1899), p. 99. 


schriebenen durch zyklische Vertauschung von 


59a) 0, =ktg = @=1,2), wo w, das Stück der Normalen vom Flächen- 


punkt bis zu ihrem :‘“ Brennpunkt ist. 

60) L. Bianchi, Mem. Lincei Rom (4) 4 (1887), p. 503; Ann. di mat. (3) 2 
(1899) p. 111; (3) 4 (1900), p. 1; @. Darboux, Surfaces II, p. 471; CO. Guichard, 
Ann. Ec, Norm. (3) 13 (1896), p. 401; J. de math. (5) 2 (1896), p. 142. — Vgl. 
noch: A. Cayley, Paris C. R. 111 (1890), p. 953; H. Schübel, Diss. München (Univ.) 
1906; F. Lindemann, Münchner Ber. 1923, p. 1. 

61) L. Bianchi, Mem. Lincei Rom (4) 4 (1887), p. 503; Ann. di mat. (3) 2 
(1899), p. 114, 122; (8) 4 (1900), p. 1; (8) 5 (1901), p. 165. Vgl. auch M. Servant, 
Paris C. R. 131. (1900), p. 827. 
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3, Die merkwürdigen Flächen von der absoluten Krümmung Null 
im elliptischen Raum und die entsprechenden Flächen im hyperboli- 
schen Raum ®?); 

4. Die Flächen konstanter Krümmung im $,°°); 

5. Die Flächen mit g, + 03 —= konst.*) 

6. Mit den (imaginären) Serretschen Flächen des S,, d. h. den 
Flächen mit nur einer Schar von Krümmungslinien hat sich U. Sbrana®) 
beschäftigt.‘®) 

Die Theorie der Flächen im $, ist nur ein besonderer Fall der 
ganz analog zu entwickelnden Theorie der V,_, (Hyperflächen) im 8,°), 
die ihrerseits wieder einen Spezialfall der Theorie der Hyperflächen in 
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit darstellt. Wir verweisen daher 
auf Nr. 21#.%), wo diese allgemeinere Theorie ausführlich erörtert 
wird. Ebenso sei auch wegen aller Eigenschaften der S,, die erst aus 
der allgemeinen Lehre von den Riemannschen Mannigfaltigkeiten ver- 
ständlich werden, auf später (Nr. 19, 26f.) verwiesen.‘”) 


62) L. Bianchi, Atti Acc. Torino 30 (1895), p. 743; Ann. di mat. (2) 24 (1896), 
p. 93; (8) 2 (1899), p. 95; (8) 4 (1900), p- 15; (8) 18 (1911), p. 217; O. Guichard, 
J. de math. (5) 2 (1896), p. 133, 139, 149; A. N. Whitehead, Proc. Math. Soe. 
London 29 (1898), p. 275; @. Fubini, Ann. sc. norm. Pisa 9 (1900), 74 p. 

63) L. Bianchi, Mem. Lincei Rom (4) 4 (1887), p. 221 [dreifache Orthogo- 
nalsysteme mit einer Schar von Flächen konstanter Krümmung; vgl. dazu auch 
Rend. Lincei Rom (4) 4I (1888), p. 445]; C. Fibbi, Ann. sc. norm. Pisa 7 (1895), 
100 p.; L. Bianchi, Ann. di mat. (3) 5 (1901), p. 165; (8) 10 (1904), p. 105. — 
Auf die namentlich von L. Bianchi, Ann. di mat. (8) 4 (1900), p. 1; (3) 5 (1901), 
p. 165; (3) 18 (1911), p. 185 entwickelte Transformationstheorie der Flächen 
zweiter Ordnung und der Flächen konstanter Krümmung im S, können wir hier 
nicht eingehen. 

64) L. Bianchi, Ann. di mat. (8) 2 (1899), p. 114; (3) 5 (1901), p. 165. 

65) U. Sbrana, Lincei Rend. Rom. (5) 15H (1906), p. 537. 

66) Andere besondere Flächenklassen untersuchen: L. Bianchi, Ann. di mat. 
(3) 2 (1899), p. 113, 125 (Flächen von Bonnet und Appell: isotherme Flächen); 
D. Gigli, Rend. Ist. Lomb. (2) 33 (1900), p. 717 (Regelflächen); @. Fubini, Atti 
Ist. Veneto 60 (1901), p. 561 (Flächen mit einer Ebene, auf der die Linien glei- 
chen Abstandes von der Fläche ein isothermes System bilden); L. Bianchi, Ann. 


WHY yei 





di mat. (3) 10 (1904), p. 138 (Flächen der relativen Krümmung 


1+9W)Y®) 
Asymptotenparametern, Konoide); 4. Demoulin, Paris C. R. 140 (1905), p. 1226 
(Flächen mit einem konjugierten Netz von geodätischen Linien). — Weiter vgl. 


über Flächen im $, noch: A. Razzaboni, Mem. Ist. Bologna (7) 1 (1914), p. 113; 
(7) 4 (1917), p. 29; (7) 5 (1918), p. 108. 
67) Vgl. etwa Bianchi-Lukat, 1. Aufl., p. 616. 
68) Literaturangaben besonders in den Fußnoten *9), 302), 80%), #20) gowie **°) ff. 
69) Literaturangaben besonders in den Faßnoten *°7),.285), 7). 


* 
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Die Theorie der Strahlensysteme im S, hat C. Fibbi 0) in Ana- 
logie zu der Kummerschen Theorie der Strahlensysteme im R, (Nr. 5) 
entwickelt. Auf einer etwas anderen Begriffsbildung”) beruht die Dar- 
stellung von H. Beck.”) Auch hier liegen spezielle Untersuchungen 
vor.”®) 

Besonders zu erwähnen sind einige Arbeiten über die Differential- 
geometrie der Flächen und Strahlensysteme im elliptischen Raume, 
denen ein schon genanntes (Nr. 6) liniengeometrisches Übertragungs- 
prinzip zugrunde liegt, das den reellen Speeren des elliptischen Rau- 
mes eindeutig und stetig die reellen Paare von Punkten zuordnet, die 
man zwei Kugeln des reellen euklidischen Raumes vom Radius Eins 
entnehmen kann.’*) 


IV. Affine Differentialgeometrie.®) 


8. Affine Differentialgeometrie der Kurven. Der natürliche Para- 
meter (Nr. 3) einer Kurve r=r(f) des R,, die keinem R,_ı ange- 
hört, gegenüber der Gruppe der inhaltstreuen Affinitäten des R, ist 


n(n +1) 
1 N —— 
1) a Ver... P) ar.) 
Bei Einführung dieses „Affinbogens“ als unabhängige Veränderliche 
auf der Kurve besteht die (hierfür kennzeichnende) Identität: 
(2) ee 





70) ©. Fibbi, Ann. sc. norm. Pisa 7 (1895), 100 p. 

71) Strahl = Paar von getrennten oder zusammenfallenden Punkten der 
absoluten Fläche. 

72) H. Beck, Sitzgsb. Berl. Math. Ges. 9 (1910), p. 59. 

73) C. Fibbi'®) (Pseudosphärische Kongruenzen des S,); L. Bianchi, Ann. di 
mat. (3) 10 (1904), p. 95. 

74) @. Fubini, Ann. sc. norm. Pisa 9 (1900), 74 p.; Lincei Rend. Rom (5) 
131 (1904), p. 218; L. Bianchi, Lincei Rend. Rom (5) 1211 (1903), p. 511; (5) 131 
(1904), p. 6, 147; Atti Acc. Torino 39 (1904), p. 381; J. L. Coolidge, Atti Ace. 
Torino 39 (1904), p. 175; 40 (1905), p. 202; Non-Euclidean geometry, p. 226; 
W. Blaschke, Jahresb. Deutsche Math.-Ver. 22 (1913), p. 154. 

75) Vgl. hierzu den Bericht von W. Blaschke und K. Reidemeister, Jahresb. 
Deutsche Math.-Ver. 31 (1922), p. 63. 


ae en ES j , 
76) i-3, x -;: ‚usf. (fF.. .P) bedeutet die Determinante aus den 
n* Koordinaten der Vektoren £,$,...®, analoge Bezeichnungen auch weiter- 
hin. Die Punkte, in denen (EE.. .P) = 0, sind von der Betrachtung auszu- 
schließen. — Der Affinbogen tritt für beliebiges n zuerst bei @. Pick, Leipz. 
Ber. 70 (1918), p. 76 auf. 
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Im übrigen ist es zweckmäßig, die Kurventheorie der inhaltstreu- 
affinen Gruppe für jede Anzahl » von Dimensionen gesondert zu ent- 
wickeln.) | 


In der Ebene'®) ist die einzige wesentliche Diflerentialinvariante 
einer Kurve ihre Affinkrümmung 


(3) a — er 

Durch Angabe der Affinkrümmung als (stetige) Funktion des Affin- 
bogens (natürliche Affingleichung) ist die Kurve bis auf flächentreue 
Affinitäten bestimmt. «== 0 kennzeichnet die Parabeln, «= konst. (+0) 
die irreduzibeln Kegelschnitte mit Mittelpunkt, u. zw. bei Beschrän- 
kung auf das reelle Gebiet << 0 die Hyperbeln, <> 0 die Ellipsen. 
”=0 ist die Differentialgleichung der Kegelschnitte.””) Bei einer 
beliebigen krummen Linie gibt «= 0 die Punkte mit, fünfpunktig 
berührender Schmiegparabel ®), x’ = 0 die sextaktischen Punkte (Punkte 
mit sechspunktig berührendem Schmiegkegelschnitt).®') Eine reelle 
Kurve heißt in einem reellen ihrer Punkte hyperbolisch (parabolisch, 
elliptisch) gekrümmt, wenn dort <0 (=(, > 0) ist.?) 

77) Für die Ebene und den R, vgl. zum folgenden W. Blaschke, Differen- 
tialgeometrie II, Kap. I—Il. 

78) Literatur zur affınen Difjerentialgeemetrie der ebenen Kurven: J.J. Syl- 
vester, Amer. J. Math. 8 (1886), p. 196; 9 (1887), p. 1, 113, 292; 10 (1888), p. 1; 
bes. 9 (1887), p. 335; 10 (1888), p. 10 (Differentiation nach dem Zffinbogen und 
Affinkrümmung); E. Nohel, Wien. Ber. 123 (1914), p. 2085 (Alfinbogen und Affin- 
krümmung); W. Blaschke, Leipz. Ber. 68 (1916), p. 217 (Affinisoperimetrische 
Eigensch. d. Ellipse); 68 (1916), p. 240; 69 (1917), p. 321 (Mindestzahl der sextakt. 
Punkte einer Eilinie); 69 (1917), p. 166 (Systematische Entwicklung der Theorie); 
69 (1917), p. 306 (Extremeigenschaften der Ellipse); 70 (1918), p. 330 (Kanonische 
Reihenentwicklung); E. Salkowski, Leipz. Ber. 70 (1918), p. 160 (Allgemeines); 
H. Liebmann, Leipz. Ber. 70 (1918), p. 341 (Höhere Differentialinvarianten mit 
Anwendungen); G.Sannia, Atti Acc. Torino 57 (1922), p. 293 (Neue system. Ent- 
wicklung); A. Winternitz, Abh. Math. Sem. Hamburg 1 (1922), p. 101; T. Kubota, 
Sc. Rep. Töhoku Univ. Sendai 12, Nr. 1 (1923) (Ungleichheiten für Eilinien). — 
Vgl. auch $. Mukhopadyaya, Calcutta University Studies Nr. 9 (1910), 31 p. 
(Affinbogen, Affınkrümmung, Gleichung der oskulierenden C,), wo indes der 
gruppentheoretische Gesichtspunkt ganz fehlt. — 8. ferner die folgenden Fußnoten. 

79) Auf dieser Gleichung beruht dem Wesen nach die bekannte Ableitung 
der Differentialgleichung der Kegelschnitte von @. H. Halphen, Bull. Soc. math. 
France 7 (1879), p. 83. 

80) Vgl. A. M. Ampere, J. Ee. Polyt. 7, cah. 14 (1808), p. 159, bes. p. 178. 

81) Eine Eilinie hat mindestens sechs solche Punkte, eine Eilinie mit 
Mittelpunkt mindestens acht. W. Blaschke '®). 

82) P. Böhmer, Diss. Göttingen 1904, Kap. IV; Math. Ann. 60 (1905), p. 256. 
Siehe auch A. Transon, J. de math. 6 (1841), p. 195fl. — Die beständig gleich- 
artig gekrümmten Kurven haben bemerkenswerte Eigenschaften: P. Böhmer, 
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Der invariant mit der Kurve verbundene Vektor y=r” heißt 
der Affinnormalenvektor®?), die zu ihm parallele Gerade durch den 
Kurvenpunkt x die Affinnormale oder Deviationsachse.*) Sie ist die 
Verbindungslinie des Kurvenpunktes t mit dem Halbierungspunkt 
einer zur Tangente in x parallelen, ihr unendlich benachbarten Sehne 
der Kurve (2. N. M. Carnot)®‘), oder auch der durch x gehende Durch- 
- messer jedes irreduziblen Kegelschnittes, der die Kurve dort drei- 
punktig berührt.) Es gelten die Ableitungsgleichungen: 


(4) vr Hr, 


Auf die zahlreichen der affinen Differentialgeometrie angehörigen 
Sätze über Eilinien, die man W. Blaschke u. a.'%) verdankt, können wir 
hier nur hinweisen. 

Im dreidimensionalen Raum®®) hat eine gewundene Kurve gegen- 
über der Gruppe der inhaltstreuen Affinitäten zwei unabhängige Diffe- 
rentialinvarianten fünfter Ordnung 


(5) = sEEN, 8-4" N) +3 EN, 
die erste und zweite Affinkrümmung. Durch ihre Angabe als stetige 


Funktionen des Affinbogens (natürliche Affingleichungen) ist die Kurve 
bis auf inhaltstreue Affinitäten bestimmt. %, — %, = 0 kennzeichnet 


2.8. 0.; H. Mohrmann, Math. Ann. 72 (1912), p. 285, 593; Jahresb. Deutsche 
Math.-Ver. 21 (1912), p. 286; E. Müller, Monatsh. Math. Phys. 28 (1917), p. 60ff.; 
K. Reidemeister, Math. Ztschr. 10 (1921), p. 318. 

83) Die Kurve y=r”(6) ist das Minkowski- Böhmersche Krümmungsbild; 
P. Böhmer®?). Vgl. auch W. Blaschke, Leipz. Ber. 69 (1917), p. 166. 

84) Die Affinnormale tritt ohne Benennung zuerst auf bei L. N. M. Carnot, 
Geometrie de position, Paris 1803, p. 477ff., wo sich jedoch unrichtige Angaben 
finden [vgl. K. Carda, Jahresb. Deutsche Math.-Ver. 28 (1919), p. 78]. Später hat 
sie unabhängig A. Transon, J. de math. 6 (1841), p. 191 wiedergefunden und 
Deviationsachse genannt. Vgl. IID1.2, Nr. 18 (H. v. Mangoldt). 

85) A. Transon®‘). — Neuere Untersuchungen haben an einen Satz von 
J. Bertrand, J. de math. 7 (1842), p. 215; 8 (1843), p. 209 über die Kegelschnitte 
als Kurven mit geraden Schwerlinien angeknüpft: H. Brunn, Kurven ohne Wende- 
punkte, München 1889, p. 62ff.; H. Liebmann, Leipz. Ber. 70 (1918), p. 325, 341; 
W. Blaschke, Leipz. Ber. 70 (1918), p. 330. 

86) Literatur zur affinen Differentialgeometrie der räumlichen Kurven: 
@. Pick, Leipz. Ber. 70 (1918), p. 76; E. Salkowski, Leipz. Ber. 70 (1918), p. 160; 
R. Weitzenböck, Wien. Ber. 127 (1918), p. 969; @. Sannia, Atti Acc. Torino 57 
(1922), p. 358; Z.Cech, Lincei Rend. Rom (5) 321 (1928), p. 311; (Auszug aus:) 
Publ. fac. sc. Univ. Masaryk, Brünn 1923, Nr. 28. E. Öech untersucht auch all- 
gemeiner Elementstreifen sowie Kurven auf Flächen. — Besondere Fragen be- 
handeln: W. Blaschke, Leipz. Ber. 71 (1919), p. 20; J. Mandlinger, Diss. Hamburg 
1922 (Auszug). Beide Autoren geben auch kanonische Reihenentwicklungen. 
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die kubischen Parabeln, x, = konst., x, = konst. die gewundenen Kur- 
ven, die eine Gruppe von inhaltstreuen Affinitäten gestatten. 

Das Dreibein niedrigster Ordnung, das gegenüber der betrachteten 
Gruppe invariant mit der Kurve verbunden ist, besteht aus den Vektoren 


(6) u a Te 
den Vektoren der Tangente, affinen Hauptnormalen und affinen Bi- 
normalen. Für ihre Ableitungen gelten die Gleichungen 


(7) Heb, Kent 5a 4 did, 
die den F’renetschen Formeln der metrischen Kurventheorie entspre- 
chen.?”) 


Besonders untersucht worden sind auch die Gewindekurven, die 
Kurven, die eine Gruppe von beliebigen Affinitäten gestatten, die 
Kurven mit geraden Schwerlinien®) und die Kurven mit gemein- 
samen Sehnenmittelflächen.®) 

Die Differentialinvarianten niedrigster Ordnung einer Kurve im 
R,(n>3), die keinem R,_, angehört, sind bisher nicht aufgestellt 
worden.°®) 

Die Differentialgeometrie der Kurven gegenüber der allgemeinen 
affınen Gruppe ist von geringerer Wichtigkeit. Für n=2 treten 
Differentialinvarianten einer Kurve gegenüber dieser Gruppe als „reine 
Reziprokanten“ schon bei J. J. Sylvester auf’), fürn = 3 als „Semi- 
invarianten“ (gegenüber der Kollineationsgruppe) bei @. H. Halphen?), 
für beliebiges » bei @. Pick.) R. Mehmke°?) hat (für n = 3) allge- 


mein-affine Differentialinvarianten betrachtet, die sich wenigstens zum 





87) Dieses Dreibein hat A. Winternitz angegeben (vgl. W. Blaschke, Diffe- 
rentialgeometrie II, $ 30), das dualistisch entsprechende und ein drittes, sowie 
geometrische Deutungen dieser Dreibeine EZ. Üech ®°). — Die Kurve 3= r""— 4x, r 
heißt das kovariante Krümmungsbild (E. Salkowski®®)). Die Kurven, die mit 
ihrem kovarianten Krümmungsbild zusammenfallen, hat @. Teitzeica, Ann. Ee. 
Norm. (3) 28 (1911), p. 9 untersucht. 

88) W. Blaschke, Leipz. Ber. 71 (1919), p. 20; Differentialgeometrie II, $ 35. 
— Schwerlinie einer räumlichen Kurve durch den Punkt P heißt der Ort der 
Mitten aller Sehnen, die zu irgendeiner fest gewählten Ebene durch die Tan- 
gente in P parallel sind. 

89) W. Blaschke, Differentialgeometrie II, 8 37. — Sehnenmittelfläche heißt 
der Ort der Mitten der Sehnen einer räumlichen Kurve. 

90) Die bei @. Pick, Leipz. Ber. 70 (1918), p. 76 angegebenen Differerrtial- 
invarianten sind für n>3 von zu hoher Ordnung. 

91) J.J. Sylvester ’®). Vgl. auch E. Lindelöf, These, Helsingfors 1893, p. 51; 
E. Nohel"®), p. 2091 f.; G. Sannia ®°), p. 367 f. 

92) @. H. Halphen, J. Be. Polyt. 28, cah. 47 (1880), p. 74. 

93) R. Mehmke, Ztschr. Math. Phys. 36 (1891), p. 56. 
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Teil aus differentiellen Bewegungsinvarianten zweier gewundenen Kur- 
ven in spezieller Lage zusammensetzen lassen. 


9, Affine Differentialgeometrie der Mannigfaltigkeiten von zwei 
und mehr Dimensionen.) Die Infinitesimalgeometrie der nicht-ab- 
wickelbaren Flächen gegenüber der Gruppe der inhaltstreuen Affinv- 
täten des R,”) kann nach @. Pick, W. Blaschke, J. Radon aufgefaßt 
werden als Invariantentheorie zweier simultanen Differentialformen, 
einer quadratischen und einer kubischen, der beiden Grundformen der 
affinen Flächentheorie. Die quadratische Grundform oder das quadrierte 
Affinbogenelement der Fläche ist®°): 


Ldu® +2Mdudv+ Ndv, 





g=edwW"+2fdudv+ ga” — Vaının) ; 
8 
( L 2 Bel, M zz EL), En Sr Eee 
IN—M+0, 


94) Ausführliche Darstellung bei W. Blaschke, Differentialgeometrie I, 
Kap. IV ff. 

95) Grundlegende Arbeiten: G. Pick, Leipz. Ber. 69 (1917), p. 107; W. Blaschke, 
Leipz. Ber. 69 (1917), p. 166; 70 (1918), p. 18; J. Radon, Leipz. Ber. 70 (1918), 
p. 9). Ableitung der Grundformeln mit Hilfe der Tensoranalysis auch bei 
W. Blaschke, Diftferentialgeometrie II, Kap. V; E. Cech, Lincei Rend. Rom (5) 321 
(1923), p. 311, (Auszug aus): Publ. fac. sc. Univ. Masaryk, Brünn 1923, Nr. 28, 
Kap. IV. — R. König, Leipz. Ber. 71 (1919), p. 3; Jahresb. Deutsche Math.-Ver. 
28 (1919), p. 213 ordnet die affine (und metrische) Flächentheorie einem allge- 
meineren Gedankenkreise ein, ebenso J. A. Schouten, Math. Ztschr. 17 (1923), 
p. 161, 183 (vgl. Nr. 28, 31). @. Sannia, Ann. di mat. (3) 31 (1922), p. 165, ent- 
wickelt nebeneinander die euklidische, nichteuklidische, affine und projektive 
Flächentheorie. R. Grambow, Diss. Hamburg 1922 (Auszug) erörtert den Zu- 
sammenhang der affinen Differentialinvarianten einer Fläche mit den metrischen 
(vgl. auch W. Blaschke, Differentialgeometrie II, $ 64). Ein vollständiges System 
von inhaltstreu-affinen Differentialinvarianten m**" Ordnung gibt K. Zorawski, 
Bull. Ac. sc. Krakau 1906, p. 865; Prace mat.-fis. 18 (1907), p. 147. — Als erste 
haben wohl A. Demoulin und @. Tzitzeica in größerem Maßstab affine Flächen- 
theorie getrieben; vgl. die Fußnoten °°), 194), 109. Ein vereinzelter Satz findet 
sich schon bei A. Transon, J. de math. 6 (1841), p. 200ff. 

96) Das Folgende, an J. Radon°®°) anschließend, beschränkt sich auf das 
reelle Gebiet. Parabolische Punkte sind von der Betrachtung ausgeschlossen. 
Die Klammerausdrücke bezeichnen dreireihige Determinanten, die Zeiger u, ® 
partielle Ableitung. s=+ 1(— 1), wenn LN— M?>0(<0). A, bedeutet den 


zweiten Beltramischen Differentialparameter, N die Christoffelschen Symbole 


2. Art in bezug auf die Grundform 9. — = 0 ist die Differentialgleichung der 
Asymptotenlinien der Fläche. ist nur gegenüber eigentlichen Parametertrans- 
formationen invariant (J. Radon”). 
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die kubische°”) 





— adu? + 3bdu’dv + 3cedudv? + ddv; 
& 3 ß 1 
Eee b= — ——-e — R 
A Tre re 
S naetnsen, ef Denen, 
re ee 
0 BEE» ß Eu, 0, Y IE it ö Fer a 2 


Die beiden Grundformen sind apolar: 








(10) ag—2bf+ce=0, bg—2cf+de=0 
und besitzen daher nur eine absolute algebraische Invariante: 
1 2 ac—b? 1ad—be 2bd—c? 
BEIERRE TR], d|= —- —- = — = — — 
Tr BIT ee 


ıefg| 

deren identisches Verschwinden die Regelflächen kennzeichnet”) 

Mit dem Flächenelement affınkovariant verbunden ist die Affin- 
normale, d. h. die Parallele zum Affinnormalenvektor 
(12) y—4Asr 
durch den Flächenpunkt x. Die Fläche y — y(w, v) heißt das Krüm- 
mungsbild der gegebenen Fläche.””) 

Indem man L,,, Lus, L,, einerseits, Y,, y, andererseits durch die 
wegen 
(13) (gen) = Veleg —) 
linear unabhängigen Vektoren t,, t,, d ausdrückt, erhält man die 
beiden Systeme von Grundgleichungen der affinen F'lächentheorie 


a (et letter u 


E __g%—fu eu—fk,, BER 1 ne id ev—fu 
(15) N eg—f? Er eg fr y, eg—f? A eg—f? L,- 








97) »—=0 gibt die Richtungen von Darboux (Nr. 11). “b verschwindet 
identisch für die Flächen zweiter Ordnung und nur für diese (G. Pick®®). Ein 
äquivalenter Satz findet sich bei H. Maschke, Trans. Amer. Math. Soc. 3 (1902), 
p. 484. Vgl. auch W. Blaschke, Differentialgeometrie II, 8$ 44, 84. 

98) Siehe z. B. W. Blaschke, Leipz. Ber. 69 (1917), p. 412; 70 (1918), p. 30. 
— Vom projektiven Standpunkt aus bespricht , %, T: R. Weitzenböck, Ber. Wien 
127 (1918), p. 1529. Metrische geometrische Deutung von I bei @. Fubini, Lincei 
Rend. (5) 291 (1920), p. 87. | 

99) A. Demoulin, Paris C. R. 146 (1908), p. 413; W. Blaschke®’). Wann es 
sich auf eine Kurve oder einen Punkt reduziert, erörtert L. Berwald, Math. 
Ztschr. 8 (1920), p. 70. 

100) Die nicht angeschriebenen Gleichungen ergeben sich aus (14) durch 
zyklische Vertauschung von ag—bf, bg— cf, e9— df; be—af, ce—bf, 
de— cf; e, f, g und der oberen Zeiger 11, 12, 22 in den a Symbolen. 
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In (15) ist 
(16) A — Ouulutn) — Blu) ,_ _Oskube) , 


Vet)’ " Velo)’ " Velo) 
Die affinkovariante quadratische Differentialform 
(17) Adu? + 2Z2ududv + vdv? 


gibt, gleich Null gesetzt, die Kurven, die auf der gegebenen Fläche 
den Asymptotenlinien des Krümmungsbildes entsprechen. 

Eine weitere affinkovariante Differentialform ist die Jacobische 
Form von (8) und (17): 
(18) pawW + 2gdudv trau - FF Zeautlgl—er)dudu + (gu far? 

eye(eg —f?) 

Durch ihre Koeffizienten lassen sich auch die Integrabilitäts- 
bedingungen der Grundgleichungen (14), (15) verhältnismäßig einfach 
ausdrücken: 


ek Va ,—b,—2al'') —23[‘,} +25[',)+2e 
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© RR, See 11 
19,1 rl” u ee |+ely}+a 














u A 
Veo= an) + el) 
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(20) z > a 
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Die hier auftretende Funktion H ist durch (22) erklärt. 

Gibt man eine quadratische Differentialform p = edu? + 2fdudv 
+gdv?, (eg — f?--0), und eine zu ihr apolare kubische y — adu® 
+ 3bdudv + 3cdudv’ + ddv? gemäß den Bedingungen (19), (20), 
so existiert stets eine bis auf inhaltstreue Affinitäten bestimmte Fläche 
mit p und % als affinen Grundformen (J. Radon).®) 

' Entsprechend der gewöhnlichen Krümmungstheorie der Flächen 
kann man eine affine Krümmungstheorie!":) aufstellen, indem man an 
Stelle der Normalen überall die Affinnormale treten läßt und auf 


101) W. Blaschke, Leipz. Ber. 69 (1917), p. 182; Differentialgeometrie II, 8 61. 
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dieser mit dem Affinnormalenvektor als Einheit mißt. Sie läßt sich 
als Theorie der algebraischen Simultaninvarianten der Differential- 
formen (8) und (17) auffassen. Nullsetzen der Differentialform (18) 
gibt die Differentialgleichung der Affinkrümmungslinien. Die affınen 
Hauptkrümmungshalbmesser @,, @g bestimmen sich aus der Gleichung 


(21) Ar — w)o+ (ig — 2uftvgoe reg — =. 


Die Funktionen 





et) 
39 H=;(, a 2 eg—f? a 
(22) 1 Av — u? 

rer eg —f? 


heißen die mittlere Affinkrümmung und das affine Krümmungsmaß der 
Fläche. In (22) bedeutet $ das Gaußsche Krümmungsmaß der ersten 
Grundform 9. 

Die einfachste inhaltstreu-affine Integralinvariante ist die Affin- 
oberfläche 
(23) 2—[[Veleg — f?) dur. 

W. Blaschke und J. Radon haben auch die Formeln der affinen 
Flächentheorie in Ebenenkoordinaten angegeben!"®); hier ordnen sich 
die längst bekannten Gleichungen von A. Lelieuvre'®) auf natürliche 
Weise ein. @ Pick”) verdankt man kanonische Entwicklungen einer 
nicht-abwickelbaren Fläche in der Umgebung eines nicht-parabolischen 
Punktes. In geometrischer Hinsicht stehen die affinen Invarianten 
einer Fläche in naher Beziehung zu denen ihrer Schmiegflächen zweiter 
Ordnung, insbesondere zu der sogenannten Lieschen F,'%) (Nr. 11). 





102) W. Blaschke, Leipz. Ber. 70 (1918), p. 36; J. Radon, ebenda, p. 106. 
Vgl. auch W. Blaschke, Differentialgeometrie II, $ 52. 

103) A. Lelieuvre, Bull. sc. math. (2) 12 (1888), p. 126. 

104) A. Demoulin, Paris C. R. 147 (1908), p. 493, 565; S. W.'Reaves, Giorn. 
di mat. 55 (1917), p. 139 — Diss. Univ. Chicago (Regelflächen); L. Berwald, Math. 
Ztschr. 8 (1920), p. 63; 10 (1921), p. 160; P. Franck, Math. Ztschr. 11 (1921), 
p. 289; W. Blaschke, Differentialgeometrie II, $$ 42, 81—83. Vgl. dazu auch 
P. Franck, Mitt. Math. Ges. Hamburg 5, Heft 3 (1914), p. 113. — Sonstige geo- 
metrische Anwendungen: W. Blaschke, Leipz. Ber. 70 (1918), p. 336; Differential- 
geometrie II, $ 44; vgl. auch H. Brunn, Über Kurven ohne Wendepunkte, Mün- 
chen 1889, p. 59 (Flächen mit zentrischen ebenen Schnitten). W. Blaschke, Math. 
Ztschr. 8 (1920), p. 115; Differentialgeometrie II, $ 45; vgl. auch W. Blaschke, 
Leipz. Ber. 69 (1916), p. 50 (Flächen mit ebenen Schattengrenzen). W. Blaschke, 
Differentialgeometrie II, $ 89 (Flächen mit einer transitiven Gruppe inhaltstreuer 
Affinitäten) E. Salkowski, Math. Ztschr. 17 (1923), p. 144 (Flächen mit einer 
Schar ebener Eigenschattengrenzen). E. Cech®) (Kurven auf Flächen). — Vgl. 
auch die folgenden Fußnoten. 


EIER DEE 
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Von besonderen affıninvariant erklärten Flächenfamilien nennen wir: 

1. Die Affinminimalflächen'®), d.h. die Extremalen des Variations- 
problems 988 —0. Sie sind durch H —= 0 gekennzeichnet und weisen 
auch sonst viele Analogien zu den gewöhnlichen Minimalflächen auf.!0®) 
Zu ihnen gehören die Regelflächen mit Richtebene und die uneigent- 
lichen Affinsphären‘®), d. h. die Flächen mit lauter parallelen Affin- 
normalen. 

2. Die Flächen mit H = konst. (+ 0).1%) Zu ihnen gehören die 
eigentlichen Affinsphären‘®), d. h. die Flächen, deren Affinnormalen 
sämtlich durch einen eigentlichen Punkt gehen. 

3. Die Translationsflächen‘!), unter denen wieder die affinsphä- 
rischen besonderes Interesse bieten. 


105) auch paraboloidische Flächen, d.h. Flächen, deren sämtliche Ziesche 
F, Paraboloide sind. Literatur: G. Darboux, Surfaces 3 (1894), p. 368; 4 (1896), 
p- 512; (Bianchi-Lukat, 1. Aufl., p. 323ff.; 2. Aufl., p. 329 ff.); Paris C. R. 140 
(1905), p. 697; Bull. sc. math. (2) 29 (1905), p. 109; E. Estanave, ebenda, p. 225; 
A. Demoulin, Paris C.R. 147 (1908), p. 493; E. Guillemain, Nouv. Ann. (4) 13 
(1913), p. 262; P. Franck, Jahresb. Deutsche Math.-Ver. 23 (1914), p. 49, 343; 
29 (1920), p. 75; 80 (1921), p. 145; Mitt. Math. Ges. Hamburg 6, Heft 2 (1922), 
p- 47; L. Berwald, Math. Ztschr. 8 (1920), p. 73; W. Blaschke, Hilbert-Festschr. 
u. Math. Ztschr. 12 (1922), p. 262; W. Krause, Diss. Hamburg 1922 (Auszug); 
G. Thomsen, Abh. Math. Sem, Hamburg 2 (1923), p. 71. Siehe auch W. Blaschke, 
Differentialgeometrie II, 88 68—71. 

106) W. Blaschke 1%), " 

107) Diese sind die Integralflichen der partiellen Differentialgleichung 
Zgzfyy — 2ay > Konst. (+0). Sie gehören zu den Flächen mit unbestimmten 
Leitkurven [E. J. Wilezynski, Math. Ann. 76 (1914), p. 129; vgl. Nr. 11]. Lite- 
ratur: @. Darboux, Surfaces III (1894), p. 273; E. Goursat, Bull. Soc. math. France 
24 (1896), p. 43; A. Demoulin, Paris C. R. 147 (1908), p. 413, 493; J. Radon, 
Leipz. Ber. 70 (1918), p. 147 (Regelflächen); @. Scheffers, Math. Ztschr. 1 (1919), 
p- 112; P. Franck, Mitt. Math. Ges. Hamburg 6, Heft ı (1921), p.1. Vgl. 
W. Blaschke, Differentialgeometrie II, 8 78. 

108) W. Blaschke, Leipz. Ber. 69 (1917), p. 191 ff.; Differentialgeometrie II, 
88 74, 80. 

109) Als S-Flächen zuerst untersucht von G. Tzitzeica, Paris C. R. 144 
(1907), p. 1257; 145 (1907), p. 1132; 146 (1908), p. 165; Palermo Rend. 25 (1908), 
p. 180; 28 (1909), p. 210; Atti 4. Congr. Rom. 1908 (1909), tom. 2, p. 304. Außer- 
dem vgl. A. Demoulin, Paris C. R. 146 (1908), p. 1381; 147 (1908), p. 493; 
W. Blaschke, Leipz. Ber. 69 (1917), p. 167; 70 (1918), p. 27; J. Radon, ebenda, 
p- 147 (Regelflächen); K. Reidemeister, Abh. Math. Sem. Hamburg 1 (1922), p. 136; 
W. Blaschke, Diflerentialgeometrie II, s$ 76, 77, 79, 80, 88. 

110) Vgl. K.Zorauski, Bull. Ac. se. Krakau 1906, p. 865; K. Reidemeister, 
Abh. Math. Sem. Hamburg 1 (1922), p. 127 und $$ 85—87 in W. Blaschke, Diffe- 
rentialgeometrie II; @. Scheffers, Abh. Math. Sem. Hamburg 1 (1922), p. 138. — 
Wegen nicht-affingeometrischer Literatur über diese Flächenklasse siehe IIID Dr 
Nr. 6. (R. v. Lilientha)). 
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Auf die zahlreichen der affinen Differentialgeometrie angehörigen 
Ergebnisse über Eiflächen, die namentlich W. Blaschke erhalten hat, 
können wir hier nur hinweisen.'!!) 

Die Grundformeln für die Differentialgeometrie der V,_, im R, 
gegenüber den inhaltstreuen Affinitäten hat Z. Berwald''?) entwickelt, die 
affine Differentialgeometrie der Geradenkongruenzen im R, W. Krause.'!?) 

Differentialinvarianten der Flächen gegenüber der allgemeinen 
affınen Gruppe des R, werden bei A. Tresse‘’*) und K. Zorawski':#) 
berechnet. Nach @. Fubini!!5) kommt die Differentialgeometrie der 
nicht-geradlinigen Flächen gegenüber dieser Gruppe auf die Theorie 
der simultanen algebraischen und differentiellen Invarianten der drei 
Differentialformen 
(24) 91-9, 9=1:y, g—dlgl 
heraus, eine Bemerkung, die L. Berwald‘'®) auf Hyperflächen im R, 
übertragen hat. 


V. Projektive Differentialgeometrie. 


Im folgenden wird nur über jene Untersuchungen berichtet, die 
sich unmittelbar oder mittelbar auf projektive Differentialinvarianten 
beziehen, bei Mannigfaltigkeiten von mehr als einer Dimension also 





111) W. Blaschke, Leipz. Ber. 68 (1916), p. 217; 69 (1917), p. 166, 207, 306; 
0 (1918), p. 18; Differentialgeometrie II, $ 73 ff.; A. Winternitz, Abh. Math. Sem. 
Hamburg 1 (1922), p. 99; T. Kubota, Sc. Rep. Töhoku Univ. Sendai 12 (1923), 
Nr. 1. — Nur z. T. hängen mit der Theorie der afünen Differentialinvari- 
anten zusammen verschiedene kennzeichnende Eigenschaften des Ellipsoides bei 
W. Blaschke und @. Hessenberg. Jahresb. Deutsche Math.-Ver. 26 (1917), p. 215; 
W. Blaschke, ebenda, p. 220; Leipz. Ber. 69 (1917), p. #21; 70 (1918), p. 341; 
Differentialgeometrie II, $ 72; W.@Groß, Leipz. Ber. 70 (1918), p. 38; W. Mand- 
linger, Diss. Hamburg 1922 (Auszug). — Ein affines Gegenstück zur Unverbieg- 
barkeit der Kugel behandelt W. Blaschke, Abh. Math. Sem. Hamburg 1 (1922), 
p. 151; Differentialgeometrie 11, $ 90. R 

112) L. Berwald, Monatsh. Math. Phys. 32 (1922), p. 59 uud 88 65, 66 in 
W. Blaschke, Differentialgeometrie II. — J. A. Schouten, Math. Ztschr. 17 (1923), 
p. 161, 183 ordnet die affine Differentialgeometrie der m-dimensionalen Mannig- 
faltigkeiten (m<n —1) im R, in die Theorie der höheren Übertragungen 
(Nr. 31) ein und gibt zugleich die Verallgemeinerung auf gekrümmte affin-zu- 
sammenhängende (Nr. 28) n-dimensionale Mannigfaltigkeiten. Vgl. Fußnote **°). 

113) W. Krause, Diss. Hamburg 1922 (Auszug). 

114) A. Tresse, Acta math. 18 (1894), p. 69 (Absolute Differentialinv. 4. Ord- 
nung und kanonische Entwicklung); K. Zorawski, Bull. Ac. sc. Krakau 1906, 
p. 865; Prace mat.-fis. 18 (1907), p. 147 (Vollst, System von Differentialinvarianten 
m*er Ordnung). — Vgl. auch R. Mehmke, Ztschr. Math. Phys. 36 (1891), p. 56. 

115) G. Fubini, Lincei Rend. Rom (5) 291 (1920), p. 87. 

116) L. Berwald, Monatsh. Math. Phys. 32 (1922), p. 90. 
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im wesentlichen über die Arbeiten von E. J. Wilezynski und G@. Fu- 
bini, sowie die an sie anschließenden. Unberücksichtigt bleiben na- 
mentlich die Schriften über projektive Differentialgeometrie solcher 
Mannigfaltigkeiten in höheren Räumen, die der Richtung von C. Segre 
angehören.'!?) 


10. Projektive Differentialgeometrie der Kurven. Die Theorie 
der Differentialinvarianten einer Kurve im R,, die keinem R,_, an- 
gehört, gegenüber der Gruppe der nicht-singulären Kollineationen des 
R, hängt aufs engste zusammen einerseits mit der Invariantentheorie der 
gewöhnlichen linearen homogenen Differentialgleichung (n + 1)!" Ord- 
nung?'?), andererseits mit der von J. J. Sylvester‘'?) für n = 2 begrün- 
deten, von E. B. Elliott?) auf n > 3 erweiterten Theorie der Rezipro- 
kanten. 

Mit der projektiven Differentialgeometrie der Kurven in der Ebene 
und im dreidimensionalen Raum hat sich zuerst @. H. Halphen be- 
schäftigt. Die projektive Theorie der Raumkurven hat später E. J. Wil- 


117) Es seien hier wenigstens einige dieser Arbeiten genannt: (©. Segre, Attı 
Ace. Torino 42 (1907), p. 1047; Palermo Rend. 30 (1910), p. 87 (u. 346); Lincei Rend. 
Rom (5) 30T (1921), p. 67, 200, 227; Atti Acc. Torino 56 (1921), p. 143; 57 (1922), 
p. 575; @.Scorza, Atti Acc. Torino 45 (1910), p. 119; E. Cairo, Periodico di mat. 
27 (1912), p. 252; 28 (1913), p. 97, 155; ©. L. E. Moore, Proc. Amer. Ac. Boston 46 
(1911), p. 345; Bull. Amer. Math. Soc. (2) 18 (1912), p. 284; Annals of Math. (2) 
13 (1912), p. 89; C. H. Sisam, Amer. J. Math. 33 (1911), p. 97; A. Terracini, Pa- 
lermo Rend. 31 (1911), p. 392; 33 (1912), p. 176; Atti Acc. Torino 48 (1913), 
p. 411; 49 (1914), p. 184; 51 (1916), p. 443; Lincei Rend. Rom (5) 29II (1920), 
p. 130, 186; E. Artom, Periodico di mat. 28 (1912), p. 59; E. Bompiani, Lincei 
Rend. Rom (5) 211 (1912), p. 697; Atti Acc. Torino 48 (1913), p. 393; Palermo 
Rend. 37 (1914), p. 305; Atti Ist. Veneto 73 (1913), p. 579; Rend. Ist. Lomb. 47 
(1914), p. 177; Lincei Rend. Rom. (5) 25I (1916), p. 493, 576; Palermo Rend. 46 
(1922), p. 91; A. Ranum, Ann. di mat. (3) 19 (1913), p. 205; Amer. J. Math, 37 
(1915), p. 117; Trans. Amer. Math. Soc. 16 (1915), p. 89. — Vgl. auch den Be- 
richt von E. Bompiani, Proc. Intern. Congr. Cambridge 1912, vol. 2 (1913), p. 22, 
ferner III C 7, Nr. 29, 37 (C. Segre), sowie den Anhang von A. Terracini in 
@. Fubini-E. Öech, Geometria proiettivo-differenziale. 

118) Siehe IIA4b), Nr. 34 (E. Vessiot); IB2, Nr. 20 (W. Fr. Meyer). 

119) J. J. Sylvester, Mess. of Math. 15 (1885), p. 74, 88; Paris C. R. 101 
(1885), p. 1042, 1110, 1225, 1460; Amer. J. Math. 8 (1886), p. 196; 9 (1887), p. 1, 
113, 297; 10 (1888), p. 1. Wegen weiterer Literatur siehe W. Fr. Meyer, Jahresb. 
Deutsche Math.-Ver. 1 (1892), p. 23 und IB2, Nr. 20. — O. A. Stöckert, Progr. 
Realg. Chemnitz 1895, erörtert das Verhältnis der Reziprokantentheorie zur 
Theorie der projektiven Differentialinvarianten. 

120) E. B. Elliott, Proc. Math. Soc. London 17 (1886), p. 172; 18 (1837), 
p. 141; 19 (1888), p. 6, 377; 20 (1889), p. 131; Phil. Trans. London 181 (1890), 
p. 19. Vgl. auch A. R. Forsyth, Phil. Trans. London 180 (1889), p. 71. 
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czynski weiter entwickelt und mit seiner Theorie der Regelflächen 
(Nr. 11) in Verbindung gebracht. 

Die Grundformeln der projektiven Differentialgeometrie der Kurven 
in der Ebene") lassen sich in sehr einfacher Weise ableiten. Jede 
solche krumme Linie x = x(f)"), die kein Kegelschnitt ist, besitzt 
einen vom Kurvenelement 5. Ordnung abhängenden natürlichen Para- 
meter 


ı (V®® dt; 


=8,7.21018 

1) So 1[9(012)[(015) + 10(123) + 5(024)) 

— 45(012)(013) {2(023) + (014)} + 40(013)?], 
ihren Projektivbogen.“”) Bei Einführung von p als unabhängige Ver- 
änderliche auf der Kurve und von normierten Koordinaten'”°) 

(2) X 7 G- 1,25) 
bestehen die Identitäten 

3) AXKN)=1, XXXN)+LZARLN-L 











121) @. H. Halphen, These, Paris 1878; einzelne Sätze schon J. de math. 
(3) 2 (1876), p. 257, 371. — Weitere Literatur: J. J. Sylvester, Amer. J. Math. 8 
(1886), p. 196; 9 (1887), p. 1, 113, 297; 10 (1888), p. 1; E. Study, Leipz. Ber. 53 
(1901), p. 348 ff. (Normierte Koordinaten und Projektivbogen); @. Pick, Wien. 
Ber. 115 (1906), p. 155 ff. (Begleitendes Dreieck); A. M. Harding, Giorn. di Mat. 
54 (1916), p. 185 — Diss. Univ. Chicago 1916; K. Kurosu, Töhoku Math. J. 12 
(1917), p. 17 (Projektiv-kovariante Kurven); L. Berwald, Jahresb. Deutsche Math.- 
Ver. 30 (1921), p. 110; @. Sannia, Lincei Rend. Rom (5) 311 (1922), p. 450, 503; 
(5) 3111 (1922), p. 17, 432. — Einzelfragen behandeln: S. W. Reaves, Ann. of math. 
(2) 15 (1914), p. 20 (W-Kurven); J. A. Nyberg, Amer. J. Math. 35 (1913), p. 453 
(Rationale C,); W. W. Denton, Trans. Amer. Math. Soc. 10 (1909), p. 297 (Osku- 
lierende C,). — Vgl. auch die Darstellung bei E. J. Wüezynski, Differential geo- 
metry, Kap. III und die folgenden Fußnoten. Der Text folgt L. Berwald, a. a. O. 

122) x bedeutet die Zusammenfassung der drei homogenen Koordinaten 


i k dix, dıx, d!x . de 
&, %g, &, eines Punktes; analog X, P,...; Gkl)= | ern 3 Fri ji ad — dp’ 
R d’X : E - 
xo — Fer (ED) = | Warp |; (KOXW XD) — IXOXWXR|. 


123) Zuerst (bis auf einen unwesentlichen Zahlenfaktor) bei E. Study '”'). 
Geometrische Deutung bei E.J. Wilezynski, Proc. nat. Ac. sc. 2 (1916), p. 248; 
Palermo Rend. 42 (1917), p. 128. — Oft ist es zweckmäßiger, einen anderen Para- 
meter r zu benutzen, nämlich jenen, für den 

daX d’X ‚„d’X d’X 
ee Ga) (27a 7a) 
ist. Seine Bestimmung erfordert die Integration einer Riccatischen Differential- 


gleichung. Eine analoge Bemerkung gilt für n > 2. Vgl. etwa E.J. Wilezynski, 
Differential geometry, p. 25. 
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Die Determinante 

(4) K=(XX'X") 

ist dann die einzige wesentliche absolute Differentialinvariante der Kurve, 
ihre Projektivkrümmung. Sie ist von siebenter Ordnung. Die Punkte 


(5) P=X, Q=X, R=X”’+1KX 

bilden ein mit der Kurve projektiv-invariant verbundenes Dreieck von 
niedrigster (sechster) Ordnung. Für ihre Ableitungen nach p gelten 
die Gleichungen 


(6) P=Q, =R-I1KP, R=P_ +KQ. 

K = konst. kennzeichnet die W-Kurven, K = 0 insbesondere die äqui- 
anharmonischen.'*) Außerdem sind untersucht worden !?!): die Kurven 
dritter Ordnung, die in einem Punkte einer beliebigen Kurve osku- 
lierende W-Kurve und die oskulierende Kurve dritter Ordnung, sowie 
die achtpunktig berührenden Kurven dritter Ordnung. 

Für die gewundenen Kurven im R,'®) lag bis Ende 1922 keine 
gleich einfache Herleitung der Grundformeln der projektiven Diffe- 
rentialgeometrie vor. Wir beschränken uns daher auf einige kurze An- 
gaben. 

Als Projektivbogen für eine gewundene Linie x — 2(f)”?®) im B,, 
die keine Gewindekurve (Kurve eines linearen Komplexes) ist, kommt 
— bis auf eine multiplikative, unbestimmt bleibende Konstante — 
die Integralinvariante 
"Veo 
.J (0123) 
it) = 4 (0126) + 4(0135) + 5(0234)} (0123)? 

— 6 {3(0125) +5(0134)} (0123)(0124) + 15(0124)? 


in Betracht. Absolute Differentialinvarianten existieren erst von der 
Ordnung 7 an, und zwar (im wesentlichen) für jede der Ordnungen 7, 


dt; 





\ 


124) d. h. die kollinear-transformierten der logarithmischen Spirale, die 
ıhre Radienvektoren unter 30° schneidet. Über W-Kurven vgl. auch IIID4, II. 
(@. Scheffers). 

125) Literatur: @. H. Halphen, J. Ee. Polyt. 28, cah. 47 (1880), p. 1 
E. J. Wilezynski, Trans. Amer. Math. Soc. 6 (1905), p. 99; Differential geometry» 
Kap. XII, XIV; @. Sannia, Ann. di mat. (4) 1 (1923), p. 1. — Außerdem: 7. M' 
Simpson, Diss. Univ. Chicago 1920 (Zusammenhänge zwischen projektiver und 
metrischer Differentialgeometrie der Raumkurven); E. Öech, Rozpravy Ak. Prag 
30 (1921), Nr. 15 (tschech.). Vgl. auch K. Kurosu !2}), 

126) x bedeutet hier die Zusammenfassung der vier homogenen Koordi- 
dix, da, dx, d"z, 
au a an am 

8* 





naten &,,%,, 2, x, eines Punktes; (ik Im) = 
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8... genau zwei. Auch eine kanonische Entwicklung der Kurve so- 
wie nd begleitende Tetraeder sind angegeben worden. 

Die Kurven mit festen absoluten Differentialinvarianten siebenter 
Ordnung sind die räumlichen W-Kurven. Außer ihnen sind auch die 
Raumkurven dritter und vierter Ordnung, die oskulierende W-Kurve, 
die oskulierenden Flächen zweiter Ordnung, der oskulierende lineare 
Komplex”), sowie gewisse mit der Kurve invariant-projektiv ver- 
knüpfte Regelflächen mit den Methoden der projektiven Differential- 
geometrie behandelt worden. 

Die projektiven Differentialinvarianten der Kurven im R, hat 
L. Berzolari'?®) untersucht. 

Schließlich erwähnen wir noch eine Reihe von Arbeiten, die sich 
mit simultanen projektiven Differentialinvarianten von zwei oder mehr 
Kurven (und gegebenenfalls auch von Punkten, Geraden und Ebenen) 
in besonderen Lagebeziehungen befassen.) Zum Teil lassen sich 
diese Untersuchungen als solche über projektive Invarianten zweier 
Kurvenelemente zweiter Ordnung auffassen.'?°) 


11. Die Methode von Wilezynski in der projektiven Differential- 
geometrie der Flächen, Geradenkongruenzen und Kurvennetze. Die 
Untersuchungen über projektive Differentialinvarianten und deren An- 
wendungen in der Geometrie, die an E. J. Wilezynski anschließen, sind 
so zahlreich, daß wir uns hier darauf beschränken müssen, einerseits 
die angewandten Methoden zu skizzieren, andererseits die wichtigsten 
geometrischen Begriffe zu erörtern, die in diesen Untersuchungen auf- 
treten. 

Allgemein läßt sich die Methode von Wilezynski als eine Methode 
der Differentialgleichungen kennzeichnen. Dem Gebilde, das auf seine 


127) E.J. Wilezynski, Differential geometry, Kap. XII, $ 4; vgl. auch 
R. Weitzenböck, Ber. Wien 127 (1918), p. 973 ff. e 

128) L. Berzolari, Ann. di math. (2) 26 (1897), p. 1. — Über projektive 
Differentialgeometrie der Kurven im R, vgl. F. P. White, Proc. Cambr. Phil. Soc. 
21 (1922), p. 216. 

129) H.J. Stephen Smith, Proc. London Math. Soc. 2 (1867), p. 212; R. Mehmke, 
Ztschr. Math. Phys. 36 (1891), p. 56, 206 = Mitt. math.-nat. Württemberg 4 
(1891), p. 38; E. Woelffing, Ztschr. Math. Phys. 38 (1893), p. 237 [vgl. auch 
ebenda 40 (1895), p. 41f.]; E. O. Lovett, Annals of math. 12 (1898), p. 79; Paris 
C. R. 127 (1898), p. 346; Bull. sc. math. (2) 23 (1899), p. 10; Amer. J. Math. 21 
(1899), p. 168; 22 (1900), p. 46; C.L. Bouton, Bull. Amer. Math. Soc. 4 (1898), 
p- 313; E. Study, Leipz. Ber. 53 (1901), p. 338. 

130) Vgl. dazu namentlich — für n=2 —: E. Study, Leipz. Ber. 53 (1901), 
p. 338. Über Kurven- und Flächenelemente höherer Ordnung siehe III D 7, Nr. 15 
(H. Liebmann), IITABT, Nr. 35 (E. Müller). 
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differentiellen projektiven Eigenschaften hin untersucht werden soll, 
wird zunächst ein unbeschränkt integrables System von Differential- 
gleichungen zugeordnet, das es bis auf nicht-singuläre Kollineationen 
festlegt. Sodann werden die invarianten differentiellen Bildungen (Diffe- 
rentialinvarianten und -kovarianten) des Systems aufgesucht, als in- 
variante Bildungen des betrachteten Gebildes gegenüber der Gruppe 
der nichtsingulären Kollineationen aufgefaßt, und schließlich die pro- 
jektiven Eigenschaften des Gebildes zu diesen invarianten Bildungen 
in Beziehung gesetzt.'?') 


Über die projektive Differentialgeometrie der Flächen im R,"??) 
lagen schon vor E. J. Wilezynski einige Ergebnisse vor. Moutard''?°) 
hat bereits 1863 die Schmiegkegelschnitte der ebenen Schnitte einer 
Fläche durch eine Flächentangente untersucht. Nach 8. Lie!) fallen 
die oskulierenden Flächen zweiter Ordnung der asymptotischen Regel- 
flächen?) einer nicht geradlinigen Fläche für jeden Flächenpunkt 
zusammen (Liesche F, des Flächenpunktes).'?°) G. Darboux'”) verdankt 
man außer einer kanonischen Reihenentwicklung!?®) die Einführung 
dreier projektiv-invarianten Tangenten in jedem Punkte der Fläche 
sowie der entsprechenden Kurvenscharen (Tangenten und Kurven von 


131) Vgl. E.J. Wilezynski, Bull. Amer. Math. Soc. (2) 19 (1913), p. 331, wo 
der Grundgedanke der Methode für V,, im R, auseinandergesetzt wird. 

132) Beziehungen zwischen metrischen und projektiven Eigenschaften einer 
Fläche hat A. Voss, Math. Ann. 39 (1891), p. 179 behandelt. 

133) S. Moutard, Paris C. R. 91 (1880), p. 1055; vgl. auch J. V. Poncelet, 
Applications d’analyse et de geometrie, t. 2 (1864), p. 363f.; M. Chasles, Rapport 
sur les progr&s de geometrie, Paris 1871, p. 354. Unabhängig wiedergefunden 
von @. Darboux, Bull. sc. math. (2) 4 (1880), p. 348; Auszug Paris C. R. 91 
(1880), p. 969 und E. J. Wilezynski, Trans. Amer. Math. Soc. 10 (1909), p. 279. 
Siehe auch E. (ech, Publ. Fac. sc. Univ. Masaryk, Brünn 1921, Nr. 3, 4. 

134) $. Lie 1878: Ges. Abh. 3 (1922), p. 718; Forh. Selsk. Christ. 1882, 
Abh. 21. — Vgl. außer den in !%) genannten Arbeiten auch noch E. J. Wil- 
czynski, Trans. Amer. Math. Soc. 9 (1908), p. 80; P. Franck, Sitzgsb. Berl. Math. 
Ges. 13 (1914), p. 110; @. Scheffers, Sitzgsb. Berl. Math. Ges. 14 (1915), p. 68; 
F. Engel in S. Lie, Ges. Abh. 3 (1922) p. 753. 

135) Asymptotische Regelflächen (osculating ruled surfaces) heißen die Regel- 
flächen, die von den Tangenten der einen Schar von Asymptotenlinien längs 
einer Asymptotenlinie der anderen Schar gebildet werden. 

136) Bei den amerikanischen Autoren osculating quadriec. 

137) @. Darboux '?®); vgl. auch E. J. Wilezynski'?®). 

138) Eine andere kanonische Entwicklung, von Darboux nur erwähnt, findet 
sich zuerst bei A. Tresse, Acta math. 18 (1894), p. 1, dann bei E.J. Wilezynski, 
Trans. Amer. Math. Soc. 9 (1908), p. 79. Vgl. auch @. Fubini, Ann. di mat. (3) 
25 (1916), p. 239; G@. M. Green, Trans. Amer. Math. Soc. 20 (1919), p. 115. 
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Darboux).'?) Zu den konjugierten drei Tangenten ist später auf an- 
derem Wege (0. Segre'#°) gelangt (Tangenten von Segre). 

E. J. Wiüeczynski führt die projektive Theorie der nicht-abwickel- 
baren Regelflächen im R,'') auf das System 


RO EMO MOVE TLROFE 
n + P21() = + pa) + 912) Yy + 99 (2) 2 = 0 


von gewöhnlichen homogenen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
zurück. Vier Paare y, =y,(x), 2; = 2,{2) (= 1, 2, 3, 4) von Lösungen, 


dyd ; j 
für die (v Fr 7) — 0142) ist, werden als die homogenen Koordinaten 


139) Bei @. Darboux tangentes bzw. lignes d’osculation quadrique. Jene 
sind so erklärt: Jeder Flächenpunkt P ist dreifacher Punkt für die Schnittkurve 
der Fläche mit einer in P oskulierenden F,. Wenn die drei Tangenten dieser 
Schnittkurve in P zusammenfallen, so fallen sie notwendig in eine Tangente 
von Darboux. — Darboux bestimmt ferner die in vierter Ordnung berührende 
Steinersche Fläche; siehe auch E.J. Wilezynski '??). 

140) C. Segre, Lincei Rend. Rom (5) 17H (1908), p. 405. Vgl. auch G.M. 
Green, Proc. Nat. Ac. 4 (1918), p. 346; Trans. Amer. Math. Soc. 20 (1919), p. 140; 
L. Berwald, Math. Ztschr. 10 (1921), p. 164; E. Öech, Ann. di mat. (3) 31 (1922), 
p. 193. Eine Verallgemeinerung für Hyperflächen bei E. Cech, Ann. di mat. (8) 
31 (1922), p. 274. 

141) E. J. Wüezynski, Trans. Amer. Math. Soc. 2 (1901), p. 1, 343; 3 (1902), 
p. 60, 423; 4 (1908), p. 185; 5 (1904), p. 226, 438; 6 (1905), p. 75; Math. Ann. 
58 (1904), p. 249; Verh. Intern. Math.-Kongr. Heidelberg 1905, p. 361 (der wesent- 
liche Inhalt dieser Arbeiten ist zusammengefaßt in Differential geometry, Kap. IV 
bis XII); Trans. Amer. Math. Soc. 9 (1908), p. 293 (Kanonische Reihenentwick- 
lung mit geometrischen Anwendungen). — Weitere Literatur: G@. Tzitzeica, Paris 
C. R. 147 (1908), p. 173; Bull. sect. sc. Ac. Roumaine 3 (1915), p. 86 (R. mit zu- 
sammenfallenden Wendeknoten auf jeder Erzeugenden); E. B. Stouffer, Proc. 
London Math. Soc. (2) 11 (1913), p. 185 (R. im R,); W. W. Denton, Trans. Amer. 
Math. Soc. 14 (1913), p. 175 — Diss. Univ. Chicago (Abwickelbare Flächen); 
©. T. Sullivan, Trans. Amer. Math. Soc. 16 (1915), p. 199 (Ersatz der Leitkon- 
gruenzen bei R.); A. F. Carpenter, Trans. Amer. Math. Soc. 16 (1915), p. 509 
— Diss. Univ. Chicago (R., deren Wendeknotenkurve zwei ebene Zweige hat); 
Ann. di mat. (3) 26 (1917), p. 285 (Allgem. Theorie der R.); $. W. Reaves, Giorn. 
di mat. 55 (1917), p. 139 — Diss. Univ. Chicago (Metrische Eigenschaften der 
Wendeknoten); E. Cech, Publ. fac. sc. Univ. Masaryk, Brünn 1921, Nr. 4 (Alle. 
Theorie); Casopis 52 (1923), p. 18 (Eine besondere Klasse von R.); J. W. Lasley jr., 
Diss. Univ. Chicago 1922 (Die sukzessiven Wendeknotenflächen einer R.); E. P. Lane, 
Trans. Amer. Math. Soc. 25 (1923), p. 281 (Paare von R., deren Erzeugende um- 
kehrbar-eindeutig aufeinander bezogen sind); E£. Öech, Oops 53 (1923), p. 31 
(tschech.) (Neue Methode für R. Verallgemeinerung auf Die von oo! R,in Raa+ı)- 


142) (vi = nn) bedeutet die vierreihige Determinante aus den Koordi- 


naten der Punkte y, 2, -—-. —— : 


(8) 
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der Punkte zweier Kurven interpretiert; die Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte y, z bilden die zu betrachtende Regelfläche. 

Die geometrischen Begriffe, die hier eine Rolle spielen, hängen 
zumeist mit den Wendeknoten (fleenodes) der Regelfläche zusammen, 
d. h. den Punkten, in denen sie eine (von der Erzeugenden verschie- 
dene) vierpunktig berührende Tangente, die Wendeknoten- oder Ruh- 
tangente, besitzt.) Auf jeder Erzeugenden gibt es zwei (getrennte 
oder zusammenfallende) Wendeknoten, deren Ort die Wendeknotenkurve 
ist. Der Ort der Ruhtangenten ist die Wendeknotenfläche"*) Oskulie- 
rende Regelschar erster Art einer Erzeugenden g einer reellen Regel- 
fläche heißt jene Regelschar des in g oskulierenden Hyperboloides, der 
die Erzeugende g selbst angehört. Die Geraden aller oskulierenden 
Regelscharen erster Art einer Regelfläche bilden deren Wendeknoten- 
kongruenz. Die Brennfläche dieser Kongruenz besteht aus den beiden 
Mänteln der Wendeknotenfläche. Endlich sei noch das Schmieggewinde 
der Regelfläche in einer Erzeugenden g genannt, d. h. der lineare Kom- 
plex, der durch die Erzeugende g und vier konsekutive bestimmt ist. 

Die projektive Differentialgeometrie einer auf ihre Asymptoten- 
linien bezogenen nicht geradlinigen Fläche im R, ist nach E. J. Wil- 
czynski'#) äquivalent mit der Invariantentheorie eines unbeschränkt 
integrabeln Systems der Form 


0°y 0Y ey Ei 
a a 


+2 42H ey=0, (@-b=F0) 
das noch auf eine kanonische Gestalt gebracht werden kann, in der 
a—=b— 0 ist. E. J. Wilezymski‘) hat auch die entsprechende Theorie 
für eine auf beliebige Parameterkurven bezogene Fläche aufgestellt, 
@G. M. Green") sie vereinfacht. 


Die wichtigsten geometrischen Begriffe der projektiven Flächen- 
theorie rühren zum größten Teil von E.J. Wilezynski'*?), @. M. Green '*”) 


(9) 


143) A. Cayley, Cambridge and Dublin Math. J. 7 (1852), p. 166 — Coll. 
Math. Papers II, p. 28; @.Salmon, Cambridge and Dublin Math. J. 4 (1849), p. 252. 

144) Wendeknotenkurve und Wendeknotenfläche dürften zuerst von A. Voß, 
Math. Ann. 8 (1875), p. 54 untersucht worden sein. 

145) E.J. Wilezynski, Trans. Amer. Math. Soc. 8 (1°07), p. 233. 

146) E.J. Wilezynski, Trans. Amer. Math. Soc. 10 (1909), p. 176. 

147) @. M. Green, Trans. Amer. Math. Soc. 16 (1915), p. 1. 

148) E.J. Wilezynski, Trans. Amer. Math. Soc. 9 (1908), p. 79. 

149) G. M. Green, Proc. Nat. Ac. sc. 3 (1917), p. 587; 4 (1918), p. 346; (Aus- 
züge aus:) Trans. Amer. Math. Soc. 20 (1919), p. 79; @. Fubini, Atti Acc. Torino 
53 (1918), p. 1032. 
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und @. Fubini'‘®) her. Außer den Schmieggewinden der schon er- 
wähnten asymptotischen Regelflächen sind vor allem wichtig die Leit- 
linien der Kongruenz erster Ordnung erster Klasse, die den Schmieg- 
gewinden der Asymptotenlinien gemeinsam ist (Leitlinien von Wil- 
czynski). Die Leitlinie erster Art d liegt in der Tangentenebene des 
betreffenden Punktes P der Fläche, die Leitlinie zweiter Art d’ geht 
durch P und ist zu d reziprok, d. h. konjugiert in bezug auf die Lie- 
sche F, von P. Die Leitlinien erster bzw. zweiter Art bilden zwei 
Kongruenzen, die Leitkongruenzen, deren abwickelbare Flächen auf der 
gegebenen Fläche ein- und dasselbe Kurvennetz bestimmen, die Leit- 
oder Direktrixkurven. Allgemeiner kann man mit Green jeder Geraden 
! in der Tangentenebene von P ihre reziproke 1’ entsprechen lassen, 
die dann durch P geht. Ist jedem Punkte der Fläche eine Gerade 7 
durch ihn zugeordnet, so heißt die Kongruenz der Geraden !’ axial, 
die der reziproken Geraden / radial auf die Fläche bezogen.'”) Auf 
jeder Fläche gibt es eine Schar von oo? Kurven derart, daß die 
Schmiegebenen aller Kurven der Schar in einem Flächenpunkt P die 
zugehörige Gerade /’ einer axial auf die Fläche bezogenen Kongruenz 
enthalten (axiale Vereinigungskurven).'?!) Dualistisch stehen den axialen 
die radialen Vereinigungskurven'?!) gegenüber. Die einfachste axial auf 
die Fläche bezogene, zu ihr kovariante Geradenkongruenz, deren ab- 
wickelbare Flächen die gegebene Fläche in einem konjugierten Netze 
schneiden, ist die unabhängig von @. M. Green?) und (Nr. 12) @. Fu- 
bini'4®) gefundene Kongruenz der Projektivnormalen (pseudonormals). 
Die beiden Arten von Vereinigungskurven sind besondere Fälle von 
hypergeodätischen Linien, d. h. von Kurvenscharen, die durch eine 
Differentialgleichung der Gestalt: 


(10) = —=A(u,v) (2) + 3. B(u, v) (+ 30(u, or + D(u, v) 


definiert sind. Solche Scharen von 00? Kurven haben viele bemerkens- 
werte Eigenschaften.'??) 


150) Die Begriffe bei @. M. Green '*®), die Bezeichnungen bei E. J. Wil- 
czynski, Trans. Amer. Math. Soc. 23 (1922), p. 223. Vgl. auch @. Fubini !9). 

151) union curves bzw. adjoint union curves bei P. Sperry, Amer. J. Math. 
40 (1918), p. 213 = Diss. Univ. Chicago, die sie zuerst betrachtet hat. Vgl. auch 
G. M. Green, Trans. Amer. Math. Soc. 21 (1920), p. 207; E. Bompiani, Lincei 
Rend. Rom. (5) 32I (1923), p. 376. Die Bezeichnungen des Textes bei E.J. Wil- 
czynski, Trans. Amer. Math. Soc. 23 (1922), p. 223. 

152) E. J. Wilezynski, Trans. Amer. Math. Soc. 23 (1922), p. 223; G@. Fubini, 
Lincei Rend. Rom (5) 3211 (1923), p. 321. Dort wird der Name „hypergeodätische 
Linie“ in anderem Sinne gebraucht [vgl. '"!*)]. — Weitere Literatur über nicht- 
geradlinige Flächen, außer der in !32) bis 14%) und 145) bis '') genannten: E. J. Wil- 
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Die ersten Untersuchungen über die projektive Differentialgeo- 
metrie der Geradenkongruenzen im R, gehen auf E. Waelsch'°®) zurück, 
bei dem insbesondere zuerst die einzige wesentliche projektive Diffe- 
rentialinvariante zweiter Ordnung einer Kongruenz auftritt. E. J. Wil- 
czynski‘*) bringt die projektive Differentialgeometrie der Geradenkon- 
gruenzen mit zwei getrennten Brennpunkten Yy, 2 auf jeder Kongruenz- 
geraden in Verbindung mit der Invariantentheorie eines unbeschränkt 
integrablen Systems der Gestalt 


ö 0 : 
[ie —mno)a ale) y + Duo)st emo? U + ann), 


0 da [2 ’ [4 d 14 H 
[28 = n(u,v)y, Si = a (uv)y+b (uv)2-+c (u,0) 5% + d’(u,v) de . 


Diese Betrachtungsweise setzt die Bestimmung der abwickelbaren Flä- 
chen der Kongruenz bereits als geleistet voraus. Andere Methoden, die 
diese Voraussetzung vermeiden, sind von (4. M. Green'®), J. M. Kin- 
ney'®) und E. J. Wilezynski'55) angegeben worden. 


(11) 








czynski, Trans. Amer. Math. Soc. 14 (1913), p. 421 (Besondere W-Flächen); Math. 
Ann. 76 (1914), p. 129 (Flächen mit unbestimmten Leitkurven); @. M. Green, Diss. 
Univ. Columbia 1913 (Dreifache Flächensysteme); ©. T. Sullivan, Trans. Amer. Math. 
Soc. 15 (1914), p. 167 —= Diss. Univ. Chicago 1912 (Flächen, deren Asymptotenlinien 
Gewindekurven sind); @. Tzitzeica, Bull. Sect. sc. Ac. Roumaine 3 (1915), p. 200, 205 
(Flächen auf deren beiden asymptotischen Regelflächen die Zweige der Wende- 
knotenkurve zusammenfallen); ©. H. Yeaton, Ann. di mat. (3) 26 (1916), p. 1—= Diss. 
Univ. Chicago, Proc. London Math. Soc. (2) 15 (1917), Nachtr. p. 7 (Flächen mit be- 
sonderen Eigenschaften der Leitkongruenzen); F. M. Morrison, Amer. J. Math. 39 
(1917), p. 199 = Diss. Univ. Chicago (Projektive und metrische Differentialgeometrie); 
R. Weitzenböck, Ber. Wien 127 (1918), p. 1529 (Differentialinvarianten einer Fläche); 
E. Üech, Rozpravy Ak. Prag 30 (1921), Nr. 23, 36 (tschech.) (Gewisse Korrespon- 
denzen zwischen zwei Flächen); Lincei Rend. Rom (5) 30H (1921), p. 491; Publ. 
fac. sc. Univ. Masaryk, Brünn 1922, Nr. 11 (Flächen mit lauter ebenen Kurven 
von Segre); Lincei Rend. Rom (5) 811 (1922), p. 154 (Flächen mit lauter ebenen 
Kurven von Darbouz); (5) 311 (1922) p. 496; Casopis 50 (1921), p. 219 (tschech.); 
Ann. di mat. (3) 31 (1922), p. 191 (Projektiv - differentialgeometrisches Studium 
des Flächenelementes 3. und 4. Ordnung). Vgl. auch !°) bis 177), 

153) E. Waelsch, Ber. Wien 100 (1891), p. 158; vgl. auch A. Demoulin, Paris. 
C. R. 118 (1894), p. 242; E. Cosserat, ebenda p. 335; E. Waelsch, ebenda p. 736; 
4. Demoulin, Paris C. R. 130 (1900), p. 1701; L. Berwald, Diss. München (Univ.) 
1909, p. 25f. Auch die Schriften von @. Koenigs: These, Paris 1882; La geo- 
metrie reglee et ses applications, Paris 1895, sind hier zu nennen. — Von 
E. Waelsch stammt u. a. der wichtige Begriff der Begleitkomplexe einer Kon- 
gruenz. 

154) E.J. Wilezynski, M&m. publ. par la classe des 8c., Ac. Belgique, Coll. 
en 4°, (2) 3 (1911), 86 p. 

155) @. M. Green, Amer. J. math. 37 (1915), p. 240; J. M. Kinney. Diss. 
Univ. Chicago 1920; E.J. Wüezynski, Trans. Amer. Math. Soc. 21 (1920), p. 157. 
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E. I. Wilezynski hat von seiner Theorie'”*) auch zahlreiche geo- 
metrische Anwendungen gemacht. So studiert er z. B. die projektiven 
Eigenschaften der beiden Mäntel der Brennfläche, der Kurven, die von 
den abwickelbaren Flächen der Kongruenz auf der Brennfläche aus- 
geschnitten werden, der Regelflächen und der Laplaceschen Transfor- 
mierten der Kongruenz. Später!?®) hat er die projektive Tbeorie der 
Kongruenzen (und der konjugierten Systeme auf einer Fläche) um 
einige wichtige Begriffe bereichert. Ein konjugiertes System auf einer 
Fläebe schickt durch jeden Punkt P der Fläche zwei Kurven, deren 
Schmiegungsebenen in P sich in der Achse von P in bezug auf 
das konjugierte System schneiden. Die Achsen aller Punkte der 
Fläche bilden die Achsenkongruenz, deren abwickelbare Flächen die 
gegebene Fläche in den Achsenkurven schneiden. Diesen Begriffen 
stehen dualistisch gegenüber die Begriffe: Strahl, Strahlkongruenz, 
Strahlkurven. 

Einige neuere Arbeiten '??) sind liniengeometrischen Darstellungen 
z. T. projektiver Natur der Funktionen einer komplexen Veränder- 
lichen gewidmet.'°®) 

Eine projektive Theorie der Kurvenscharen und -netze in der Ebene 
ist von E. J. Wilezynski und @. M. Green aufgestellt worden !?®), eine 
solche der konjugierten Kurvennetze auf einer krummen Fläche von 


156) E.J. Wilezynski, Trans. Amer. Math. Soc. 16 (1915), p. 311. — Vgl. 
auch E. P. Lane, Amer. J. Math. 43 (1921), p. 52 = Diss. Univ. Chicago (Kon). 
Systeme mit unbestimmten Achsenkurven); CO. A. Nelson, Töhoku Math. J. 20 
(1922), p. 217 = Diss. Univ. Chicago (Konj. Systeme mit konjugierten Achsen- 
kurven). 

157) E.J. Wilezynski, Trans. Amer. Math. Soc. 20 (1919), p. 271; 21 (1920), 
p. 409; @. E. C. Gibbens, Diss. Univ. Chicago 1922; vgl. auch F. E. Wood, Trans. 
Amer. Math. Soc. 23 (1922), p. 407f. 

158) Weitere Literatur über Geradenkongruenzen: G.M. Green “*°), E.J. Wil- 
czynski '5®), L. S. Shively, Diss. Univ. Chicago 1921 (Metrisches Studium); F. E. 
Wood, Trans. Amer. Math. Soc. 23 (1922), p. 336 (Kongruenzen mit besonderen 
Eigenschaften); C. Kendall, Amer. J. Math. 45 (1923), p. 25 = Diss. Univ. Chicago 
(Besondere mit einer Fläche verknüpfte Kongruenzen). Vgl. auch '”®) bis 2m. 

159) E. J. Wilezynski, Trans. Amer. Math. Soc. 12 (1911), p. 473; G@. M. 
Green, Trans. Amer. Math. Soc. 15 (1914), p. 277. Ferner: J. O. Haßler, Diss. 
Univ. Chicago 1916 (Netze von der Periode 3 bei Laplacescher Transformation); 
A. L. Nelson, Palermo Rend. 41 (1916), p. 238 = Diss. Univ. Chicago, Bull. Amer. 
Math. Soc. 22 (1916), p. 445 (Netze mit gleichen Laplace- Darbouxschen Invari- 
anten). Metrisches Studium der ebenen Kurvennetze bei H. R. Kingston, Amer. 
J. Math. 38 (1916), p 407 = Diss. Univ. Chicago. — Über Netze von der Periode 3 
bei Laplacescher Transformation vgl. auch L. P. Eisenhart, Amer. J. Math. 40 
(1918), p. 127, und Fußnote '®'). 
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G. M. Green und E. P. Lane‘). E.J. Wilezynski und G. M. Green 
haben auch für diejenigen ebenen Kurvennetze!#) und konjugierten 
Netze auf einer krummen Fläche'#?), die gleiche Laplace-Darbouxsche 
Invarianten besitzen, eine neue Kennzeichnung gegeben und die isotherm- 
konjugierten Netze‘‘) zum erstenmal rein geometrisch charakterisiert. 


12. Die Methode von Fubini in der projektiven Differential- 
.geometrie der Mannigfaltigkeiten von zwei und mehr Dimensionen. 
@. Fubini hat die Methode der simultanen Differentialformen auf die 
projektive Differentialgeometrie zwei- und mehrdimensionaler Mannig- 
faltigkeiten übertragen. Wir geben hier einen kurzen Bericht über 
diese Methode, zu der auch E. Öech!%) und @. Sannia!®) Beiträge 
geliefert haben. 

Die projektive Differentialgeometrie der nicht geradlinigen Flächen 
im R,'°°) führt @. Fubini auf die Betrachtung dreier simultanen Diffe- 
rentialformen zurück, die gegenüber der Gruppe @,, der nicht-singu- 


160) G. M. Green, Amer. J. Math. 37 (1915), p. 215; 38 (1916), p. 287; 
E. P. Lane, Trans. Amer. Math. Soc. 23 (1922), p. 283. 

161) G. M. Green, Ann. of Math. (2) 19 (1918), p. 246; Trans. Amer. Math. 
Soc. 20 (1919), p. 106. Über die ältere Kennzeichnung vgl. @. Koenigs, Paris 
C. R. 114 (1892), p. 55; A. L. Nelson °®); L._P. Eisenhart, Ann. of Math. (2) 18 
(1917), p. 221; H. Liebmann, Math. Ztschr. 14 (1922), p. 160. — In Beziehung zu 
projektiv-spezialisierten Flächen stehen solche Netze von der Periode drei und 
sechs bei Laplacescher Transformation; vgl. @. Tzitzeica, Paris ©. R. 147 (1908), 
p: 1036; E. J. Wilezynski, Math. Ann. 76 (1914), p. 129; @. Tzitzeica, Bull. Sect. 
sc. Ac. Roumaine 3 (1915), p. 200, 205. 

162) E,J. Wilezynski, Proc. Nat. Ac. sc. 1 (1915), p. 59; Trans. Amer. Math. 
Soc. 16 (1915), p. 319; @. M. Green, Amer. J. Math. 38 (1916), p- 313; Bull. Amer. 
Math. Soc. (2) 24 (1918), p. 221. — Über die ältere Kennzeichnung vgl. @. Dar- 
boux, Surfaces IV (1896), p. 34 ff.; E. Bompiani, Lincei Rend. Rom. (5) 241 (1915), 
p. 193 ff. 

163) E. J. Wilezynski, Trans. Amer. Math. Soc. 16 (1915), p.323; @. M. Green, 
Proc. Nat. Ac. sc. 1 (1915), p. 516; Amer. J. Math. 38 (1916), p. 323; E.J. Wil- 
ezynski, Amer. J. Math. 42 (1920) p. 211; Math. Ann. 85 (1922), p. 208. — We- 
gen des Begriffes der isotherm-konjugierten Netze vgl. Bianchi-Lukat, $ 70 und 
IID3, Nr. 42 (R. v. Lilienthal). 

164) E. Cech, Lincei Rend. Rom (5) 311 (1922), p. 350; 3111 (1922), p. 475; 
Ann. di mat. (3) 31 (1922), p. 251 (Neue Ableitung der Grundformeln von Fubini 
für Flächen im R, und Hyperflächen im R,„; Ausdehnung auf gewisse Element- 
mannigfaltigkeiten des R,); Lincei Rend. Rom (5) 32II (1923), p. 335 (Differen- 
tialinvarianten des projektiven Linienelementes). 

165) G. Sannia, Ann. di mat. (3) 31 (1922), p. 165 entwickelt nebeneinander 
die euklidische, nichteuklidische, affıne und projektive Flächentheorie. 

166) @. Fubini, Atti Acc. Torino 49 (1914), p. 786; Ann. di mat. (3) 25 
(1916), p. 229; Palermo Rend. 41 (1916), p. 135; Lincei Rend. Rom (5) 27II (1918), 
p- 11, 44, Atti Ace. Torino 53 (1918), p. 1032; Palermo Rend. 43 (1918), p.1; 
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lären Kollineationen invariant sind: Die erste dieser projektiven Grund- 
formen hat zu Nullinien die Asymptotenlinien der Fläche, die zweite 
die Kurven von Darboux (Nr. 11). Diese beiden Grundformen können 
nach @. Pick”) folgendermaßen abgeleitet werden. Man setze 


| L—= (0,,0,8,8, Ma BR) N — ut), 
(12) en (DuuuluRe®) Pe Fuuoluhor)) = (Aurokutot), 

| 8 — (bot) N) 
und bilde mit diesen Größen nach Nr. 9, (8), (9), (11) die Differen- 
tialformen , v® und die Invariante /. Dann sind 
© — I-p = Edu? + 2Fdudv + Gdv, 
(3) en I:v= Adu? + 2Bau’dv + 30 dudv? + Dav? \®) 
die gesuchten Differentialformen und 
(14) z,—= VI (= 1,2,3, 4) 
gegenüber G,, invariant normierte Koordinaten eines Punktes der Fläche. 
Die Verbindungslinie des Punktes @ der Fläche mit dem Punkte 
(15) y- 14,2%) 
ist die Projektivnormale der Fläche im Punkte 2.1"") Die dritte pro- 
jektive Grundform ist 
(16) Be en) — Ldu? +2 Mdudv + N dv. 
Zwischen den Koeffizienten der drei Grundformen ®, %, X bestehen 
die algebraischen Relationen 


(17) EC—2FB+GA=ED—2FC+ GB=EN—2FM+GL=0 
und außerdem differentielle Beziehungen, die hier nicht angeschrieben 
werden sollen. Zu drei Differentialformen 


| D®— Edu? + 2Fdudv + Gdv?, (EG— PF+0); 
(18) X — Ldu? +2 Mdudv + N dv; 
| 5 — Adu® + 3 Bdu?dv + 3Cdudv? + Dav, 


Lincei Rend. Rom (5) 32 (1923), p. 273, 321. Zum ganzen Abschnitt 12 vgl. 
auch G. Fubini-E. Cech, Geometria proiettivo-differenziale, und L. Biancht, 
Lezioni II, 3. Aufl., p. 812. — Im Fall der geradlinigen Flächen gibt es keine 
derartigen absolut-invarianten Grundformen; vgl. Palermo Rend. 43 (1918), p. 6ff 

167) G. Pick, Jahresb. Deutsche Math.-Ver. 28 (1919), 2. Abt., p. 56. 

168) Hierin bedeutet = x(u, v) die Zusammenfassung der vier homogenen 
Koordinaten &,, &,, &,, x, eines Punktes der Fläche, die Zeiger u, v partielle Ab- 
leitungen und die Klammerausdrücke vierreihige Determinanten. 

169) @. Fubini benutzt an Stelle von # als zweite Grundform 2%. 

170) A, ist der zweite Beltramische Differentialparameter in bezug auf die 
Grundform ®. Gl. (15) ist eine abgekürzte Schreibweise für „= 44, %; i=1,2,3,4). 

170 var 7. 
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zwischen deren Koeffizienten die drei algebraischen Identitäten (17) 
und die erwähnten differentiellen Beziehungen statthaben, existiert 
stets eine nicht geradlinige Fläche, die sie zu projektiven Grund- 
formen hat. Diese Fläche ist bis auf nicht-singuläre Kollineationen 
bestimmt. 

Der Quotient #: ® heißt das projektive Linienelement der Fläche.!!*) 
Zwei projektiv-verschiedene Flächen mit demselben projektiven Linien- 
element sind nach @. Fubini ineinander projektiv-deformierbar, d. h. 
man kann sie punktweise so aufeinander beziehen, daß zwei entspre- 
chende unendlich kleine Stücke von ihnen bis auf unendlich kleine 
Größen dritter Ordnung projektiv gleich sind.'’?) Die Umkehrung ist 
ebenfalls richtig. E. Cartan!"®) hat die projektive Deformierbarkeit der 
Flächen eingehend studiert und alle Flächen bestimmt, die überhaupt 
projektiv-deformierbar sind. 

Von den geometrischen Anwendungen der besprochenen Theorie!’*) 
seien hier nur genannt: eine geometrische Kennzeichnung der Pro- 
jektivnormalen, die projektive Krümmungstheorie, die Einführung ge- 
wisser projektiver Differentialinvarianten einer Flächenkurve, die Unter- 
suchung der („isotherm-asymptotischen“) Flächen, auf denen die Leit- 
kurven von Wilczynski (Nr. 11) ein konjugiertes Netz bilden!) und 
die Bestimmung aller Flächen mit einer kontinuierlichen Gruppe von 
projektiven Deformationen und von Projektivitäten in sich. Eine geo- 
metrische Deutung der ersten projektiven Grundform ® hat E. J. Wil- 
czynski!®) gegeben. 


171a) Das Integral | = hat E. Cech, Lincei Rend. Rom (5) 31II (1922), 


p- 475 geometrisch gedeutet. @. Fubini, ebenda (5) 3211 (1923), p. 321, 8 10 hat 
die zugehörigen Extremalen [unter dem Namen „hypergeodätische Linien“, vgl. 
152)] betrachtet. 

172) Palermo Rend. 41 (1916), p. 135. — Andere Erklärung bei E. Öech, 
Rozpravy Ak. Prag 30 (1921), Nr. 36 (tschech.); Ann. di mat. (3) 31 (1922), 
p: 200, Fußn. 

173) E. Cartan, a) Paris C. R. 170 (1920), p. 1439; 171 (1920), p. 27; b) Ann. 
Ec. Norm. (3) 37 (1920), p. 259. — Weitere Arbeiten zur projektiven Deformier- 
barkeit der Flächen und Hyperflächen: G. Fubin:, Paris C. R. 171 (1920), p. 83; 
L. Stipa, Lincei Rend. Rom (5) 29 (1920), p. 127; E. Üech, Rozpravy Ak. Prag 
30 (1921), Nr. 23 (tschech.); C. Bersano, Lincei Rend. Rom (5) 321 (1923), p. 260; 
J. Kanitani, Mem. Coll. Sc. Kyoto 6 (1923), p. 1, 29, 77 (vgl. auch p. 191); T. Ta- 
kasu, Töhoku Math.J.22 (1923), p. 171 (Korrelative Abwickelbarkeit zweier Flächen). 

174) Vgl. namentlich Atti Acc. Torino 53 (1918), p. 1032 und Palermo 
Rend. 43 (1918), p. 1, sowie Lincei Rend. Rom (5) 3211 (1923), p. 273, 321. 

175) Vgl. auch C. H. Yeaton, Ann. di mat. (3) 26 (1916), p. 12 = Diss. Univ. 
Chicago. 

176) E.J. Wilezynski, Trans. Amer. Math. Soc. 23 (1922), p. 235. 
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G. Fubini hat seine Methode auch auf die Hyperflächen im R, und 
z. T. allgemeiner auf die m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten im R, 
demzen-!) ausgedehnt.!’) i 

Der projektiven Differentialgeometrie der Geradenkomplexe im R,'®) 
legt @. Fubini drei quadratische Differentialformen zugrunde, zwischen 
deren Koeffizienten gewisse algebraische und differentielle Relationen 
bestehen. Auch hier gibt er einige geometrische Anwendungen und 
überträgt insbesondere den Begriff der projektiven Deformierbarkeit auf 
die Komplexe.!'®*) 

Endlich führt er die projektive Differentialgeometrie einer Ge- 
radenkongruenz mit getrennten Brennflächenmänteln, die keine W-Kon- 
gruenz [| Weingartensche Kongruenz: III D 6a, Nr. 13 (A. Voß)] ist!"®), 
auf die Invariantentheorie einer quadratischen und einer biquadrati- 
schen Form zurück. Die W-Kongruenzen erfordern eine gesonderte 
Behandlung.'°®) 


VI. Differentialgeometrie weiterer Transformationsgruppen. 


13. Konfofme Differentialgeometrie. Der Differentialgeometrie 
der konformen Gruppe des R, gehören eine Reihe von Untersuchungen 
der klassischen Flächentheorie an, auf die wir hier nicht weiter ein- 
gehen können.'#!) Die wichtigsten Größen dieser Flächentheorie er- 


177) @. Fubini, Palermo Rend 41 (1916), p. 185; Lincei Rend. Rom (5) 2711 
(1918), p. 99, 147; Palermo Rend. 43 (1918), p. 1 (Hyperflächen im R,); Lincei 
Rend. Rom (5) 29H (1920), p. 9 (m-dimensionale Mannigfaltigkeiten im R,); Math. 
Ann. 85 (1922), p. 213 (Flächen im R,). Vgl. ferner: E. Cartan'”®) b), p. 344; 
C. Bersano }">); L. Stipa ""®); F. P. White, Proc. Cambr. Phil. Soc. 21 (1923), p. 216 
(Flächen im R,). 

178) G. Fubini, Lincei Rend. Rom (5) 27H (1918), p. 304; 281 (1919), p. 32; 
3211 (1923), p. 273, 321. Ausgeschlossen sind dabei die Komplexe, die aus den 
Tangenten einer Fläche bestehen. 

178a) G. Fubini!"®); E. Cartan, C. R. Congr. Straßburg 1920, wo auch die 
projektive Abwickelbarkeit der Geradenkongruenzen behandelt wird. 

179) G. Fubini, Lincei Rend. Rom (5) 281 (1919), p. 34; (5) 3211 (1923), 
p. 273, 321. 

180) G@. Fubini, Palermo Rend. 43 (1918), p. 25; Lincei Rend. Rom (5) 301 
(1921), p. 273; 321 (1923), p. 198, 301, 376. Vgl. dazu auch H. Jonas, Jahresb. 
Deutsche Math.-Ver. 29 (1920), p. 40. — @. Fubini hat ferner die besonderen 
W-Kongruenzen betrachtet, auf deren Brennflächenmänteln sich die Kurven von 
Darboux (Nr. 11) entsprechen: Lincei Rend. Rom (5) 251 (1916), p. 144. Endlich 
bespricht er auch den Zusammenhang der projektiven Theorie der W-Kon- 
gruenzen mit der Theorie der unendlich kleinen (metrischen) Verbiegung der 
Flächen, ebenda (5) 321 (1923), p. 455. 

181) Z. B. gehören hierher: die Untersuchungen über Flächen mit iso- 
thermen oder sphärischen Krümmungslinien [III D 5, Nr. 87; Nr. 13ff. (R. v. Lilien- 
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leiden bei konformer Transformation der Fläche Änderungen, die von 
A. Voss'®*), R. Rothe'®) und A. R. Forsyth'®) angegeben worden sind, 
zugleich mit gewissen aus diesen Größen gebildeten (zumeist rela- 
tiven) Invarianten. 

Mit der Aufsuchung der wesentlichen (absoluten) Differential- 
invarianten einer Fläche gegenüber der konformen Gruppe des Raumes 
und mit der Bestimmung einer Fläche bis auf konforme Transforma- 
tionen beschäftigen sich A. Tresse'®), P. Calapso'8), K. Ogura'‘®#) und 
G. Fubimi’?). A. Tresse bestimmt die konformen Differentialinvarianten 
der beiden niedrigsten Ordnungen einer Fläche. P. Calapso zeigt, daß 
eine auf ihre Krümmungslinien bezogene nicht-isotherme Fläche durch 
die beiden Differentialinvarianten 


() = VE), 2=-VE(—) 


bis auf eine konforme Transformation bestimmt ist, während bei iso- 
thermen Flächen noch eine weitere Differentialinvariante hinzutreten 
muß, die mit © und 2 durch zwei partielle Differentialgleichungen 
dritter Ordnung verbunden ist. K. Ogura's®) legt dem Studium der 
konformen Geometrie einer Fläche die beiden simultanen Differential- 
formen: 








— 5) (Baw +2 Fdudv + Gdv)), 
(2) a a2 a EL masse eu una 188) 
3 EN :? VEG—F: 
zugrunde. 


thal); 1IID9, Nr. 14 (E. Salkowski)]; über Kreissysteme [III D 9, IV (E. Sal- 
kowski)]; über dreifache Orthogonalsysteme [IIID9 (E. Salkowsk:i)]. 

182) A. Voss, Münchner Ber. 37 (1907), p. 77; 1920, p. 229. — In der 
zweiten Arbeit werden überhaupt die Beziehungen zwischen zwei Flächen unter- 
sucht, die durch eine Transformation durch reziproke Radien auseinander ent- 
springen. 

183) R. Rothe, Math. Ann. 72 (1912), p. 57. Rothe führt auch zwei Diffe- 
rentialformen ein, die bei konformer Transformation der Fläche ohne Änderung 
der Parameter ungeändert bleiben, aber nicht invariant gegenüber beliebigen 
Parametertransformationen sind. — A.R. Forsyth, Lectures on differential geo- 
metry, Cambridge 1912, p. 105 ff. 

184) A. Tresse, Paris C. R. 114 (1892), p. 948; vgl. auch Acta math. 18 
(1894), p. 66. 

185) P. Calapso, Palermo Rend. 22 (1906), p. 197. 

186) K. Ogura, Töhoku Math. J. 9 (1916), p. 216 (vgl. auch ebenda p. 88) — 
K. Ogura gibt u. a. auch eine geometrische Deutung für die Differentialformen (2) 
mittels gewisser Winkelgrößen. 
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Die Betrachtung von © und & kommt nach @. Fubini'?") auf das 
Studium der beiden simultanen konform-invarianten Differentialformen 
1 


(&- 5) (Bau +2Fdudv + Gar), 


2 IE -H)lle + m) Edu +2 Fand + Gar) 
+ %(Ldu? + 2 Mdudv + Navr)}"®) 





\ 
heraus. 


Wenn auch durch diese Untersuchungen der Grund zur Theorie 
der konformen Differentialinvarianten einer Fläche gelegt ist, so fehlt 
es bisher doch noch an einer ausführlichen und dem Gegenstande 
völlig angepaßten'®®) Darstellung der konformen Flächentheorie.'”) 

Die letzte Bemerkung gilt auch für die konforme Theorie der 
Kurven.‘!) Dagegen haben A. Besserve'??) und E.Vessiot'”?) die, etwa 
der metrischen Theorie der geradlinigen Flächen analoge konforme 
Differentialgeometrie der zyklischen Flächen [III D 5, Nr. 4 (R. v. Lilien- 
thal)] vollständig entwickelt. 

Die Flächen des R, mit einer Gruppe kontinuierlicher konformen 
Transformationen in sich hat U. Amaldi'”) bestimmt. 





187) @. Fubini, Palermo Rend. 41 (1916), p. 160. 

188) E, F, G; L, M, N sind die Fundamentalgrößen erster bzw. zweiter 
Ordnung der Fläche, R,, R, ihre Hauptkrümmungsradien. Ausgeschlossen von 
der Betrachtung sind dabei die Flächen mit R, = R, und die isotropen Flächen 
(EG — F? = 0). — Die zweite Differentialform (2) ist die sog. Jacobische Simul- 
tankovariante der beiden Differentialformen (3). 

189) Es wären pentasphärische Koordinaten zu benutzen. Vgl. die ana- 
loge Behandlung der projektiven Differentialgeometrie der Geradenkomplexe bei 
@. Fubini !"®). | 

190) Inzwischen hat @. Thomsen, Abh. Math. Sem. Hamburg 3 (1923), p. 31, 
diese Lücke ausgefüllt. Beiträge zur konformen Differentialgeometrie der Flächen 
im R, hat auch H. Liebmann, Sitzungsb. Ak. Heidelberg 1923, Abh. 2, 4 ge- 
geben. — Über die Untersuchungen von K. Cartan über die „konform-zusammen- 
hängenden“ n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten siehe Nr. 31, bes. **)). 

191) Für Kurven in der Ebene ist darunter die Theorie ihrer invarianten 
Eigenschaften gegenüber der sechsgliedrigen Gruppe der Kreisverwandtschaften 
zu verstehen. Das Bogenelement einer ebenen Kurve gegenüber dieser Gruppe 
hat in Minimalkoordinaten @. Pick, Palermo Rend. 37 (1914), p. 341 aufgestellt. 
Neuerdings hat H. Liebmann, Münchner Ber. 1923, p. 79; Sitzungsb. Ak. Heidel- 
berg 1923, Abh. 4 das konforme Bogenelement der Kurven im R, angegeben und 
für n— 2, 3 das zugehörige Variationsproblem, sowie die (erste) konforme Krüm- 
mung unter Verwendung rechtwinkliger kartesischer Koordinaten behandelt. — 
Vgl. auch ©. Rabut, Paris ©. R. 162 (1916), p. 348. 

192) E. Vessiot, Paris ©. R. 174 (1922), p. 989, 1101; J. de math. (9) 2 
(1923), p. 99; A. Besserve, These, Paris 1915. 

193) U. Amaldi, Lincei Rend. Rom (5) 10H (1901), p. 168. 
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14. Sonstige Gruppen.!’‘) Außer den bisher besprochenen end- 
lichen kontinuierlichen Transformationsgruppen sind nur wenige wei- 
tere hinsichtlich ihrer Differentialinvarianten untersucht worden. 

G. Noth'®) bestimmt das invariante Bogenelement (vgl. Nr. 3) 
und die wesentlichen Differentialinvarianten für zwei zehngliedrige 
Gruppen, nämlich für die größte irreduzible Gruppe von Berührungs- 
transformationen der Ebene und für die projektive Gruppe des line- 
aren Komplexes. W. Blaschke”) gibt das invariante Bogenelement 
und die Differentialinvarianten niedrigster Ordnung einer orientierten 
Kurve gegenüber der sechsgliedrigen Gruppe der eigentlichen Laguerre- 
schen Transformationen der Ebene [vgl. IIAB4b, Nr. 14 (G. Fano)]. 

O0. Mühlendyck'?’) behandelt das Äquivalenzproblem der ein- bis 
fünfdimensionalen regulären Somenmannigfaltigkeiten gegenüber der 
zwölfgliedrigen Gruppe der eigentlich-orthogonalen Somentransforma- 
tionen'®®) und der sechsgliedrigen Bewegungsgruppe des BR 


B. Riemannsche Mannigfaltigkeiten und ihre 
Verallgemeinerungen. 


I. Einleitung. 


15. Vorbemerkung. Im Folgenden wird über die Untersuchungen 
berichtet, die in letzter Linie auf B. Riemanns Habilitationsvortrag 
zurückgehen, soweit sie sich auf Geometrie beziehen. Die physika- 
lischen Anwendungen der Maßgeometrie höherer Mannigfaltigkeiten, 
die in den letzten Jahren namentlich durch die Ausbildung der Gra- 
vitationstheorie A. Einsteins in den Vordergrund des Interesses ge- 


194) Wegen der endlichen kontinuierlichen Gruppen von Punkttransforma- 
tionen der Ebene vgl. man Nr. 3. — H. Berliner, Math. Ann. 79 (1918). p. 13 
behandelt — ohne gruppentheoretische Gesichtspunkte — die Differentialgeo- 
metrie der Kurven für zwei projektive Maßgeometrien der Ebene. 

195) @. Noth, Leipz. Ber. 56 (1904), p. 19. 

196) W. Blaschke, Monatsh. Math. Phys. 21 (1910), p. 18£. 

197) O. Mühlendyck, Math. Ann. 77 (1916), p. 404; Monatsh. Math. Phys. 
28 (1917), p. 167. 

198) Wegen der Begriffe: Soma, Somenmannigfaltigkeit, eigentlich-orthogo- 
nale Somentransformationen vgl. man E. Study, Geometrie der Dynamen, Leipzig 
1903, Anhang; Sitzgsb. Berl. Math. Ges. 12 (1912), p. 36; ferner IITABA4b, Nr. 20 
(@. Fano), wegen des Begriffes der regulären Somenmannigfaltigkeiten O. Mühlen- 
dyck, a. a. 0.'9%). — Differentialgeometrische Begriffe, die mit der Kinematik zu- 
sammenhängen (und der Geometrie einer sechsgliedrigen Gruppe von Kollinea-: 
tionen des R,, der „Quasibewegungen“, angehören) finden sich auch bei J. Grün- 
wald, Wien. Ber. 120 (1911), p. 720. 
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rückt sind, wurden nicht berücksichtigt. Über sie vergleiche man 
V 19 (W. Pauli jr.) und VI2, 22a (Fr. Kottler). 

Über die analytischen Grundlagen der Theorie findet man näheres 
in III D 10 (R. Weitzenböck), über die grundsätzlichen Fragen, wie z.B. 
die Untersuchungen von H.v. Helmholtz und $. Lie, in HIABI 
(F. Enriques), bes. V. (Prinzipien der allgemeinen Metrik). 

Nicht erwähnt werden im Folgenden die Untersuchungen über 
kontinuierliche Transformationsgruppen [II A 6 (L. Maurer u. .H. Burk- 
hardt)] in n-dimensionalen euklidischen Mannigfaltigkeiten, deren Schwer- 
punkt auf gruppentheoretischem Gebiet liegt. 


16. Geschichtlicher Überblick. Der folgende geschichtliche Über- 
blick, der sich ausschließlich auf die Geometrie und die Algorithmen 
zur Theorie der Riemannschen Mannigfaltigkeiten beschränkt, soll nur 
einer ersten Orientierung über dieses ausgedehnte Gebiet dienen. Dem- 
entsprechend werden nur die Hauptlinien der Entwicklung skizziert 
und hauptsächlich jene Arbeiten genannt, die in den folgenden Num- 
mern nicht berücksichtigt werden konnten. 

Absolute Differentialinvarianten einer irreduziblen positiven qua- 
dratischen binären Differentialform gegenüber beliebigen Parameter- 
transformationen treten zuerst in der Theorie der Flächen im R, bei 
©. F. Gauß'®) (hrümmungsmaß) und E. F. A. Minding?") (Geodä- 
tische Krümmung einer Flächenkurve) auf. Sie gehören der Maßgeo- 
metrie in einer Fläche an. 

Den allgemeinen Begriff der Maßgeometrie in einer »-fach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit hat B. Riemann 1854 in seinem Habilita- 
tionsvortrage eingeführt und die Theorie dieser „inneren Geometrie“ 
einer solchen Y, namentlich durch die Einführung des nach ihm be- 
nannten Krümmungsmaßes (Nr. 19) gefördert. Hier sei besonders 
auf die von ihm gegebene verhältnismäßig wenig bekannte Definition 
dieses Krümmungsmaßes durch formale Variationsrechnung hinge- 
gewiesen.2%@) Die durch Riemann angeregten Probleme, wie z. B. 


199) ©. F. Gauß, Disquisitiones generales circa superficies curvas, Comm. 
Gott. rec. 6 (1828), p. 99 — Werke 4, p. 217. Deutsche Ausgabe von A. Wan- 
gerin, Ostwalds Klassiker Nr. 5 (1889, 2. Aufl. 1901). 

200) E. F. A. Minding, J. f. Math. 5 (1830), p. 297; 6 (1830), p. 159. Das 
„Mindingsche Problem“: J. f. Math. 19 (1839), p. 370; vgl. IIID 6a, Nr. 15 
(A. Voß). Die geodätische Krümmung war übrigens schon Gauß bekannt; vgl. 
II1D3, Nr. 11f. (R.v. Lilienthal). 

2002) B. Riemann, Commentatio mathematica ... (1861), Werke, 2. Aufl. 
p. 391 (insb. p. 402); R. Lipschitz, J. f. Math. 72 (1870), p. 1 (bes. p. 16 ff.): 82 
(1877), p. 316 (bes. $ 1). Vgl. die ausführliche Darstellung von E. Noether in 
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die Frage nach der Äquivalenz zweier positiven n-ären quadratischen 
Differentialformen, die Untersuchung der Räume konstanten Krüm- 
mungsmaßes, die Krümmungstheorie einer Riemannschen Mannigfaltig- 
keit, die in einer anderen ebensolchen von mehr Dimensionen ent- 
halten ist, wurden in einer Reihe wichtiger Arbeiten von E. Beltrami, 
E. B. Christoffel, R. Lipschitz, R. Beez, F. Souvorof, A. Voss, F. Schur u. a. 
behandelt; auch die ersten Abhandlungen von @. Ricei gehören hierher. 

Eine zweite Periode setzt etwa mit den Arbeiten @. Riceis über 
den „absoluten“ Differentialkalkül ein, durch die für die Theorie der 
quadratischen Differentialformen ein adäquater Algorithmus geschaffen 
wird.?°!) '@. Ricci, T. Levi-Civita u. a. haben auch geometrische An- 
wendungen dieses Kalküls gegeben, von denen hier besonders die 
Theorie der orthogonalen Kurvenkongruenzen in einer V,„ erwähnt sei 
(Nr. 20). 

Ungefähr gleichzeitig entstehen eine Anzahl von Arbeiten, die 
bei aller Verschiedenheit des Inhalts das Eine gemeinsam haben, daß 
sie sämtlich an den Ideenkreis $. Lies anknüpfen. Auf der einen Seite 
werden die Methoden von Lie selbst auf die Theorie der Differential- 
invarianten der quadratischen Differentialformen angewendet [K. Zo- 


IIID 10 b) (R. Weitzenböck), Nr.28, und R. Weitzenböck, Invariantentheorie, p. 359. — 
Über die angeführte Stelle bei Riemann s. a. T. Levi-Civita, Palermo Rend. 42 
(1917), p. 201 ff.; J. Peres, Lincei Rend. Rom (5) 291 (1920), p. 154. — E. Noether 
hat das von Riemann und Lipschitz bei quadratischen Differentialformen einge- 
schlagene Verfahren auf beliebige Differentialausdrücke übertragen: Gött. Nachr. 
1918, p. 37; vgl. auch Jahresb. Deutsche Math.-Ver. 32 (1923), p. 182 ff. 

201) Siehe namentlich @. Ricei, Lincei Rend. Rom (4) 31 (1887), p. 15; 
Studi editi della Universitä di Padova a commemmorare l’Ottavo Centenario 
della origine della Universitä di Bologna III (1888), p. 23; Lincei Rend. Rom (4) 
51 (1889), p. 112; Bull. sc. math. (2) 16 (1892), p. 167; Atti Ist. Veneto 51 (1893), 
p- 1336; 56 (1897), p. 1536; Superficie, 1898; G. Ricei und T. Levi-Oivita, Math. 
Ann. 54 (1901), p. 125. — Neuere Bemerkungen dazu von E. Pascal, Lincei 
Rend. Rom (5) 15T (1906), p. 670; Rend. Ist. Lomb. (2) 39 (1906), p. 414; A. Pa- 
latinı, Palermo Rend. 43 (1919), p. 192; @. Fubini, Atti Acc. Torino 54 (1919), 
p- 5; Lincei Rend. Rom (5) 29II (1920), p. 118; R. Weitzenböck, Wien. Ber. 130 
(1921), p. 31; J. Lipka, Lincei Rend. Rom (5) 311 (1922), p. 242; @. Sannia, Atti 
Acc. Torino 57 (1922), p. 293. — Einen Aufbau des absoluten Differentialkalküls 
mit Hilfe von n Pfaffschen Ausdrücken gibt R. Lagrange, These, Paris 1923 
= Ann. de Toulouse 1923; vgl. auch Paris C. R. 173 (1921), p. 1325. — Einfüh- 
rende Skizzen von G. Juvet, Revue gön. des sc. Jan. 1923 und Assier de Pom- 
pignan, Note sur le calcul tensoriel, Paris 1923, eine eingehende Darstellung 
J. A. Schouten, Riccikalkül. — Eine Verallgemeinerung (invariante zweite Diffe- 
rentiale bei Zugrundelegung einer allgemeineren Basis an Stelle einer quadra- 
tischen Differentialform) gibt 7. Levi-Civita, Rev. Mat. Hispano-Amer. 5 (1923), 
p. 165. — Vgl. auch III D 10, Nr. 19, 24 (R. Weitzenböck). 

g* 
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rawski2®), E. O. Lovett?°®), ©. N. Haskins”®*), A. R. Forsyth?®)], auf der 
anderen stehen Fragestellungen, wie die nach allen Riemannschen 
Mannigfaltigkeiten gegebener Dimensionenzahl, die kontinuierliche 
Transformationsgruppen bestimmter Art (z. B. Bewegungsgruppen, 
Gruppen konformer Transformationen u. dgl. zulassen (IL. Biancht, 
G. Ricci, C. Rimini, @. Fubini, Nr. 26). 

Auch die Frage nach den Zusammenhangsverhältnissen im Großen 
der Mannigfaltigkeiten konstanten Riemannschen Krümmungsmaßes 
wird etwa zur selben Zeit behandelt (F. Klein, W. Küling).®®) 

Um das Bild dieser Periode zu vervollständigen, sei schließlich 
noch auf die symbolischen Methoden hingewiesen, die namentlich von 
amerikanischen Mathematikern [H. Maschke?®), A. W. Smith”), L. In- 
gold®®), W. H. Bates”), J. B. Shaw”"®) u. a!) für die Theorie der 
quadratischen Differentialformen ausgebildet worden sind. 

In den letzten Jahren hat das Interesse für die Riemannschen 
Mannigfaltigkeiten durch die Gravitationstheorie A. Einsteins einen 
neuen Aufschwung genommen, der auch einen wichtigen prinzipiellen 





202) K. Zorawski, Acta math. 16 (1893), p- 1; Rozpravy Ac. sc. Krakau (2) 
8 (1895), p. 1 (n= 2), sowie die neueren Arbeiten: Leipz. Ber. 59 (1907), p. 160; 
60 (1908), p. 20; 61 (1909), p. 3; endlich die auf anderer (algebraischer) Grund- 
lage beruhende: Leipz. Ber. 66 (1914), p. 103. 

203) E.O. Lovett, J. de math. (5) 7 (1901), p. 259. 

204) C. N. Haskins, Trans. Amer. Math. Soc. 3 (1902), p. 71; 4 (1903), p. 38; 
5 (1904), p. 167. 

205) A. R. Forsyth, Phil. Trans. London A 201 (1903), p. 329 (m —= 2); 202 
(1904), p. 277; Palermo Rend. 21 (1906), p. 115, und die neuere Arbeit: Proc. R. 
Soc. Edinburgh 42II (1922), p. 147. Vgl. dazu O. N. Haskins, Trans. Amer. Math. 
Soc. 7 (1906), p. 152, 588. 

205a) F. Klein, Math. Ann. 37 (1890), p. 544 — Math. Abh. I, p. 353; 
W. Killing, Math. Ann. 39 (1891), p. 257; Grundlagen I, p. 325ff. Vgl. ferner: 
F. S. Woods, Leetures on Mathematics (Boston Colloquium 1903), New-York 1905; 
J. L. Coolidge, Non-euclidean geometry, p. 236 ff. — Eingehende Besprechung 
dieser an W. K. Clifford anknüpfenden Untersuchungen in II ABı1,VI(F. En- 
riques). — Die allgemeinere Frage nach dem Zusammenhang beliebiger Mannig- 
faltigkeiten, die ein Bogenelement tragen, scheint noch nicht untersucht zu sein. 

206) H. Maschke, Trans. Amer. Math. Soc. 1 (1899), p. 197; 4 (1903), p. 445; 
7 (1906), p. 69, 81; Invariants of differential quantics, Chicago 1903, 14 p. 

207) A. W. Smith, Trans. Amer. Math. Soc. 7 (1906), p- 33. 

208) L. Ingold, Trans. Amer. Math. Soc. 11 (1910), p. 449. 

209) W. H. Bates, Bull. Amer. Math. Soc. (2) 16 (1910), p. 299, 463; Trans. 
Amer. Math. Soc. 12 (1911), p. 19 — Diss. Univ. Chicago 1910. 

210) J. B. Shaw, Amer. J. Math. 35 (1913), p. 39. 

211) J. E. Wright, Trans. Amer. Math. Soc. 6 (1905), p- 286; Amer. J. Math. 
27 (1905), p. 323. Vgl. die Darstellung bei J. E. Wright, Invariants. 
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Fortschritt in der Theorie zur Folge hatte: die Einführung des Be- 
griffes des Parallelismus in einer V, durch 7. Levi-Oivita (Nr. 18). Sie 
gab H. Weyl den Anlaß zu einer Untersuchung der mathematischen 
Grundlagen der Riemannschen Geometrie, deren Ergebnis u. a. ein 
neuer systematischer Aufbau der Infinitesimalgeometrie der mehrdimen- 
sionalen Mannigfaltigkeiten ist (Nr. 28 ff‘). 


Über die geometrischen Untersuchungen, die diesem Zeitraum an- 
gehören, wird im folgenden ausführlich berichtet. Zunächst soll noch 
die Anwendung direkter Methoden (Ausdehnungslehre, Vektoranaly- 
sis usw.) auf die Differentialgeometrie mehrdimensionaler Mannig- 
faltigkeiten kurz besprochen werden. 


16a. Anwendung direkter Methoden.*) Der älteste Versuch, 
mit direkten Methoden ein differentialgeometrisches Problem in einer 
mehrdimensionalen Mannigfaltigkeit zu lösen, rührt wohl von H. Graß- 
mann her, der seine Ausdehnungslehre zur Behandlung des Pfaffschen 
Problems verwendete.°!?) Dieser Ansatz hat aber nicht viel Einfluß 
auf Graßmanns Nachfolger ausgeübt, so daß erst wieder E. Cartan 
das Pfaffsche Problem mit einer Methode behandelt hat, die der Graß- 
mannschen verwandt ist.12®) Von den engeren Nachfolgern Graß- 
manns hat R. Mehmke Anwendungen auf Kurven in R,, A. N. White- 
head auf V, in 8, gemacht.?) In letzter Zeit hat auch die unter 
dem Einfluß der Ausdehnungslehre aufgestellte direkte Methode von 
C. Burali-Forti und R. Marcolongo sich mit den V,, beschäftigt.2"?) 


Von den abkürzenden Bezeichnungen, die für eine V,„ geeignet 
sind, hat die weiteste und fruchtbarste Verwendung die Methode von 
@. Ricci gefunden, die neuerdings auch für allgemeinere Übertra- 
gungen (Nr. 28 ff.) verwendet wurde.) Eng an diese Ricei-Rechnung 


*) Dieser Abschnitt rührt von Herrn D. J. Struik in Delft her. 

212) H. Graßmann, Ausdehnungslehre von 1862, Nr. 511 ff.; Werke I (2), 
p. 355. Vgl. IT AB 11, Nr. 32. 

212a) E. Cartan, Ann. Eec. Norm. (3) 16 (1899), p. 239. Vgl. weiter E. Gour- 
sat, Legons sur le probleme de Pfaff, Paris 1922. 

213) R. Mehmke, Ztschr. Math. Phys. 36 (1891), p. 206; A. N. Whitehead, 
Proc. London Math. Soc. 29 (1898), p. 275. Vgl. auch E. Rath, Jahresb. Deutsche 
Math.-Ver. 19 (1910), p. 269; P. Alibrandi, Mem. Rom. Acc. P. Nuovi Lincei 20 
(1903), p. 219; 21 (1903), p. 341; 22 (1904), p. 177. 

213a) CO. Burali-Forti, Lincei Rend. Rom (5) 311T (1922), p. 73, 181; Atti 
Acc. Torino 57 (1922), p. 285; T. Boggio, Lincei Rend. Rom (5) 281 (1919), p. 58, 
169; Atti Acc. Torino 54 (1919), p. 186. 

214) Vgl. IIIDı1o0b), Nr. 19 (R. Weitzenböck); ferner Fußnote ?%%), sowie 
D. J. Struik, Grundzüge; J. A. Schouten, Riccikalkül; T. Levi-Oivita, Lezioni. 
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schließt sich die direkte Methode von J. A. Schouten an, die sich für 
die Untersuchung der V, als sehr fruchtbar erwies.?!4*) 

Andere abkürzende Bezeichnungen oder direkte Methoden, deren 
bisheriger Anwendungsbereich aber weniger weit ist, rühren von 


H. Maschke®®), L. Ingold*®), J. B. Shaw?!) und F. Jung*') her. 


II. Allgemeine Theorie der einzelnen Riemannschen Mannigfaltigkeit. 


17. Begriff einer Riemannschen Mannigfaltigkeit. Eine n-fach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit?"°) läßt sich dadurch charakterisieren, daß 
das einzelne zu ihr gehörige Element („Punkt“) durch Angabe von 
n stetig veränderlichen Größen („Koordinaten“) &,,23,...,%, (a,<2,<b;; 
1—=1,2,...,n) festgelegt werden kann. Als gleichberechtigte Be- 
stimmungsstücke gelten n Größen af, «f, ..., 2%, welche umkehrbar 
stetige Funktionen der 2,,%,...,x, sind. Der Übergang von einem 
Koordinatensystem x zu einem anderen «* wird demnach durch die 
(stetig umkehrbaren) Gleichungen 


(1) a FICHTE TER A=1,2,..., n) 
vermittelt. Für das Folgende ist es erforderlich, daß die f; (minde- 
stens)2!”) einmal stetig differentiierbare reelle Funktionen sind, deren 


Funktionaldeterminante ” ( ? BEE VE im betrachteten Bereich von Null 
DON. 242205) 


verschieden ist. Es handelt sich hier somit um die Invarianz gegen- 
über beliebigen stetigen umkehrbar-eindeutigen und differentiierbaren 
Punkttransformationen, und diese Invarianz begründet vermöge der 





214a) J. A. Schouten, Verh. Ak. v. Wet. Amsterdam 12, Nr. 6 (1918), 95 p. 
(n—4); wesentlich vereinfacht und für beliebiges n: Math. Ztschr. 11 (1921), 
p. 58. Vgl. dazu auch D.J. Struik, Grundzüge und J. A. Schouten und D. J. Struik, 
Christiaan Huygens I (1921/2), p. 333; II (1922), p. 1, 155, 291. Eine der Gibbs- 
schen Dyadenrechnung verwandte Symbolik in Verbindung mit dem absoluten 
Differentialkalkül Riceis verwenden E. B. Wilson und 0. L. E. Moore, Proc. Amer. 
Ac. Boston 52 (1916), p. 269. 

215) F. Jung, Wien. Ber. 126 (1917), p. 1437; Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 61; 
20 (1919), p. 274. 

216) Eigentlich ein Stück einer solchen. Auf den Zusammenhang der 
Mannigfaltigkeit im Großen gehen wir hier nicht ein. — Der Begriff der n-fach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit [siehe auch IITAB 1 (F. Enriques) II, insb. Nr. 15] 
ist zuerst aufgestellt worden von H. Graßmann, Die lineale Ausdehnungslehre, 
Leipzig 1844, 2. Aufl. 1878; Werke I, 1, Leipzig 1894, und B. Riemann, Habili- 
tationsvortrag. — Über den Begriff einer n-dimensionalen stetigen Mannigfaltig- 
keit vgl. etwa die Bemerkungen in der Weylschen Ausgabe dieses Vortrages, 
1. Aufl., p. 24f. 

217) Für das später Folgende muß z. T. auch die Existenz und Stetigkeit 
höherer Ableitungen zugelassen werden. 
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letzten Voraussetzung im Unendlichkleinen die Invarianz gegenüber 
den homogenen linearen Transformationen oder Affinitäten. 

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit heißt insbesondere eine 
n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit V,, wenn ihr durch eine 
[meist positiv-definite?13)] quadratische®19) Differentialform 


(2) ds’ = a,,da“ da”, (a4, wv=1,2,...,n) 


eine Maßbestimmung „aufgeprägt“ ist. In (2) sind die @,, eindeutige, 
mindestens zweimal stetig differentiierbare reelle Funktionen der 2, 
deren Determinante a in dem betrachteten Bereich der Variabeln % 
nirgends verschwindet. 

In einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist auch der (zwischen 
0 und x liegende reelle) Winkel $ zweier von einem Punkte P der Kr 
ausgehenden (reellen) Linienelemente dx“, 02” bestimmt durch: 


Auvda da” 
Var: dx” dat Vago FI 
wobei — wie auch weiterhin — die Wurzeln positiv zu nehmen sind, 
und der Inhalt irgendeines Stückes der V, durch das n-fache Integral 


(n) 


(4) I—[Vadarda?...dar 


erstreckt über das Gebiet der Variabeln x,, das diesem Stücke ent- 
spricht.?1?®) 








(3) co8Y — 


218) In der allgemeinen Relativitätstheorie tritt (für n=4) eine Maßbe- 
stimmung auf, die auf einer nicht ausgearteten quadratischen Differentialform 
mit einer positiven und drei negativen Dimensionen beruht. Yel. 919,1 
(W. Pauli jr). — Die Entwicklungen des Textes beziehen sich, wenn nicht aus- 
drücklich das Gegenteil angegeben ist, auf den positiv-definiten Fall. 

219) A. Carpanese, Ann. di mat. (3) 28 (1919), p. 147 benutzt zur Festlegung 
der Metrik anstatt einer quadratischen Differentialform n lineare Differential- 
formen. Vgl. auch @. Ricci, Lincei Rend. Rom (5) 191 (1910), p. 181, und E. Car- 
tan, J. de math. (9) 1 (1922), p. 141. — Die Annahme des Textes ist mit der 
Forderung äquivalent, daß im Unendlichkleinen der Pythagoreische Lehrsatz 
gelten soll („Verallgemeinerter Pythagoreischer Satz“ nach H. v. Helmholtz). 
Über die Untersuchungen von H.v. Helmholtz und $. Lie vgl. IIABı (F\. En- 
riques), Nr. 32, 33. — n-dimensionale Mannigfaltigkeiten mit einer durch ein be- 
hiebiges Variationsproblem bewirkten Maßbestimmung (von denen die Riemannschen 
nur ein ganz spezieller Fall sind), betrachtet P. Finsler, Diss. Göttingen 1918, 
der besonders die Differentialgeometrie der Kurven und Flächen in solchen 
Mannigfaltigkeiten untersucht. 

219a) Über den Inhaltsbegriff in V,, vgl. O. Hölder, Jahresb. Deutsche Math.- 
Ver. 31 (1922), 2. Abt. p. 99; in „affin-zusammenhängenden“ Mannigfaltigkeiten 
(Nr. 28) vgl. J. A. Schouten, Math. Ztschr. 17 (1923), p. 161, $ 6; O. Veblen, 
Proc. Nat. ac. sc. 9 (1923), p.3; L. P. Eisenhart, ebenda, p. 4. — Hier seien auch 


128 IID 11. L. Berwald. B. Riemannsche Mannigfaltigk.u.ihre Verallgemeinerung 


Zwei Riemannsche Mannigfaltigkeiten V, und V*, deren Punkte 
durch die Koordinaten x, bzw. x# gegeben sind, haben somit dann 
und nur dann dieselbe Maßgeometrie, wenn die zugehörigen qua- 
drierten Linienelemente: 

(5) ds’ —= a,,da" da’, dst’—= ax,da*tda* 

mittels einer Transformation (1) ineinander übergeführt werden können. 
Die Frage nach den notwendigen und hinreichenden Bedingungen für 
die Möglichkeit einer solchen Transformation ist von B. Riemann ”?®), 
E. B. Christoffel?‘) und R. Lipschitz””?) erledigt worden. Als notwen- 
dige — jedoch nur in besonderen Fällen auch hinreichende — Be- 
dingung erweist sich dabei die Gleichheit des von B. Riemann®'®) ein- 
geführten Krümmungsmaßes in entsprechenden Punkten und nach 
entsprechenden Flächenrichtungen der beiden Mannigfaltigkeiten. Eine 
V,„ ist ein n-dimensionaler euklidischer Raum, wenn ihr quadriertes 
Bogenelement auf die Summe der Quadrate der n Differentiale dx’ 
transformiert werden kann (vgl. auch Nr. 19).??°) 


einige Arbeiten genannt, in denen Erweiterungen der Integralsätze von Gauß, 
Green und Stokes auf R„ und V„ (n>3) gegeben werden: E. Beltrami, Mem. 
Ist. Bologna (2) 8 (1868), p. 551 = Opere II, p. 74, bes. $4; E. Betti, Ann. di 
mat. (2) 4 (1871), p. 140; @. Morera, Math. Ann. 27 (1886), p. 403; H. Poincare, 
Acta math. 9 (1887), p. 321 [vgl. auch J. Ec. Polyt. (2) 1 (1895), p. 1]; Les me- 
thodes nouvelles de la mecanique celeste III (1899); V.Volterra, Lincei Rend. 
Rom (4) 5I (1889), p. 158, 630; M. de Franchis, Palermo Rend. 12 (1898), p. 163; 
G. Bocchetta, Giorn. di mat. 43 (1905), p. 253; L. E. J. Brouwer, Versl. Ak. v. Wet. 
Amsterdam 15 (1906), p. 14, 75, 293 (holl.) = Proc. Ak. v. Wet. Amsterdam 9 (1906), 
p. 66, 116, 250; Versl. Ak. v. Wet. Amsterdam 28 (1919), p. 116 (holl.) = Proc. 
Ac. v. Wet. Amsterdam 22 (1919), p. 150; A. Buhl, Paris ©. R. 155 (1912), p. 123; 
Ann. Fac. Toulouse (3) 3 (1913), p. 63; J. Ihsiwara, Sc. Rep. Töhoku Imp. Univ. 5 
(1916), p. 1; J. A. Schouten, Verh. Ak. v. Wet. Amsterdam 12, Nr. 6 (1918), p. 60; 
Riceikalkül, p. 95; P. Franklin, Ann. of Math. (2) 24 (1923), p. 213; R. Weitzen- 
böck, Invariantentheorie, p. 398. — Den Stokesschen Satz in V, hat auch @. Ricei 
bewiesen: Atti Ist. Ven. 56 (1897), p. 1536. — Vgl. auch V 19, Nr. 19:(W. Pauli jr.). 

220) B. Riemann, Commentatio mathematica ... (1861), Werke, 2. Aufl., 
p. 391 (mit den Anmerkungen von R. Dedekind und H. Weber, p. 405). Hier be- 
handelt B. Riemann nur den Fall, in dem die eine Differentialform die Summe 
von n Quadraten von Differentialen ist. 

221) E. B. Christoffel, J. f. Math. 70 (1869), p. 46, 241 = Ges. Math. Abh. 
I, p. 352, 378. 

222) R. Lipschitz, J. f. Math. 70 (1869), p. 71; 72 (1870), p.1; Ausz. Monatsb. 
Ak. Berlin 1869, p. 44, 53; Bull. sc. math. 4 (1873), p. 97, 142. 

223) Von Interesse, namentlich für die allgemeine Relativitätstheorie (n = 4), 
ist auch die Frage der Reduzierbarkeit einer Differentialform (2) mit einer po- 
sitiven und n— 1 negativen Dimensionen auf die „statische“ Form: 

(&) dB’ — a, (Ay -- 2,) dal + dei 
(a, >0, ds! negativ-definite quadratische Differentialform in den n—1 Ver- 
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Die Punkte einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit V_, in einer 
r„Asm<n— 1) können durch die Werte von m unabhängigen 
Parametern y,,Yg,...,Y, unterschieden werden. Eine solche V„ be- 
sitzt daher eine Parameterdarstellung der Gestalt: 


(6) = (yır Yar- +, Ym)ı A=1,2,..,n). 
Die Funktionen x, sollen darin stetige und sooft als nötig, minde- 
stens aber einmal stetig differentiierbare Funktionen der m Parameter 
Yır Yay--»Ym Sein. Diese Parameter können noch einer beliebigen 
stetigen und stetig differentiierbaren Transformation unterworfen wer- 
den, ohne daß die durch (6) dargestellte V,, sich ändert. 

Eine V, in V, heißt Kurve, eine V, Fläche, eine V, wohl auch 
p-dimensionale Fläche?**); eine V,_, in V, bzw. R, (die Bezeichnungs- 
weise wechselt) Ayperfläche. 

18. Geodätische und krumme Linien. Parallelismus in einer V. 
An Stelle der geraden Linien des gewöhnlichen Raumes treten in 
einer V, die Extremalen des Variationsproblemes 


(7) öfas — d/ Ya, ,da' de = 0, 


die geodätischen Linien der V,. Ihre Differentialgleichungen sind: 


der da" da’ 
(8) trend (A—=1,2,...,n). 
$ bedeutet dabei den Bogen der betrachteten geodätischen Linie, von 
einem festen Anfangspunkte auf ihr gerechnet, so daß: 

dx® da’ 
® ee 
ist.?®) Aus (8) folgt, daß eine geodätische Linie durch Anfangspunkt 
und Anfangsrichtung festgelegt ist. 





änderlichen &,,%,,...,%,). Mit dieser Frage haben sich beschäftigt: @. Ricci, 
Lincei Rend. Rom (5) 311 (1922), p. 65 und J. Radon, Abh. Math. Sem. Ham- 
burg 1 (1922), p. 268, der auch alle auf mehrere wesentlich verschiedene Arten 
analog zu (a) reduzierbaren definiten ds? bestimmt. 

224) H. Weyl, Math. Ztschr. 12 (1922), p. 154. 

225) Ausgeschlossen sind dabei die geodätischen Linien, für die Au,dax#de’—=0 
ist. Über diese geodütischen „Nullinien“ vgl. H. Weyl, Raum... ., 4. Aufl. 
p- 114; W. van der Woude, Amsterdam Versl. 31 (1922), p. 373 (holl.) = Proc. 
Ak. v. Wet. Amsterdam 25 (1922), p. 288; M. v. Laue, Relativitätstheorie II, 
p. 151. — Invariante Herleitung der Differentialgleichung der geodätischen Linien 
bei G. Hessenberg, Sitzgsb. Math. Ges. Berlin 1 (1902), p. 55. — Außer den geo- 
dätischen Linien sind auch vielfach untersucht worden die konformgeodätischen 
oder „natürlichen“ Kurven, d. h. jene Kurven, die durch eine geeignete konforme 
Transformation der V„(a,,= 0”:a,,; o Ortsfunktion) in geodätische Linien über- 
geführt werden können. Sie können als Bahnkurven eines Massenpunktes in 
einem konservativen Kraftfeld betrachtet werden. Literatur in ME 
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Zwei verschiedene geodätische Linien (g,), (95), die von einem 
Punkte P der V, ausgehen, bestimmen das Büschel geodätischer Linien 
vom Mittelpunkte P, d. h. die oo’ geodätischen Linien, deren Anfangs- 
richtungen dem Büschel angehören, das durch die Anfangsrichtungen 
von (g,) und (9,) festgelegt ist. 

Existiert in einer V, ein Koordinatensystem derart, daß darin 
jede geodätische Linie durch » — 1 lineare Gleichungen zwischen den 
Koordinaten gegeben ist, so ist nach L. Schläfli??®) die V, eine 9, 
oder R,. Die Umkehrung dieses Satzes ist gleichfalls richtig.??”) 

Als krumme Linie in einer V bezeichnen wir jede Kurve der V,, 
die keine geodätische Linie ist. Für eine auf ihren Bogen bezogene 
krumme Linie ,=2,(s), (A=1,2,...,n), gibt der „Krümmungs- 
vektor“ 22): 


; _ Pa} | (wur) dat da’ 
(10) N rrerr 


226) L. Schläfli, Ann. di mat. (2) 5 (1871), p. 178; vgl. E. Beltrami, ebenda 
p. 194 = Opere mat. II, p.385. Daß sich in einer $, Koordinaten einführen 
lassen, in denen jede geodätische Linie durch n— 1 lineare Gleichungen dar- 
gestellt wird, hat schon E. Beltrami, Ann. di mat. (2) 2 (1868), p. 232 = Opere 
mat. I, p. 406 gezeigt. Vgl. auch O. Tedone, Rend. Ist. Lomb. 32 (1899), p. 592; 
F. Enriques, Rend. Acc. Bologna (2) 7 (1902), p. 52; J. Lüroth, Palermo Rend. 
23 (1907), p. 163. Allgemeinere (nicht quadratische) Maßbestimmungen, in denen 
die geodätischen Linien durch lineare Gleichungen dargestellt werden, betrachtet 
W. Wirtinger, Monatsh, Math. Phys. 33 (1923), p. 1, der auch eine Verallgemei- 
nerung des im Texte angeführten Satzes gibt. — V,„, in denen bei geeigneter 
Koordinatenwahl n— 2 der Gleichungen der geodätischen Linien linear sind, 
hat A. Buchholz, Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre ..., Bonn 1899, 264 a, 
untersucht. Vgl. ?*°8), 

227) Mittels der geodätischen Linien läßt sich auch der zweite :Differential- 
parameter von Beltrami [|Mem. Acc. Bologna (2) 8 (1868), p. 551 = Opere mat. 
Fe 1 öl Yadl gu) 


4 
(@) a N 


_.09 : a Determinante der a, .) 


rare amom: 


(Fan map le 


E 1 : : e 
erklären: „2:9 ist der Mittelwert der zweiten Ableitungen der Funktion 


nach den Bogenlängen von n paarweise zueinander senkrechten geodätischen 
Linien der V,. — Weitere Literatur über Differentialparameter bei beliebigem n: 
@. Ricei, Ann. di mat. (2) 14 (1887), p. 1; E. Padova, Mem. Lincei Rom (4) 4 
(1887), p. 4; C. Somigliana, Rend. Ist. Lomb. (2) 22 (1889), p. 275; @. Pennacchietti, 
Atti Acc. Gioenia (4) 9 (1896), Nr. 1; J. Bielankin, Bull. Soc. phys. math. Kasan 
(2) 10 (1900), Nr. 2, p. 181 (russ.); R. Serini, Lincei Rend. Rom (5) 32H (1923), 
p. 18. Vgl. auch Bianchi-Lukat, p. 47. 

228) „Vektor 9“ steht für „Vektor von den Koordinaten 94“. Entsprechend 
wird „Linienelement dx“ gebraucht. Über den Krümmungsvektor 9. s. auch is 
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die Richtung ihrer Hauptnormalen an, der Ausdruck 
1 1 gugw 
(11) T —Va,,® 17) 


ihre erste Krümmung): der Vektor h* — 09% ist der Einheitsvektor 
der Hauptnormalen. Analog wie für die krummen Linien im R, 
(Nr. 4) kann man auch für die krummen Linien in der V, im allge- 
meinen ein begleitendes rechtwinkliges n-Bein, »n — 1 Krümmungen 
und Frrenetsche Formeln ableiten. Diese Formeln finden sich zuerst bei 
H. Kühne?°°); später hat sie unabhängig auch W. Blaschke®') aufgestellt. 

Zu einer neuen Deutung der Gleichungen (8) der geodätischen 
Linien und zugleich zu einer Verallgemeinerung der in ihnen zum 
Ausdruck kommenden Beziehung führt der von 7. Levi-Civita®?) ein- 
geführte Begriff des Parallelismus in einer V,?”) 


229) Eine geometrische Erklärung für die erste Krümmung zuerst bei 
A. Voss, Math. Ann. 16 (1880), p. 150. Eine Erklärung mittels des Parallelismus 
in der V,, bei J. Lipka, Lincei Rend. Rom (5) 31I (1922), p. 353, eine Verallge- 
meinerung bei J. Lipka, Bull. Amer. Math. Soc. 29 (1923), p. 345. Für n—2 ist 
die erste Krümmung identisch mit der geodätischen Krümmung der Flächen- 
theorie. Vgl. IIID3, Nr. 11—13 (R. v. Lilienthal) und Bianchi-Lukat, p. 603 ff. 

230) H. Kühne, Arch. Math. Phys. (3) 4 (1903), p. 300. Die Ableitung ist 
hier unterdrückt. 

231) W. Blaschke, Math. Ztschr. 6 (1920), p. 94. Für den metrischen Raum 
H. Weyls (Nr. 28) hat @. Juvet, Paris C. R. 172 (1921), p. 1647, Bull. Soc. neu- 
chäteloise des sc. nat. 46 (1920), p. 1 entsprechende Formeln aufgestellt. Eine 
Kritik dieser Formeln und ihre Ersetzung durch andere bei J. A. Schouten, Ricci- 
kalkül, p. 226. Für die V, vgl. auch D. J. Struik, Grundzüge, p. 72 fl. 

232) T. Lew-Civita, Palermo Rend. 42 (1917), p. 173 (vgl. auch Questions 
IN). Zu der „Nota critica“ am Schlusse dieser Arbeit vgl. J. Peres, Lincei Rend. 
Rom (5) 291 (1920), p. 134. — Schon vorher tritt gelegentlich — im besonderen 
Falle einer $, — eine Verschiebung eines Vektors nach einem Nachbarpunkte 
auf bei L. E. J. Brouwer, Versl. Ak. v. Wet. Amsterdam 15 (1906), p. 75, bes. p. 80 
(holl.) = Proc. Ak. v. Wet. Amsterdam 9 (1906), p. 116. Auch bei A. Dali’ Acqua, 
Ann. di mat. (3) 6 (1901), p. 1 wird auf p. 7f. nach H. Poincare eine Art Parallel- 
verschiebung in V, definiert. Nach H. Weyl, Raum... ., 5. Aufl., p: 325 ist die 
Theorie der Parallelverschiebung auf einer Fläche und der Krümmung im Grunde 
schon enthalten in J.J. Thomson (Lord Kelvin) und P. @. Tait, A treatise on 
natural philosophy, Part I, sect. 135—137, p. 105—109 der Ausgabe von 1912. 

233) Unabhängig von T. Levi-Civita hat J. A. Schouten den Begriff der 
„geodätischen Bewegung“ gebildet, der mit dem des Parallelismus in einer Y, 
äquivalent ist. Proc. Ak. v. Wet. Amsterdam 21 (1918), p. 607; Verh. Ak. v. 
Wet. Amsterdam 12, Nr. 6 (1918), 95 S., bes. p. 44 ff, wo auch eine geometrische 
und mechanische Deutung gegeben wird. Vgl. auch A.D. Fokker, Versl. Ak. v. 
Wet. Amsterdam 27 (1918), p. 363 (holl.); Proc. Ak. v. Wet. Amsterdam 21 (1918); 
p- 505; Wisk. Tijdschr. 14 (1918), p. 249 (holl.); A. Carpanese, Ann. di mat. (3) 
28 (1919), p. 147; J. Peres, Lincei Rend. Rom (5) 28T (1919), p. 425; E. Persico, 
ebenda 30IH (1921), p. 127; @. Corbelini, ebenda 321 (1923), p. 72. 
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In einer V, m‘* Klasse (Nr. 24) sei eine Kurve & und durch 
einen Punkt P von & eine Richtung («) gegeben. Dann heißt nach 
T. Levi-Civita®?) eine Richtung (ß), die in der V, von einem Nach- 
barpunkte Q der Kurve E ausgeht, parallel zur Richtung («), wenn in 
der R,,,„, in welche die V,, eingebettet werden kann, X(«)(f)= X(ß)(f) 
ist für alle von («) verschiedenen Richtungen (f), die in der V, von 
P ausgehen. Eine andere Erklärung des Parallelismus, die nur auf 
der inneren Geometrie der V, selbst beruht, gibt F. Severi?®%), weitere 
derartige Erklärungen J. A. Schouten?®?). 

Wenn man die Koordinaten x, eines Punktes P der Kurve & und 
die Richtungskonstanten & (a, ,&&“—= 1) der von P ausgehenden 
Richtung («) in der V, als Funktionen des Bogens s von & gibt, so 
bestimmen sich die Zuwüchse d&* für die zu («) parallele Richtung 


(ß) im Nachbarpunkte (+ ds) der Kurve & aus dem Glei- 
chungssystem: 


de dat ,, 
(12) HN GE-G  Q=12...n).”) 
In den „Momenten“ &, — a, ,&” geschrieben, lautet dieses System: 
dE da” 
(13) ra rl er = 0, —1,2,...,n) 


(12) oder (13) sind die Differentialgleichungen des Parallelismus in 
einer V.- 


n 


Die Fundamentaleigenschaften des Parallelismus in einer V,, sind: 


1. Längs eines gegebenen Weges ist der Parallelismus symmetrisch 
und transitiv. 

2. Sind P, P, zwei Punkte der V,, («) eine Richtung durch P in 
der V,, so hängt die zu («) parallele Richtung («,) durch P, 
im allgemeinen von dem Wege ab, auf welchem man von P 
nach P, geht. Die Unabhängigkeit vom Wege ‚kennzeichnet 
die R,. 


234) F. Severi, Palermo Rend. 42 (1917), p. 227. Vgl. A. Carpanese ?'°), 
8 10; E. Bompiani, Atti Ist. Veneto 80 (1921), p. 363 ff. — Bei der Parallelver- 
schiebung einer Richtung («) längs der geodätischen Linie vom Anfangselement 
PQ ist der Parallelismus in der V, (,„Parallelismus von Levi-Civita“) zu unter- 
scheiden von dem Parallelismus in der V,, die durch alle geodätischen Linien 
gebildet wird, welche dem durch die Anfangsrichtungen PQ und («) bestimmten 
Büschel angehören (,„Parallelismus von Severi“). Die Parallelen zu einer Richtung 
(«) in P nach Levi-Oivita und Severi bilden in zweiter Ordnung einen Winkel, 
den E. Bompiani bestimmt hat [Atti Ist. Veneto 80 (1921), p- 371 f.]. 

235) Integration dieses Systems bei P. Dienes, Palermo Rend. 47 (1923), 
p. 144. 
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3. Längs einer geodätischen Linie sind die Richtungen ihrer Tan- 
genten parallel. Diese Eigenschaft ist für die geodätischen Linien 
der V,, charakteristisch. Hierin liegt die neue Deutung der Glei- 
chungen (8), auf die vorhin angespielt wurde. 

4. Verschiebt man zwei Richtungen parallel zu sich selbst längs 
eines beliebigen Weges, so bleibt ihr Winkel erhalten. Insbe- 
sondere bilden parallele Richtungen längs einer geodätischen 
Linie mit dieser denselben Winkel. 

Das gewöhnliche Differential eines Tensors in bezug auf ein par- 
allel mitbewegtes Bezugssystem ist das kovariante Differential [III 
D 10, Nr. 19 (R. Weitzenböck)] des Tensors (J. A. Schouten®®?), 

H. Weyl hat den Begriff des Parallelismus analysiert und zu einem 
stufenweisen Aufbau der „reinen Infinitesimalgeometrie“ verwertet, der 
im V. Abschnitt besprochen werden soll, ebenso wie gewisse von ver- 
schiedenen Autoren untersuchte Verallgemeinerungen dieses Begriffes. 
Auch in der gewöhnlichen Flächentheorie (V, im R,) hat der Begriff 
des Parallelismus schon Verwendung gefunden .?38) 

19. Der Krümmungstensor und die aus ihm abgeleiteten Größen. 
Während im gewöhnlichen dreidimensionalen Raum und ebenso im 
R, ein Vektor bei Parallelverschiebung längs einer beliebigen ge- 
schlossenen Kurve nach einmaligem Umgang in seine Anfangslage 
zurückkehrt, ist das in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit, die kein 
R, ist, nicht mehr der Fall. Führt man in einer solchen V, den 
Vektor & durch Parallelverschiebung um ein von zwei Linienelementen 
dx* und dx” in einem Punkte P aufgespanntes infinitesimales Par- 
allelogramm herum, so erfährt er dabei, abgesehen von unendlich 
kleinen Größen höherer Ordnung, den Zuwachs: 


(14) A& — dd Bu döE a 4 4 8 (dar dar Ba da’ ö.x).38T) 


236) Vgl. D.J. Struik, Grundzüge, z. B. p. 89 f.; A. Mylier, Paris C. R. 174 (1922), 
p- 997; 176 (1923), p. 483; G. Corbelini, Lincei Rend. Rom (5) 321 (1923), p. 72; 
H.Weyl, Raum ..., 5. Aufl., p. 88ff.. L. Bianchi, Napoli Rend. (3) 28 (1922), p. 150. 

237) Zu dieser Herleitung des Krümmungstensors in einer V„ vgl. etwa 
T. Levi-Oivita, Palermo Rend. 42 (1917) p. 179f., 196f.; J. A. Schouten, Verh. 
Ak. v. Wet. Amsterdam 12, Nr. 6 (1918), p. 64 n—=4); H. Weyl, Math. Ztschr. 
2 (1918), p. 384. Strenge Herleitung der Änderung eines Vektors bei Parallel- 
verschiebung um eine geschlossene infinitesimale Kurve herum bei J. Peres, 
Lincei Rend. Rom. (5) 28 (1919), p 425; P. Dienes, Palermo Rend. 47 (1923), 
p. 144; H. Tietze, Math. Ztschr. 16 (1923), p- 111; vgl. auch W. Wirtinger, Trans. 
Phil. Soc. Cambridge 22 (1922), p. 443. — Bei der Parallelverschiebung des 
Textes erfährt das ganze Bündel von oor-1 Richtungen in P im allgemeinen 
eine Drehung. Jede (reelle) Richtung, die dabei ungeändert bleibt, heißt eine 
Rotationsachse der betrachteten Flächenrichtung. Dieser Begriff, sowie ein in- 
variantes Maß der Drehung bei E. Bompiani, Atti Ist. Veneto 80 (1921), p. 839 ff. 
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Der in (14) rechts auftretende Tensor vierter Stufe heißt der 
Krümmungstensor der V,„, auch der Riemann-Ohristoffelsche Tensor oder 
Affinor. Seine gemischten Koordinaten R%.., sind mit den Vierzeiger- 
symbolen zweiter Art von E. B. Christofjel?®®) identisch: 

ZrumRure 

5 : RR er. ER k xu\ jev\__[*r\feul 9 

(15) Ri. — (aA, un = da + e 1%) ° 1%) 
seine kovarianten Koordinaten Ryau, = Air Rx.„, also mit den Vier- 
zeigersymbolen erster Art: 

„[ru “v 

7] A; 
Rn Br EN, xv\fAu]) _ freu Av] 999 
10) Ran tl elle le 1” 


In einer R, ist der Krümmungstensor an jeder Stelle Null. 
Aus dem Krümmungstensor ergibt sich durch Verjüngung der 





238) E. B. Christoffel, J. f. Math. 70 (1869), p. 46 = Ges. Math. Abh. I, 
p- 352. 

239) In der Bezeichnungsweise (Buchstaben, Stellung der Zeiger, Zahlen- 
faktoren) weichen die verschiedenen Autoren etwas voneinander ab; vergleichende 
Tabelle bei D. J. Strurk, Grundzüge, p. 186f. B. Riemann, Commentatio, p. 402 
schreibt für das R,,,, des Textes — }(xAuv). Wegen der Eigenschaften des 
Krümmungstensors vgl. IIID 10 b), Nr. 21 (R. Weitzenböck). Die Bestimmung einer 
quadratischen Differentialform aus dem Krümmungstensor behandelt H. Vermeil, 
Math. Ann. 79 (1918), p. 289. — Im V, lassen sich die R,7.» durch den sym- 
metrischen Tensor «,,, = — (R;. —4R-: a; .) ersetzen, indem man mit @. Ricei 
mod. 3 kongruente Zeiger als identisch ansieht und @- Au —= R, 124 2u+1u+2 
setzt. Vgl. dazu auch E. B. Christoffel, J. f. Math. 70 (1869), p. 65 = Ges. Math. 
Abh. I, p. 371. — Über die identischen Relationen für die R,,., [III D10b), 
Nr. 21 (R. Weitzenböck)] und ihre gegenseitige Abhängigkeit vgl. @. Ricei, Lincei 
Rend. Rom (5) 19 (1910), p. 86; @. Hessenberg, Math. Ann. 78 (1917), p. 190. 
Erwähnt sei auch die wichtige von @. Ricei entdeckte, von E. Padova, Lincei 
Rend. Rom (4) 5I (1889), p. 174 zuerst publizierte Identität für die kovarianten 
Ableitungen der R7 


zur" 
2 2 Bis 3 Be j 
Bot oanBarm 0 


die gewöhnlich nach ihrem Wiederentdecker die Identität von Bianchi genannt 
wird [L. Bianchi, Lincei Rend. Rom (5) 111 (1902), p. 3]. Neuere Ableitungen 
bei G. Herglotz, Leipz. Ber. 73 (1921), p. 223ff.; J. A. Schouten, Math. Ztschr. 11 
(1921), p. 58; R. Weitzenböck, Wien. Ber. 130 (1921), p- 31; D. J. Struik, Grund- 
züge, p. 148; A. E. Harward, Phil. Mag. 44 (1922), p. 380. Verallgemeinerung 
auf allgemeinere Parallelübertragungen (Nr. 28, 31): R. Bach, Math. Ztschr. 9 
(1921), p. 110; A. Veblen, Proc. Nat. Ac. sc. 8 (1922), p- 192; J. A. Schouten, 
Math. Ztschr. 17 (1928), p. 111; R. Weitzenböck, Invariantentheorie, p. 356; L. Ber- 
wald in W. Blaschke, Differentialgeometrie II, p. 171; J. A. Schouten, Riceikalkül, 
p. 90. Vgl. auch W. Wirtinger, Trans Cambridge Phil. Soc. 22 (1922), p- 444; 
E. Cartan, J. de math. (9) ı (1922), p. 141, Ann. fe. Norm. (3) 40 (1923), p. 325; 
R. Lagrange, These, Paris 1923, p. 17 = Ann. de Toulouse 1923. 
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symmetrische Tensor zweiter Stufe („einmal verjüngter Krümmungs- 
tensor“‘) ?19): 


1 3 Ava “u) (oA ra) (ou 
SL re ee 7 ee I Fl 1 ) 
und durch abermalige Verjüngung der Krümmungsskalar : 
(18) R= ar, = Run: 


In der Geometrie sind einige aus dem Krümmungstensor und 
seinen Verjüngungen abgeleitete Größen von besonderer Wichtigkeit: 
das Riemannsche Krümmungsmaß, die Richtungsinvariante und die 
Ortsinvariante der Krümmung.) 

Das Riemannsche Krümmungsmaß Kr in einem Punkte P einer 
V„ nach der Flächenrichtung (da’, dx*), die von zwei verschiedenen 
von P ausgehenden Linienelementen da’, öx* bestimmt wird, ist ge- 
geben durch: 


R,2,(4*82° — dt da”) (da d0’ — da’ sa“) 
(19) Kr 2 = % 1 A v I Ne 
(a,.a,, — a,,a, ,)(da’öx — dad" )(da" dx” — da dx“) 
Die Summen in Zähler und Nenner sind darin nur über alle Kombi- 
nationen der Wertepaare x, 1: u,v zu erstrecken, für die «<A; u<v 
ist. Kr bleibt unverändert, wenn man an Stelle der Linienelemente 
da, 62” zwei beliebige getrennte Linienelemente ad x? + «dr, bax* 
+ ß6x* des von ihnen gebildeten Büschels nimmt („Büschelinvariante“ 
nach F. Klein). 

Aus K7z ergibt sich durch einmalige Verjüngung im Zähler und 
Nenner die Richtungsinvariante der Krümmung*®®): Ä 














a 


2 2 1 ; v 
(20) ei rd ange EI Are 
Ar n-1 a,,da’da’ n—1.u dad?’ 
ur 


und durch nochmalige Verjüngung die Ortsinvariante der Krümmung **°): 


1 1 
(21) K=- nm—1i) Rau, ad” — Tree 

240) Eine geometrische Konstruktion dieses Tensors bei E. Bompiani, Paris 
C. R. 174 (1922), p. 737. 

241) Weitere (in den Komponenten des Krümmungstensors quadratische) 
Invarianten hat E. Bompiani, Atti Ist. Veneto 80 (1921), p. 378 ff., 849 ff, einge- 
führt und eingehend studiert. 

242) B. Riemann, Commentatio, p-. 403, Formel III. 

243) Die Benennungen des Textes rühren von F. Klein her; vgl. Jahresb. 
Deutsche Math -Ver. 26 (1917), 2. Abt., p. 70. Bei @. Ricei, Atti Ist. Veneto 63 
(1904), p. 1233 heißt (n — 1) K,, die mittlere Krümmung der Y, im Punkte P 
nach der Richtung von ds. Für das _R des Textes ist in Italien der Name 
„eurvatura media“ gebräuchlich. — Für n—4 ist der Tensor @ a DLR 
+ R,, besonders wichtig [vgl. V19, Nr. 17 (W. Pauli jr.)]. Eine geometrische 
Erklärung dieses Tensors bei E. Cartan, Paris C. R. 174 (1922), p. 437. 
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Zunächst sollen die wichtigsten geometrischen Erklärungen für 
diese invarianten Bildungen besprochen werden. 

Die Büschelinvariante Kr erscheint bei B. Riemann*“) als die 
Verallgemeinerung des Gaußschen Krümmungsmaßes der Flächen. 
Durch die Linienelemente d«*, $x* sind zwei von P ausgehende geo- 
dätische Linien (g,), (98) und durch diese ein Büschel geodätischer 
Linien mit dem Mittelpunkte in P festgelegt. Kr ist das Gaußsche 
Krümmungsmaß der Fläche, die von diesem Büschel geodätischer 
Linien gebildet wird, im Punkte P. Eine zweite, gleichfalls von 
B. Riemann’) gegebene Erklärung, auf die wir hier nicht eingehen 
können, entspringt der analytischen Definition des Krümmungstensors 
mit Hilfe der Normalkoordinaten [III D 10 b), Nr. 20 (R. Weitzenböck)]. 
Neuerdings hat F. Severi”®) diese Erklärung unter Zuhilfenahme des 
R,;„, in den die V, eingebettet werden kann (Nr. 24), mehr geo- 
metrisch formuliert. 

T. Levi-Civita*”) verwendet zur Erklärung von Kr den Begriff 
des Parallelismus in einer F, (Nr. 18): PQ=Ös sei ein infinitesi- 
maler Bogen einer geodätischen Linie der V,. Von P und Q aus 
ziehe man zwei geodätische Linien in parallelen Richtungen und trage 
auf ihnen den gleichen Bogen PP=0Q0Q=ds ab. P' und @ ver- 
binde man wieder durch eine geodätische Linie.®) Dann hat man 
im Punkte P nach der Flächenrichtung (PP'; PQ): 

(22) ee nu, 
Darin bedeutet A den Flächeninhalt des infinitesimalen „Parallelo- 
grammoides‘ PP'W'Q. i 

Endlich gibt E. Bompiani*®) zwei geometrische Interpretationen 
von Kr mit Hilfe gewisser Winkelgrößen. 

Die Richtungsinvariante K,, der Krümmung ist nach @. Rice 





;250) 

244) B. Riemann, Habilitationsvortrag II, 3; Commentatio, p. 403. — Vgl. 
auch A. Voss, Math. Ann. 16 (1880), p. 574; F. Schur, Math. Ann. 27 (1886), 
p. 539; J. Hadamard, Proces-verbaux, Bordeaux 1897/8, p. 85. 

245) B. Riemann, Habilitationsvortrag II, 2. Vgl. auch Nr. 16. 

246) F. Severi, Palermo Rend. 42 (1917), p- 251 ff. 

247) 7. Levi-Civita, Palermo Rend. 42 (1917), p. 173. Vgl. auch ?*®). 

248) Wegen einer allgemeineren Möglichkeit vgl. F. Severi, Palermo Rend. 
42 (1917), p. 245. 

249) E. Bompiani, Atti Ist. Veneto 80 (1921), p- 366 ff. Daselbst p. 853 
auch eine geometrische Deutung des Ausdruckes R,, „nn, in dem &, 84; 
n“,n, die Koordinaten zweier Paare von Einheitsvektoren bedeuten, und p. 844 
eine kinematische Interpretation von X, im Falle n—3. 

250) @. Ricei, Atti Ist. Veneto 63 (1904), p- 1233. 
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und @. Herglotz®') der Mittelwert der Krümmungsmaße nach den 
n — 1 Flächenrichtungen, die durch die gegebene Richtung dx” und 
n— 1 zu ihr und untereinander senkrechte Richtungen bestimmt 
werden. 

Die Ortsinvariante K der Krümmung ist der Mittelwert der Krüm- 
n(n — 1) 
2 
der V„ bestimmten Flächenrichtungen.2) Einen anderen Ausdruck 
für X hat H. Vermeil”®) auf Veranlassung von F. Klein angegeben: 


er im ara _6Rr+9, L-W, 
(23) ee ee re 


Hierin bedeutet /,, F', Inhalt und Oberfläche einer (nr — 1)-dimen- 
sionalen euklidischen Kugel vom Halbmesser 0; W,, 0, Inhalt und 
Oberfläche einer hinreichend kleinen (n — 1)-dimensionalen Entfernungs- 
kugel®‘) vom Halbmesser g um den betrachteten Punkt in der v; 
Endlich tritt X bei den V, erster Klasse [Nr. 24] auch als doppelter 
Mittelwert der Produkte der reziproken Hauptkrümmungsradien [Nr.22] 
zu je zweien auf, wobei die V, in einen R,;, eingebettet gedacht wird. 
Bei einer beliebigen V, kann man den Entwicklungen von W. Kiül- 
ling?°°) verschiedene geometrische Deutungen von K entnehmen, die 
aber alle den R,,, benutzen, in den die V, eingebettet werden kann 
(Nr. 24). 

Die im vorstehenden besprochenen invarianten Bildungen sind 
für die innere Beschaffenheit der V„ von großer Bedeutung. Einige 
darauf bezügliche Sätze seien hier noch zusammengestellt. 

Wie schon erwähnt (Nr. 17), haben zwei V, mit derselben Metrik 


mungsmaße Xr nach den durch ein orthogonales n-Bein in 











251) @. Herglotz, Leipz. Ber. 68 (1916), p. 199. Ebenda für n—4 eine auch 
für beliebiges n gültige allgemeinere Erklärung. Vgl. auch F. Klein, Jahresb 
Deutsche Math.-Ver. 26 (1917), 2. Abt., p. 70. 

252) F. Klein hat daher für K auch den Namen mittleres Krümmungsmaß 
der V, vorgeschlagen. — Der Satz des Textes findet sich anscheinend (für n— 4) 
zuerst bei H. A. Lorentz, Versl. Ak. v. Wet. Amsterdam 24 (1916), p. 1389 (holl.), 
dann bei @. Herglotz?°). — Vgl. auch J. A. Schouten, Verh. Ak. v. Wet. Amster- 
dam 12, Nr. 6 (1918), p. 67 ff. 

253) H. Vermeil, Gött. Nachr. 1917, p. 334. Die Formeln (10) sind die Ver- 
allgemeinerung der für n= 2 von J. Bertrand, J. de math. 13 (1848), p. 80 und 
V. Puiseux, ebenda p. 87, bzw. von Diguet, ebenda p. 83 angegebenen. Vgl. 
IID1,2, Nr. 86 (A. v. Mangoldt); IILD3, Nr. 15 (R. v. Lilienthal). 

f 254) d.h. des Ortes der Punkte konstanter geodätischer Entfernung go von 
einem festen Punkte P der V„. P heißt der Mittelpunkt, og der Halbmesser der 
Entfernungskugel. Die Bezeichnung nach B. Baule, Math. Ann. 83 (1921), p. 286. 

255) W. Killing, Raumformen II, $ 13. Seine Entwicklungen beziehen sich 
allerdings auf V„in S,,,„, sind aber leicht auf V„in R,;m übertragbar. 
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in entsprechenden Punkten und nach entsprechenden Flächenrichtungen 
immer dasselbe Riemannsche Krümmungsmaß. Dagegen zieht die 
Gleichheit des Riemannschen Krümmungsmaßes Är in entsprechen- 
den Punkten und nach entsprechenden Flächenrichtungen für zwei 
beliebige V, nicht auch umgekehrt die Gleichheit ihrer Maßbestim- 
mungen nach sich. Bei konstantem Kr ist aber auch die Umkehrung 
richtig: Kr = 0 charakterisiert die euklidischen Mannigfaltigkeiten R, 
[B. Riemann, R. Lipschitz®)], Kr = eonst. (#0) oder: 


(24) R,au» = Ko(a, 9, — 9,9.) (KR 0) 
die nicht-euklidischen Mannigfaltigkeiten (E. Beltrami, R. Lipschitz, 
F. Schur®°)]. Ist in einer V, (n> 2) das Riemannsche Krümmungs- 
maß in jedem Punkte nach allen Flächenrichtungen hin konstant, so 
ändert es sich auch von Punkt zu Punkt nicht [Satz von F\. Schur”®®)]. 

Ein ähnlicher Satz gilt auch für die Richtungsinvariante der 
Krümmung K,,.®) Ist K,, nicht in jedem Punkte der V,, nach allen 
von ihm ausgehenden Richtungen [und daher für » > 2 in der ganzen 
Y,”®)] konstant, so existieren in jedem Punkte der V, n gegenseitig 


n 


senkrechte Richtungen, nach denen X‘, einen stationären Wert annimmt. 
Diese Richtungen, die nicht eindeutig bestimmt zu sein brauchen, 
heißen nach @. Ricei?®) die Hauptrichtungen, das von ihnen gebildete 


256) B. Riemann, Commentatio, p. 401f.; R. Lipschitz, J. f. Math. 70 (1869), 
p. 71. Weitere Literatur: M. Levy, Paris C. R. 86 (1878), p. 465; R. Bee:, 
Ztschr. Math. Phys. 24 (1879), p. 1, 65; G. Ricci, Ann. di mat. (2) 12 (1884), 
p. 139; W. de Tannenberg, Paris C. R. 118 (1894), p. 1092; 119 (1894), p. 321; 
L. Bianchi, Lincei Rend. Rom (5) 7II (1898), p. 147; Bianchi-Lukat, $ 321; 
H. Weyl, Gött. Nachr. 1921, p. 103; W. Wirtinger, Trans. Cambridge Phil. Soc. 
22 (1922), p. 439. Vgl. auch Nr. 28. 

257) Daß ein nichteuklidischer Raum (im Sinne von Lobatschewskij bzw. 
Riemann) konstantes Riemannsches Krümmungsmaß besitzt, hat E. Beltrami, 
Ann. di mat. (2) 2 (1868), p. 232 — Opere Mat. I, p. 406 gezeigt, Den weiter- 
gehenden Satz des Textes hat für beliebiges n zuerst R. Lipschitz, J. f. Math. 
72 (1870), p. 1 bewiesen, später in übersichtlicherer Weise F. Schur, Math. Ann. 
27 (1886), p. 537; vgl. etwa noch: L. Bianchi, Lincei Rend. Rom (5) 7II (1898), 
p. 147; Bianchi-Lukat, 8$ 321 ff.; O. Tedone, Kend. Ist. Lomb. 32 (1899), p. 592; 
F. S. Woods, Ann. of Math. (2) 3 (1902), p. 71; H. Weyl, Gött. Nachr. 1921, 
p. 110 ff. — S. dazu auch Fußnote ?°*). 

258) F. Schur?°”), p. 563. Einfacher Beweis bei L. Bianchi, Lincei Rend. 
Rom (5) 11! (1902), p. 3; Lezioni, 2. ed., t.I, p. 349; vgl. auch H. Weyl, Gött. 
Nachr. 1921, p. 99. 

259) Vgl. G. Herglotz, Leipz. Ber. 68 (1916), p. 203, wo ein verwandter Satz 
ausgesprochen wird; L. P. Eisenhart, Proc. Nat. Ac. sc. 8 (1922), p. 24. 

260) G. Ricei, Atti Ist. Veneto 63 (1904), p. 1233; für n—3 schon Mem. 
Soc. It. sc. (3) 12 (1899), p. 69 und Paris C. R. 127 (1898), p. 344. Vgl. auch 
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n-Bein das Haupt-n-Bein, die zugehörigen Werte von (r—1).K,, die 
Hauptinvarianten im betrachteten Punkt der V,.#) Die Hauptin- 
varianten sind auch dann eindeutig bestimmt, wenn es die Haupt- 
richtungen nicht sind. Die Hauptrichtungen setzen sich zu n Systemen 
von je oo*=! Kurven der V, zusammen, den Hauptkongruenzen der 
V„. Die Hauptkongruenzen bilden ein System von n paarweise or- 
thogonalen Kurvenkongruenzen (Nr. 20). Sie stehen in Beziehung 
zur Theorie der geodätischen V,, (m <n), und allgemeiner zur Theorie 
der V,, mit lauter Nabelpunkten in der V, (Nr. 27). 


20. Die Orthogonalsysteme von Kurvenkongruenzen in einer 
Riemannschen Mannigfaltigkeit. Die Theorie der Orthogonalsysteme 
von Kurvenkongruenzen in einer V,, die von @. Ricci?°®) herrührt, ist 
eine Verallgemeinerung der Methode der Ableitung nach den Bogen- 
längen zweier orthogonaler Kurvenscharen auf einer Fläche.2%) Sie 
hat durch @. Ricei”“) und andere italienische Mathematiker %), na- 


L. P. Eisenhart, Proc. Nat. Ac. sc. 8 (1922), p. 24, sowie J. L. Synge, ebenda, 
p. 198, 204, wo das Wort „Hauptrichtungen‘“ in allgemeinerer Bedeutung ge- 
braucht wird. Allgemein spricht man von den Hauptrichtungen eines beliebigen 
symmetrischen Tensors 2. Stufe (s. etwa D. J. Struik, Grundzüge, p. 33). Die 
Kiceischen Hauptrichtungen sind in diesem Sinn die Hauptrichtungen des ein- 
mal verjüngten Krümmungstensors R,,, [Nr. 19, Gl. (17)]. Vgl. noch L. P. Eisen- 
hart, Trans. Amer. Math. Soc. 25 (1923), p. 259. — Ein merkwürdiges durch den 
Krümmungstensor einer V, bestimmtes Richtungsquadrupel hat E. Kretschmann, 
Ann. d. Phys. 53 (1917), p. 592 betrachtet. 

261) Für n=3 bilden die Hauptinvarianten ein vollständiges System von 
Differentialinvarianten zweiter Ordnung für die Grundform ds? (Nr. 17); @. Ricei, 
Lincei Rend. Rom (5) 211 (1912), p. 527; Palermo Rend. 33 (1912), p. 194. 

262) @. Ricei, Lincei Rend. Rom (5) 4IT (1895), p. 232; Lincei Mem. Rom 
(5) 2 (1896), p. 276. Zusammenfassender Bericht: @. Ricei und T. Lewi-Oivita, 
Math. Ann. 54 (1901), p. 125, insb. Kap. II u. IV. 

263) Vgl. IIID3, Nr. 8, 29 (R. v. Lilienthal). 

264) @. Ricci, Mem. Soc. It. d. Scienze (3) 12 (1899), p. 69; Auszüge: Paris 
C. R. 127 (1898), p. 344, 360; Math. Ann. 54 (1901), p. 173; Lincei Rend. Rom. 
(5) 14H (1905), p. 487 (Theorie der V, und V,, mit kontinuierlichen Bewegungs- 
gruppen; vgl. Nr. 26); Lincei Rend. Rom (5) 111 (1902), p. 355 (Vin V,; vgl. 

‚Nr. 21); Lincei Rend. Rom (5) 121 (1903), p. 409 (Geodätische V, 1<m<n) 
in einer V,„, insb. für n=3; vgl. Nr. 27); Atti Ist. Veneto 63 (1904), p. 1233. 
(Hauptkongruenzen einer V,„; vgl. Nr. 19); Lincei Rend. Rom (5) 191 (1910), 
p- 181; 19H (1910), p. 85; Atti Soc. It. Progr. sc. 3 (1910), p. 477; Lincei Rend. 
Rom (5) 27H (1918), p. 36 (V, mit gegebenen inneren Eigenschaften, bes. LA 
mit Orthogonalsystemen von Kurvenkongruenzen mit konstanten Retationskoeffhi- 
zienten); Lincei Rend. Rom (5) 271 (1918), p. 21, 75 (V, mit geodätischen Haupt- 
kongruenzen; vgl. Nr. 19); Lincei Rend. Rom (5) 311 (1922), p. 65 (Reduzierbar- 
keit des ds? einer V, auf die „statische Form“; vgl. Nr. 17); Lincei Rend. Rom 
10* 
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mentlich 7. Levi-Civita?%%), die verschiedenartigsten Anwendungen er- 
fahren. Neuerdings ist sie von U. Cisotti?®") nach der operativen Seite 
hin ergänzt, und von J. A. Schouten und D. J. Struik im Rahmen der 
direkten Analysis Schoutens (Nr. 16a) aufs neue entwickelt worden.?®®) 
Die beiden zuletzt genannten Autoren haben sie dann auf die verschie- 
densten Fragen angewendet, insbesondere auf die Theorie der n-fachen 
Orthogonalsysteme in einer V, (Nr. 25) und der V,„ in P, (m< n) 
(Nr. 21, 23).°°°) 

In einer 7, vom quadrierten Bogenelement Nr. 17, (2), definieren 


die Gleichungen 

da! dx? 
25 en yi; 
en ds Vaurda* da’ 5 


wo die 40 gegebene Funktionen der &,,%9,.- +, &, bedeuten, die in 
dem betrachteten Bereich der V, regulär sind, nicht alle zugleich 


(5) 3211 (1923), p. 265 (Eine kennzeichnende Eigenschaft der Kurvenkongruenzen 
auf der Einheitskugel). 

265) A. dall’ Acqua, Atti Ist. Veneto 59 (1900), p. 245; Ann. di mat. (3) 6 
(1901), p. 1 (Theorie der Kurvenkongruenzen in einer V,); Lincei Rend. Rom (5) 
12T (1903), p. 153 (Orthogonalsysteme von Kurvenkongruenzen im R, mit kon- 
stanten Rotationskoeffizienten); P. Cattaneo, Atti Ist. Veneto 61 (1902), p. #1 
(Kurvenkongruenzen im R,); 4. Tonolo, Atti Ist. Veneto 71 (1912), p. 1075 (Ver- 
allgemeinerung der Theorie des beweglichen Trieders auf n Dimensionen). Vgl. 
auch G. Corbelini, Lincei Rend. Rom (5) 321 (1923), p. 112; C. Dei, ebenda, p. 474, 
sowie L. P. Eisenhart, Trans. Amer. Math. Soc. 25 (1923), p. 259 (Gewisse Ortho- 
gonalsysteme von Normalenkongruenzen). 

266) T. Levi-Civita, Ann. di mat. (2) 24 (1896), p. 255 (Bestimmung aller 
V„, die eigentliche geodätische Transformationen zulassen; vgl. Nr. 26; s. auch 
J. E. Wright, Ann. di mat. (8) 16 (1909), p. 1); Lincei Rend. Rom. (5) 8I (1899), 
p 239 (Geraden- und Kurvenkongruenzen im R,, insb. isotrope); Palermo Rend. 
42 (1917), p. 173, $$ 11—13 (Parallelismus in einer V„; vgl. Nr. 18). 

267) U. Cisotti, Lincei Rend. Rom. (6) 271 (1918), p. 387; 2711 (1918), p- 22. 

268) J. A. Schouten, Verh. Ak. v. Wet. Amsterdam 12, Nr. 6 (1918), 95 p-; 
Math. Ztschr. 11 (1921), p. 58; J. A. Schouten und D. J. Struik, Proc. Ak. v. Wet. 
Amsterdam 22 (1919), p. 596, 684; Versl. Ak. v. Wet. Amsterdam 28 (1919), p- 201, 
425 (holl.). 

269) J. A. Schouten und D. J. Strwik, Proc. Ak. v. Wet. Amsterdam 22 (1919), 
p. 596, 684; Versl. Ak. v. Wet. Amsterdam 28 (1919), p. 201, 425 (holl.) (Anwen- 
dung auf die Theorie der n-fachen Orthogonalsysteme von V,„-ı in einer V,„; 
vgl. Nr. 25); Palermo Rend. 45 (1921), p. 313 (Verallgemeinerung des Satzes von 
Malus-Dupin und verwandter Sätze auf V,„); Proc. Ak. v. Wet. Amsterdam 24 
(1921), p. 146; Palermo Rend. 46 (1922), p. 165 (Anwendungen auf die Theorie 
der V,„ in V„; vgl. Nr. 23). Siehe auch D. J. Strwik, Grundzüge. Vgl. ferner 
V. Hlavatyj, Anz. (Vöstnik) Böhm. Ges. Wiss. Prag 1922/3, 30 p- (Verallgemeine- 
rung der Krümmungstheorie). 
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Null werden und der Gleichung 
(26) ZEN —] 
genügen, eine Kongruenz von gerichteten Kurven oder Kurvenkon- 
gruenz.?") 

Es mögen jetzt » paarweise orthogonale Kurvenkongruenzen [1], 
[2], - - -, [R] vorliegen, die durch lateinische Zeiger an den A unter- 
schieden werden sollen: A}, A, @=1,2,...,n). Die A genügen dann 
den Gleichungen: 


(27) Ah Ein (3, —=1 für i= k, sonst Null) 
oder den äquivalenten: 
(28) richte — ag, IM —a". 


1,(2,...,n) bedeute die Kurve der Kongruenz [1], ([2],...., [r]), die 
durch einen beliebigen Punkt der Y, geht, s,, (s,,.., s,) ihren Bogen, 
ao 

so daß ne ); A ist. 

Jedes kovariante System [III D 10b), Nr. 10 ff. (R. Weitzenböck)], 
kann dann in folgender Form dargestellt werden: | 
(29) Vos-::0 = nnemAnlgdni en Arm |em 
und entsprechendes gilt für kontravariante und gemischte Systeme. 
Die Skalare: 
(30) Dortgcct a %g, 02-..Om ‘2 2 ... en 


heißen die orthogonalen Koordinaten des Tensors v, dessen kovariante 
Koordinaten die o,,g,...gm Sind. Die orthogonalen Koordinaten A;jx der 
A$ sind Null oder Eins, je nachdem i-++%k oder i—k ist; die des 
Fundamentaltensors a, „(der V, sind die z,,.:"0*) 

Die orthogonalen Koordinaten der kovarianten Ableitung v,, 9...) 
eines Tensors m!” Stufe g,2...0m Werden mit den entsprechenden la- 
teinischen Zeigern bezeichnet: 


T 
(31) Yrirz... rm) gs Vo, 02... Qm(e) Pi Le ... ar hr 


Eine Ausnahme wird nur für die orthogonalen Koordinaten der ko- 
varianten Ableitungen von A;), gemacht, für die nach @. Ricei vn 
geschrieben wird: 

(32) EN Aloe) Pr . 


270) Zum folgenden vgl. @. Ricei und T. Levi-Civita, Math. Ann. 54 (1901), 
p. 125, Kap. II. 

2702) Die orthogonalen Koordinaten wurden zuerst in den Arbeiten von 
J. A. Schouten und D. J. Struik (Fußnote 68, systematisch verwendet. 
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Diese Invarianten heißen die Rotationskoeffizienten wegen der nahen 
Beziehung, in der sie zur Theorie des beweglichen Trieders von 
G. Darboux?"') stehen.??) Zwischen ihnen bestehen die Relationen: 


(33) Virt m Prit Fi 0, 


durch welche die Anzahl der algebraisch unabhängigen y,,, auf - _ 
reduziert wird. 

Die orthogonalen Koordinaten v,,,,...r„« der kovarianten Ablei- 
tung eines Tensors v,,g,...om drücken sich durch die des Tensors v und 
die y,,, folgendermaßen aus?”®): 


a 


Od, r r 
IE 2er m, 
(34) Ur, Yes culmlb) 2 08, 


n 





+5 en. ‚rm firit + Uri... rm Pirt +: .+ Y irn... iPirmt)‘ 


i=1 

Es gilt f,. = fa,,, oder ausgeschrieben: 
en 

(35) 08,05, 08,05 (Yu — 4 , 


i=1 
d. h. die Differentiationen nach s, und s, sind nicht vertauschbar. 
Ferner hat man die Gleichungen: 


n 
(36) Yard) Br ® (tr) = IR; ’ 


in denen R,,,, die orthogonalen Koordinaten des Riemannschen Krüm- 
mungstensors (Nr. 19) sind: 


(37) R De wre 


part” neo pıqgr tt" 

Für v,— A,,, folgt aus (32), daß die Rotationskoeffizienten 7,,, dem 
folgenden System von Differentialgleichungen erster Ordnung genügen: 
(38) 


das bei @. Ricci?®) in aufgelöster Form auftritt. 

Die Vorteile der im vorstehenden skizzierten Methode bestehen 
vor allem darin, daß durchwegs mit Skalaren gerechnet wird und daß 
sich bei ihr die Zerlegung eines Tensors nach n zueinander orthogo- 


Vinrc,) — Pine) Rarı 


t 


271) @ ne Surfaces I, Livre I, Chap. V; @. Koenigs, Legons de Cine- 
matique, Paris 1897, Chap. X und Note von E. u. F. Cosserat „Sur la Cin&ma- 
tique dans les milieux continus“. 

272) Über die geometrische Bedeutung der Rotationskoeffizienten vgl. 
G. Ricei?°%), Lincei Mem. Rom, p. 303, wo die V, dazu in einen R,;„ einge- 
bettet gedacht ist; 7. Levi- eG: ala Rend. 42 (1917), $ 13; J. A. Schouten 
und D.°J. Struik, Proc. Ak. v. Wet. Amsterdam 22 (1919), p. 599. 

273) Das Folgende bis auf die Bezeichnungsweise nach U. Cisotti?). 
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nalen Richtungen aufs einfachste vollzieht. Der Übergang von ko- 
varianten Koordinaten zu orthogonalen geschieht durch Ersetzen aller 
griechischen Zeiger durch die entsprechenden lateinischen und gleich- 
zeitigen Übergang von 7. ZU &,„. Auch der Prozeß der Verjüngung 
u.ä. m. überträgt sich in einfacher Weise.?”%) 

Im folgenden sollen die einfachsten geometrischen Anwendungen 
der Theorie kurz besprochen werden. 

Die Kurvenkongruenz [%] ist dann und nur dann eine Normalen- 
kongruenz, d. h. sie besteht aus den orthogonalen Trajektorien einer 
Schar von V,_, in der P.: 








(39) f(&, &,...,2,) = konst,, 
. n—1)(n — 2) - 
wenn die s Gleichungen: 
(40) Yam — rm 0; (‚m=1,2,..,n—1) 


erfüllt sind.?®) Sind also alle Kongruenzen eines orthogonalen »- 
tupels Normalenkongruenzen, so sind alle Yım„a mit drei verschie- 
denen Zeigern Null und. umgekehrt. 

Die Kurvenkongruenz [»] ist dann und nur dann geodätisch, d.h. 
sie besteht aus lauter geodätischen Linien der 7, wenn: 


n) 


(41) rm I; (d =1,2,.. Sr TE 10) 


. 274) Z. B. ist in einem Punkte der V„ Rixiz das Riemannsche Krümmungs- 
maß X, (Nr. 19) nach der von den Kurven i und %k dort gebildeten Flächen- 


n 
richtung, R;; = DR die mit n— 1 multiplizierte Richtungsinvariante K er 
Ki n 

der Krümmung nach der Richtung der Kurve i, R= N Rau der Krümmungs- 
skalar. a 

275) Bei einer beliebigen Kongruenz heißt Ynaım — Ynmı die Anormalität 
(anormalitä). 

276) @. Ricei?°®), Lincei Mem. Rom; für n—2 auch Superficie I, Kap. IV; 
J. A. Schouten und D. J. Struik, Palermo Rend. 45 (1921), $ 2, 1. Sätze über 
geodätische Normalenkongruenzen bei J. A. Schouten, Verh. Ak. v. Wet. Amster- 
dam 12, Nr. 6 (1918), p. 62£.; J. A. Schouten und D. J. Struik, Palermo Rend. 
45 (1921), $ 2,2. Ebenda 88 6, 7 Sätze über konform- geodätische' Kongruenzen, 
d. h. solche Kongruenzen, die durch Multiplikation des quadrierten Bogenele- 
mentes mit einem Skalar in geodätische Kongruenzen überführbar sind. Weitere 
Arbeiten geometrischen Charakters über konform-geodätische Kurven (vgl. *?®) und 
Kongruenzen: E. Kasner, Trans. Amer. Math. Soc. 7 (1906), p. 401; 8 (1907), p. 135; 
10 (1909), p. 201; The Princeton Colloquium 1913; K. Ogura, Töhoku Math. J. 7 
(1915), p. 124; 8 (1915), p. 187; 9 (1916), p. 134; J. Lipka, Trans. Amer. Math. 
Soc. 13 (1912), p. 77; Proc. Nat. Ac. sc. 3 (1916), p. 78; Bull. Amer. Math. Soc. 
(2) 26 (1920), p. 71; Proc. Amer. Ac. Boston 55 (1920), p. 285 [die beiden letzten 
Arbeiten auch Publ. Massach. Inst. Technol. Ser. 2 (1920/1)]; Proc. Nat. Ac. sc. 6 
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Ist die Kongruenz [rn] keine geodätische, so heißt der Vektor von 
den kontravarianten bzw. orthogonalen Koordinaten: 


(42) = DM yan, Palı = Pain (=1,2,...,n) 


i=1 

der Krümmungstektor dieser Kongruenz im betrachteten Punkte P 
(vgl. Nr. 18 (10)). Er hat die Richtung der Hauptnormalen der Kurve 
n in P; seine Länge: 
(43) r - Ya — Dr 
ist die erste Krümmung dieser Kurve in P (Nr. 18 (11)).°%) 

Wenn die n paarweise orthogonalen Kongruenzen [1], [2],.. .„[r] 
den Relationen: 
(44) Ynmt Pam 0, AGm=1,2,..,n—1;i--m) 
genügen, so bilden die Kongruenzen [1], [2], ..., [a — 1] in bezug auf 
die Kongruenz [n] ein kanonisches Orthogonalsystem.?'®) Man kann zu 
jeder Kongruenz [n] auf eine oder mehrere Arten » — 1 andere Kon- 
gruenzen bestimmen, die in bezug auf sie ein kanonisches Örthogonal- 
system bilden. Ist [»] eine Normalenkongruenz, so ist jedes 7,,] 
(!=+ m) Null. Die Kongruenzen [1], [2], ..., [a —1], die mit [n] ein 
kanonisches Orthogonalsystem bilden, bestehen dann aus den Krüm- 
mungslinien der 00! zur Kongruenz [n] senkrechten V,_, (Nr. 22). 

A. dall’ Acqua®®) hat — für n=3 — die Riccischen Unter- 
suchungen dadurch vervollständigt, daß er zugleich mit einer vorge- 
legten Kongruenz die Gesamtheit aller zu ihr orthogonalen Kurven- 
kongruenzen oder ihren „orthogonalen Komplex“ betrachtet, und auf 





(1920), p. 621; Ann. of Math. (2) 23 (1921), p. 101; J. Math. Phys. Massach. Inst. 
Technol. 1 (1922), p. 21: 2 (1923), p. 31, 74. Vgl. dazu auch die Untersuchungen 
von P. Stäckel über äquivalente dynamische Probleme, J. f. Mäth. 107 (1891), 
p. 319 [weitere Literatur bei P. Appell, J. f. Math. 110 (1892), p. 37], und über 
dynamische Probleme, deren Differentialgleichungen eine infinitesimale Transfor- 
mation gestatten, Leipz. Ber. 45 (1898), p. 331; ferner P. Painleve, J. de math. (4) 
10 (1894), p. 5, Bull. Soc. Math. France 22 (1894), p. 136 sowie J. E. Wright, Ann. 
di mat. (3) 16 (1909), p. 1.— Die von einem Büschel konform-geodätischer Kurven 
gebildeten V, betrachtet J. Lipka, Proc. Amer. Ac. Boston 59 (1923), p- 51. 

277) Bei G. Ricei*°2), Lincei Mem. Rom, p. 298 heißt der Vektor ® „cur- 
vatura geodetica“; vgl. auch J. E. Wright, Invariants, p. 78. 

278) @. Ricci?%2), Lincei Mem. Rom, p. 301ff.; für n=?2 auch Superficie, 
Einl. Kap. VI; @. Ricei und T. Levi-Oivita, Math. Ann. 54 (1901), p. 125, Kap. I; 
J. E. Wright, Invariants, p. 73; J. A. Schouten und D. J. Struik, Proc. Ak. v. Wet. 
Amsterdam 22 (1919), p. 597. 

279) A. dall’ Acqua, Ann. di mat. (3) 6 (1901), p. 1. 
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beide Gebilde die aus der Theorie der Flächen geläufigen Begriffe 
überträgt. 

Die weiteren Anwendungen der Theorie der orthogonalen Kurven- 
kongruenzen sind bereits eingangs, insbesondere in den Fußnoten a 
bis ?°9), kurz angedeutet worden. ! 


III. m-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeiten (l<m<n), 
die in einer »-dimensionalen enthalten sind. 


21. Die Grundgleichungen für eine V,, in V,. Die Grundglei- 
chungen der Theorie der V_,(1<m<n), die in einer V,„ beliebigen 
Riemannschen Krümmungsmaßes enthalten sind, wurden zuerst von 
R.Lipschitz°®°), A.Voss?®'), G. Ricci?#?) und vollständig von H. Kühne?®) 
aufgestellt.) Neuerdings haben J. A. Schouten und D. J. Struik 285) 
sowie H. Weyl?®®) durchsichtige Herleitungen dieser Grundgleichungen 
gegeben. 

In einer V, mit den Koordinaten %,%9,...,2%, und dem qua- 
drierten Bogenelement #): 


280) Siehe namentlich: R. Lipschitz, J. f. Math. 71 (1870), p. 274, 288; 
Auszug: Bull. sc. math. 4 (1874), p. 297. 

281) A. Voss, Math. Ann. 16 (1880), p. 129. 

282) @. Ricei, Lincei Rend. Rom (5) 111 (1902), p. 355. 

283) H. Kühne, Arch. Math. Phys. (3) 4 (1903), p. 300. Für V,, in R, fin- 
den sich alle Grundformeln schon bei @. Ricei, Lincei Rend. Rom. (4) 4II (1888), 
p- 203. Vgl. auch C. E. Wilder, Trans. Amer. Math. Soc. 25 (1923), p. 99 und 
für m—=2,n>3 die in °%0) bis °°2) genannten Arbeiten. 

284) Vgl. auch für V,_, in V„: Bianchi-Lukat, Kap. 22; für nn, mn: 
@. Ricei, Ann. di mat. (2) 12 (1884), p- 151ff.; R. Hoppe, Arch. Math. Phys. (2) 
3 (1886), p. 277; E.Cesäro, Atti Acc. Napoli (2) 6 (1894), 10 p. (n—4); Rend. 
Acc. Napoli (2) 8 (1894), p. 87; (3) 1 (1895), p. 47; Natürliche Geometrie, p. 280 ff. 
(n=4), 303. (n beliebig); E. O. Lovett, J. de math. (5) 7 (1901), p. 259; @. O. 
James, Amer. J. Math. 25 (1903), p. 249 — Diss. John Hopkins Univ. Baltimore 
(n=4). — L. Ingold, Trans. Amer. Math. Soc. 13 (1912), p. 319 hat die Grund- 
gleichungen für eine V,, im Funktionenraum entwickelt. 

285) J. A. Schouten und D. J. Struik, a) Proc. Ak. v. Wet. Amsterdam 24 
(1921), p. 146; b) Palermo Rend. 46 (1922), p- 165; D. J. Struik, Grundzüge III, 
IV, namentlich: III, 6; IV, 1,2, 5. Soweit diese Autoren mit Koordinaten ar- 
beiten, ist es charakteristisch für ihre Methode, daß sie keine Parameter in die 
V,„ legen, sondern bloß die Koordinaten x, der umgebenden V,, verwenden. 

286) H. Weyl, Math. Ztschr. 12 (1922), p. 165. Die Ableitung der Grund- 
gleichungen im Texte folgt dieser Arbeit. 

287) Im folgenden laufen die großen Zeiger A, MAG: MNDR.: 
von 1 bis n, die kleinen Zeiger A, u, », oe, shmn,r,... von 1 bis m. 'End- 


lich laufen die Zeiger @,ß,...: a,b,... von mti bis n. ee sind die 
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(1) ds? = aımdı“ daM 
sei vermöge der Gleichungen: 
(2) 2429, Yay-.., Ym)> (A=1,2,...,n) 


eine V_, eingebettet. In einem willkürlichen Punkte P dieser V, spannen 
dann die Vektoren e, mit den Koordinaten: 

0x 
(3) = ei („=1,2,...,m) 
innerhalb des n-dimensionalen Vektorraumes von P den m-dimensio- 
nalen Tangentialraum der V_, auf. Das quadrierte Bogenelement der 
V„ wird: 
(4) ab, Ayayı = a meer dy’dye. 

Um die Metrik der V, auf die V,, übertragen zu können, muß 
dem Punkt P der V,, auch noch ein (n — m)-dimensionaler Normal- 
raum zugeordnet werden. Dieser bestehe aus allen Vektoren, die zum 
Tangentialraum in P senkrecht sind. Er werde festgelegt durch n — m 
paarweise senkrechte Einheitsvektoren e, (@«=m+1,m+2,...,n): 
(5) ale in ar md. 

Jetzt wird die Zerspaltung des Vektorraumes in P in Tangen- 
tial- und Normalraum auf die Parallelverschiebung (Nr. 18) eines be- 
liebigen Vektors in P nach einem unendlich benachbarten Punkte P’ 
der V,, angewendet: 

1. Ein tangentialer Vektor t in P geht durch diese Parallelverschie- 
bung über in einen Vektor ? + dn (f' tangential, dn normal) in 

P'. Das Gesetz t—t’ gibt den affınen Zusammenhang der V,, 

(Nr. 28), das Gesetz t— dn die longitudinale Krümmung der V,, 

In 

2. Ein normaler Vektor n in P geht durch Parallelverschiebung 
nach P’ über in einen Vektor n’—+ dt (n’ normal, dt tangential) 


Christoffelschen Symbole zweiter Art in bezug auf die Grundform (1) der V,, 
die entsprechenden in bezug auf die Grundform (4) der V,„. R,unr Pe 
zeichnet die Komponenten des Krümmungstensors (Nr. 19) der V, im Koordi- 
natensystem der & ,, ";,,, die des Krümmungstensors der V,, im Koordinaten- 
system der y,. Endlich bedeuten eingeklammerte Zeiger kovariante Differentia- 
tion in der V„, z.B. 


oH, 

— ug ur) es : 
BT ke vr zu Ex | T J Haze T a 
(a) aT 


2 ap|v vo 
Toro = re A [Es 
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in P. Das Gesetz n — dt gibt die transversale Krümmung, das 

Gesetz n— n’ die Torsion der V,_ in P. 

Die analytische Durchführung dieser Zerlegung gibt die Grund- 
gleichungen für eine Vin V.: 


n 








ded MN 
1) öy, le let He, 

Zr MN) ‚m,n F 4 a 
(IL) 0%, Ft 4 je ET TOrHt Faa a 


Hierin sind H, |, die Komponenten der longitudinalen, — DER. 
die der transversalen Krümmung, Tyaj» die der Torsion. Die trans- 
versale Krümmung läßt sich also auf die longitudinale zurückführen. 
Es bestehen die Symmetriebedingungen: 


(6) 0) Haur—Hau; 6b) Tas + Taer 0, 
von denen die zweite aussagt, daß die Torsion eine kongruente Ab- 
bildung (infinitesimale Drehung) ist. 

Die Integrabilitätsbedingungen der Grundgleichungen (1.), (1I.) 


lauten ?°®): 


(II) R,mnriene)e, wet (HH. Sr Boing Baar) l 


0 AnNo “e|iv aluo 


AMP... RE 
(AV) R,une& Dan A, ne) Hurt) + H,uoTaaır 
0 — AzjurTaaıeı 
BAUM WB er 
(Y.) Km?“ % % =. Teßires Toßlem 
=” Dar ZyaleH 


Geometrisch gelangt man zu den Gleichungen (II)—(V.) da- 
durch, daß man einen zur Y,, tangentialen, bzw. normalen Vektor um 
ein Flächenelement der V,, herumführt und seine Änderung dabei in 
einen tangentialen und normalen Bestandteil zerlegt. 


288) Die Gleichungen (III) entsprechen der Gaußschen Gleichung der Flä- 
chentheorie, die Gleichungen (IV) den Mainardi-Codazzischen Gleichungen. Die 
Gleichungen (V) wurden für V,, in V„ zuerst von H. Kühne?®®), für Vin R, 
schon früher von @. Ricei?®®) angegeben. — H. Weyl??®) nennt den Tensor 
rechts in (IV) den Codazzischen Tensor, den Tensor, der die ersten vier Sum- 
manden rechts in (V) zu Komponenten hat, den transversalen, r, ur. den longi- 
tudinalen Flächenwirbel. — Ausführliche Literaturnachweise zu den Grundglei- 
chungen (III.)—(V.) bei D. J. Struik, Grundzüge, p. 136, Fußn. — Während die 

alar”“ Hr Mr die Bestimmungszahlen eines Tensors (des „Krümmungsaffinors“, 
s. weiter unten im Text) sind, sind es die T- di nicht. 
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J. A. Schouten und D. J. Struik®®) denken die V, von einem Or- 
thogonalsysteme von Kurvenkongruenzen 47 (L=1,2,..., n) (Nr. 20) 
durchzogen, derart, daß die V, ganz von Kurven der Kongruenzen A; 
(=1,2,...m) gebildet wird. Sie zerlegen dann für eine beliebige 
Kongruenz in der V,„: 


(7) g1 -235 1, e-, ar 1) 


den absoluten Krümmungsvektor (d. h. den Krümmungsvektor in der V,; 
Nr. 20), dessen orthogonale Koordinaten: 


(8) $ı -35, a (L=1,2,...,n) 
sind, in eine Komponente: 
(9) 9, = Im = (= 1,2,...,m) 


in der V und eine Komponente: 


(10) 2, en (a=m+ 1,m +2,...,n) 


senkrecht dazu. ®, ist der relative Krümmungsvektor der Kongruenz (D, 
d. h. ihr Krümmungsvektor in der V,„, ®, der Vektor der erzwungenen 
Krümmung.°%) Der Tensor mit den Koordinaten y,,,—H. der 


alıp? 
mit dem Tensor —H,,, in (l.) korrespondiert, ist der Krümmungs- 


affinor der V,. Zur Gleichung (IIl.) gelangen diese Autoren durch 
Zerlegung der orthogonalen Koordinaten (Nr. 20) des Riemann-Chri- 


stoffelschen Krümmungstensors der V, nach der V,, und senkrecht 


dazu.?®!) 


22. Krümmungseigenschaften einer V,_, in V,. Die Krümmungs- 
theorie einer Y,_, in V,?”%) ist derjenigen der Flächen im gewöhn- 


289) J. A. Schouten und D. J. Struik*?®®), a) p. 146ff.; b) p. 167 ff. Vgl. 
D. J. Struwik, Grundzüge, p. 91; für V, in R, auch E. A. Wüson und O.L. E. 
Moore, Proc. Amer. Ak. Boston 52 (1916), p. 319 ff. : 

290) @. Ricei***), p. 360 nennt diesen Vektor „curvatura normale rela- 
tiva a V,„*. 

291) J. A. Schouten und D. J. Struik?®°), a) p. 150 ff.; D. J. Struik, Grund- 
züge, p. 123. 

292) Die Krümmungstheorie einer V,„_, in einer beliebig gekrümmten V„ zu- 
erst, von mechanischen Analogien ausgehend, bei R.Lipschitz, J. f. Math. 71 
(1870), p. 274, 288; Math. Ann. 6 (1873), p. 416; J. f. Math. 81 (1876), p. 280, 
295; rein geometrisch bei A. Voss*®'). Einzelheiten bei E. Padova, Lincei Rend. 
Rom (4) 4It (1888), p. 369, 454, insb. p. 371 (n=3). Vgl. auch Bianchi-Lukat, 
Kap. 22 (n beliebig); D. J. Struik, Grundzüge, p. 81ff., 140f. (n beliebig). — Für 
eine umgebende S, siehe noch: W. Killing, Raumformen II, $ 11; L. Berzolari, 
Lincei Rend. Rom (5) 6II (1897), p. 283; E. Cesäro, Lincei Rend. Rom (6) 131 
1904), p. 658; D.J. Struik, Grundzüge, p. 125f.; für eine umgebende R, siehe 2°”), 
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lichen dreidimensionalen Raum [IIID 1.2, V. (H. v. Mangoldt); IIID 3,1. 
(R. v. Lilienthal)] vollkommen analog. 

Bei einer V,_, in V, ist in jedem Punkte nur ein Normalen- 
vektor e,—=e, vorhanden, so daß die Torsion (Nr. 21) Null ist, die 
Gleichungen (V.) ganz fortfallen und Hau = Hajıu = hıu die Ko- 
ordinaten eines symmetrischen Tensors zweiter Stufe in der V,_, 
werden. Dieser heißt der zweite Fundamentaltensor, h, dy’ dy“ die 
zweite Fundamentalform der V,_,. An sie schließt sich die Krüm- 
mungstheorie der V,_, in V, an. 

In jedem Punkte der P der V,_, gibt die Gleichung: 
(11) h, day’ dy“ = 0 
den zugehörigen quadratischen (n — 2)-dimensionalen Kegel der Asym- 
ptotenrichtungen (erster Ordnung) in der V,_,. Zwei in bezug auf ihn 
konjugierte Richtungen der V,_, durch P heißen konjugierte Rich- 
tungen, seine Hauptachsenrichtungen innerhalb der Y,_, die Haupt- 
krümmungsrichtungen der V,_, in P. Die Kurven auf der V,_,, deren 
Tangentenrichtung in jedem Punkte eine Asymptotenrichtung erster 
Ordnung (bzw. Hauptkrümmungsrichtung) der V__, ist, heißen die Asym- 
‚ptotenlinien oder Haupttangentenkurven erster Ordnung (bzw. Krümmungs- 
linien)?””) der V__,. Die Asymptotenlinien erster Ordnung einer V,_, 
sind dadurch gekennzeichnet, daß ihr oskulierender zweidimensionaler 
Vektorraum in jedem Punkte dem entsprechenden Tangentialraum der 
V„_, angehört oder unbestimmt ist (vgl. Nr. 23). 

Die Hauptkrümmungsrichtungen der V,„_, sind durch die Glei- 


chungen 
(12) (bu, FEB, day Te 0, (p SE 1, 2, en Lee 1) 
gegeben, in denen für R, die bei definiter Form (1) stets reellen 
Wurzeln der Gleichung: 

= bı— Eh, a d,n-ı — Rhın-ı | 
(13) —| 





Re u: Dr EN 
=1—-DR+DR—...+(—- )"'"D,_.,Rr'=0 
(b = det. b,,) zu nehmen sind.®%) Diese Wurzeln ‚sind die n—1 


Hauptkrümmungsradien, ihre reziproken Werte die Hauptkrümmungen 
der V,_, im Punkte P. Die Anzahl der nicht verschwindenden Haupt- 


293) L. Kronecker ?°”), p. 692 (V„_, in R,); A. Voß °®'), p. 150 (V,„_, in V,). 

294) Wegen der besonderen Fälle, die eintreten, wenn die Matrix ||h, ul 
einen Rang <n — 1 hat, oder wenn die Wurzeln R, von (13) zum Teil oder 
alle einander gleich sind, vgl. etwa D.J. Struik, Grundzüge, p. 32 ff., 84 ff. 
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krümmungen ist gleich dem Rang der quadratischen Matrix |h,,|- 


Die D, rechts in (13) sind die Summen der Produkte der Haupt- 


1 


krümmungen zu je k. Insbesondere heißt —_—, : D, der Skalar der 
; 


mittleren Krümmung”), TEN er D, die relative Krümmung *®) 
der V,_, in bezug auf die V, im Punkte P, 

Die D, hängen im allgemeinen wegen (1IL.) auch von der Metrik 
der umgebenden V, ab. Im speziellen Falle einer V,_, in R,„*”) sind 
sie, mit Ausnahme von D,, nur von den Koeffizienten b,, der ersten 
Fundamentalform (4) der V,_, und ihren ersten zwei Ableitungen 
nach den y, abhängig, also absolute Differentialinvarianten der V,_,, 
und zwar die D,, rationale, die D,,,, irrationale. Insbesondere ist 
D, die einzige Differentialinvariante, die höchstens zweite Ableitungen 


2 : : 
Re D, ist die Orts- 


invariante X der Krümmung der V,_, (Nr. 19). Die Invariante D,_, 
ist bei einer V,_, in R, das Kroneckersche Krümmungsmaß?"°) der 
V,_,, d. i. das reziproke Produkt ihrer » — 1 Hauptkrümmungsradien 
in der R,. (Vgl. auch °"9),) 


23. Krümmungseigenschaften einer V, (l<m<n—1) in V,. 
Die Krümmungstheorie der V, 2 <m<n— 1) in V, ist erst von 





der b,, und diese nur linear enthält. 


29) D! — I, 2 i D, e;! sind die Koordinaten des Vektors der mittleren 


Krümmung der V,_, (Nr. 28). 

296) @. Biccı*°*), p. 361. 

297) Zur Krümmungstheorie der V„-, in R, n>3), vgl.: L. Kronecker, 
Berl. Monatsb. 1869, p. 688 — Werke I, p. 215; F. Souvorof, Bull. sc. math. 4 
(1873), p. 180 n—4); C. Jordan, Paris ©. R. 79 (1874), p. 909; R. Beez, Math. 
Ann. 7 (1874), p. 387; Ztschr. Math. Phys. 20 (1875), p. 423; 21 (1876), p. 373; 
R. Lipschitz, Paris C. R. 82 (1876), p. 160, 218; auch J.f. Math. 81.(1876), p. 295; 
M. Alle, Wien. Ber. 74 (1876), p. 9; T. Craig, Amer. J. Math. 4 (1881), p. 297; 
R. Lipschitz, Berl. Ber. 1882, p. 1077; @. Ricci, Ann. di mat. (2) 12 (1884). p. 135; 
A. Brill, Math. Ann. 26 (1886), p. 300 n—=4); R. Hoppe, Arch. Math. Phys. (2) 
3 (1886), p. 277; E. Padova, Lincei Mem. Rom (4) 4 (1887), p. 4; @G. Ricei, Lincei 
Rend. Rom (4) 5I (1889), p. 643 n=4); A. Puchta, Mitt. Deutsche Math. Ges. 
Prag 1892, p. 43; P. Saurel, Ann. of math. (2) 5 (1904), p. 188; L. Neymeyer, 
Diss. Freiburg i. Br. 1922 (autogr.). — Vgl. auch die Behandlung bei Bianchi- 
Lukat, 1. Aufl., Kap. XXII, und E. Cesäro, Natürliche Geometrie, Kap. 17, bes. 
8 247. — Vom Standpunkte der Kugelgeometrie: 8. Lie, Gött. Nachr. 1871, 
p. 191, 535; Math. Ann. 5 (1872), p. 145, bes. p. 195f. (z. T. n=3); F. Klein, 
Math. Ann. 5 (1872), p. 270f. — Math. Abh. I, p. 119 ff. (Übertragung auf die 
Liniengeometrie). 

298) L. Kronecker *?"). 
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J, A. Schouten und D. J. Struik””®) systematisch behandelt worden. Für 
die Flächen (m = 2) im R, hat schon K. Kommerell®®), für die Flä- 
chen im R, E. E. Levi®®), E. B. Wilson und C. L. E. Moore®"') sowie 
F. Kämmerer®®') die entsprechenden Entwicklungen gegeben. Sonst 
liegen nur Untersuchungen über einzelne Punkte 20.2) 


Zunächst sollen hier die Krümmungseigenschaften einer V,, in 
V, besprochen werden, die nur vom Tensor HAMN — H.|uvede el 
[dem „Krümmungsaffinor“ (Nr. 21)] abhängen. 


Als Verallgemeinerung der zweiten Fundamentalform (11) für die 
YV„in V,(m<n—.1) erhält man die Vektorform: ’ 


14 H. uydyf d v.ei—= H4,d ud 008) 
|u,ay Ay way ay 


Das Quadrat der Länge des durch sie gegebenen Vektors ist eine 


299) J. A. Schouten und D. J. Struik, Palermo Rend. 46 (1922), p. 165; Proc. 
Ak. v. Wet. Amsterdam 24 (1921), p. 146; vgl. auch D. J. Struik, Grundzüge, 
p. 91 ff., 123 ff. Die Autoren wenden ihre allgemeinen Ergebnisse auch auf V, und 
V, in V, an. Vgl. ferner 0. E. Wilder, Trans. Amer. Math. Soc. 25 (1923), p. 99 
(0 Ze | U: Über P, in R, und V,„ (m >35) siehe die folgenden Fußnoten; 
über V, in R, vgl. noch C. H. Sisam, Amer. J. Math. 33 (1911), p. 97; E. Car- 
tan, Paris C. R. 167 (1918), p. 357, 426, 482, 550; Bull. Soc. math. France 47 
(1918), p. 125; 48 (1919), p. 132. 

300) K. Kommerell, Diss. Tübingen 1897; vgl. auch V. Hlavaty, Publ. fac. 
sc. Univ. Masaryk, Brünn 1923, Nr. 25; Rozpravy Ak. Prag 32 (1923), Nr. 14 
(tschech.). 

301) E. E. Levi, Diss. Pisa 1905 — Ann. di Pisa 10 (1908), 99 p.; E. B. 
Wilson und C.L. E. Moore, Proc. Amer. Ac. Boston 52 (1916), p. 267; Auszug: 
Proc. Nat. Ac. sc. 2 (1916), p. 273; F. Kämmerer, Mitt. Math. Sem. Univ. Gießen 
1 (1922), 9. Heft, 24 p. 

302) Vgl. außer den zu Beginn von Nr. 21 genannten Abhandlungen noch 
H. Hovestadt, Progr. Realg. Münster i. W. 1880 (V, in R,); W. Killing, Raum- 
formen II, $ 13 (V,, in 8,); P. del Pezzo, Rend. Acc. Napoli 25 (1886), p. 176 
(Vin R,); L. Berzolari, Atti Acc. Torino 33 (1898), p. 692, 759 (Vin S,); 
M. Servant, Bull. Soc. Math. France 30 (1902), p. 92 (V, in R,); H. Kühne, Math. 
Ann. 56 (1902), p. 257; Arch. Math. Phys. (3) 6 (1904), p. 251 (V,„, in R„); C. Segre, 
Atti Acc. Torino 42 (1907), p. 559 (V, in R,); E. Artom, Periodico di Mat. (3) 10 
(1912), p. 59 (V, in R,); C. L. E. Moore, Bull. Amer. Math. Soc. 18 (1912), p. 284; 
Ann. of Math. (2) 16 (1915), p. 89 (V, in R,); E. Bompiani, Atti Ist. Veneto 
80 (1921), p. 1113 (V,, in V,); R. Lagrange, Paris C. R. 174 (1922), p. 521, 658; 
176 (1923), p. 562, 1121; These, Paris 1923 — Ann. de Toulouse 1923. — Über 
die in algebraischer Richtung anschließenden Arbeiten siehe III C 7, Nr. 29, 87 
(C. Segre). 

303) Diese Vektorform anscheinend zuerst bei E. B. Wilson und ©. L. E. 
Moore, Proc. Amer. Ac. Boston 52 (1916), p. 267, bes. p. 310; Proc. Nat. Ac. 
sc. 2 (1916), p. 274. 
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skalare Differentialform vierten Grades, die sich zuerst bei A. Voß*!) 
findet: 
(im): 0, „eie#H. Hd, 


alur a'|u'v 


‚dy dy’ Ay“ dy” 
= a, „HA It Ayrdyäycdy 


wv 
Ihre geometrische Bedeutung, sowie die der zugehörigen doppelt-qua- 
dratischen Form: 


(16) a,,H4,H% „day dyöyöy” 
hat E. Bompiani?’*) angegeben. 
» Außer diesen Formen spielt bei den V,, in V, noch der Vektor 
der mittleren Krümmung’): 
(17) DA= 1 HA — IH 
m 


et en 

eine große Rolle. Ist er von Null verschieden, so gibt seine Richtung 
eine ausgezeichnete Normale der V,„, die Normale der mittleren Krüm- 
mung und das Quadrat seiner Länge einen Skalar, den Skalar der 
mittleren Krümmung der V „: 

In sehr verschiedener Weise ist der Begriff der Asymptotenlinien 
oder Haupttangentenkurven einer V„_, in V, auf die V,, in V, über- 
tragen worden. Am nächsten liegt es, als Asymptotenlinien p“* Ord- 
nung (p—=1,2,...) die Kurven der Y,, zu bezeichnen, deren osku- 
lierender (p + 1)-dimensionaler Vektorraum in jedem Punkte dem 
zugehörigen m-dimensionalen Tangentialraum der V,, angehört oder 
unbestimmt ist.%%) Dann hat aber eine V,, im allgemeinen keine 
Asymptotenlinien. Man kann auch jene Kurven der V,, Asymptoten- 
linien nennen, deren Richtung bei einer Parallelverschiebung (Nr. 18) 
längs ihrer selbst nach einem Nachbarpunkte in dieselbe Richtung 
übergeht, gleichviel ob man sich die Parallelverschiebung in der VW; 
oder in der umgebenden V, ausgeführt denkt. Dann erhält man nach 


304) E. Bompiani, Atti Ist. Veneto 80 (1921), p. 1113. — Bompianı be- 
stimmt auch (ebenda p. 1124 ff.) alle V, in V,„, für welche die Differentialform 
(15) das Quadrat einer quadratischen ist. 

305) R. Lipschitz, J. f. Math. 78 (1874), p. 1 (vgl. Berl. Monatsb. 1872, 
p. 361); 81 (1876), p. 230 (V,„ in V,„); W. Killing, Raumformen, p. 245 (V,, in 
8,); E. E. Levi, Ann. di Pisa 10 (1908), p. 69 (V, in R„); E. B. Wilson und 
C.L. E. Moore, Proc. Amer. Ac. Boston 52 (1916), p. 322; Proc. Nat. Ac. sc. 2 
(1916), p. 273 (V, in R,); E. Bompiani, Atti Ist. Veneto 80 (1921), p. 1131 ff. 
(V, in V,); J. A. Schouten und D.J. Struwik*®°), b) p. 170; D.J. Struik, Grund- 
züge, p. 97 (V, in V,). — Vgl. auch Fußnote ®”®). 

306) J. A. Schouten und D.J. Struik*®%), p. 168; D. J. Struik, Grundzüge, 
p. 79£., 98, 110 (Vin V,). Für V„_, in. R, vgl. C. L. E. Moore, Ann. of Math. 
(2) 13 (1912), p. 89. 
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E. Bompiani?”") die Kurven, für welche die biquadratische Form (15) 
verschwindet. Endlich nennen E. B. Wilson und C.L. E. Moore?®®) die 
Kurven einer V, Asymptotenlinien, deren oskulierender zweidimensio- 
naler Vektorraum zum Vektor der mittleren Krümmung (17) senkrecht 
ist. Die Differentialgleichung dieser Kurven ist: 


(18) a. D4 Hl, dy“ dy = 0.39) 


Die eigentlichen Krümmungsverhältnisse der Vin V, lassen sich 
nach J. A. Schouten und D. J. Struik??) folgendermaßen auseinander- 
setzen: 

Der Vektor der erzwungenen Krümmung (10) einer Kongruenz (7) in 
der V, gehört in jedem Punkt P der V, dem zur V_ senkrechten Vektor- 


raum R,, (m’ z er M<n — m) an, der in P durch die ee 1) 


Vektoren mit den orthogonalen Koordinaten (Nr. 20) Yıap = Hain 
(,p=1,2,...,m) aufgespannt wird. Dieser Vektorraum bestimmt 
zusammen mit dem Tangentialraum der V,, in P einen Vektorraum 
R.4m”'), das Krümmungsgebiet der V„ in P. Im Krümmungsgebiet 
spielt sich alles ab, was auf die erste Krümmung (Nr. 18, 20) der 


Kurven der V, in P bezug hat. 


Ist m’ — udn = 


so beschreibt der Vektor der erzwungenen Krüm- 
307) E. Bompiani, Atti Ist. Veneto 80 (1921), pP. 11168. (V,, in 7). 
308) E. B. Wilson und C.L._E. Moore, Proc. Amer. Ac. Boston 52 (1916), 
p. 354 ff.; Proc. Nat. Ac. sc. 2 (1916), p. 277 (P, in R,). Vgl. auch C. E. Wilder, 
Trans. Amer. Math. Soc. 25 (1923), p. 108 Ta 
309) Hier seien auch die Quasiasymptotenlinien (quasiasintotiche) erwähnt, 
E. Bompiani nennt Quasiasymptotenlinie Y%,h einer V,, in V,, jede Kurve der 
V,., deren oskulierender At Vektorraum in Jedem Punkte mit dem oskulieren- 
den k-Raum der Y,, (d.h. dem Vektorraum kleinster Dimensionenzahl, der die 
Umgebung kt Ordnung des Punktes der V, enthält), besondere Inzidenzeigen- 
schaften hat. E. Bompiani, Atti Acc. Torino 48 (1913), p. 393, Nr. 6, 7; Palermo 
Rend. 37 (1914), p. 305; Paris C. R. 168 (1919), p. 755; bes. fürm=2,h=n—1, 
= 1: Rend. Ist. Lomb. (2) 47 (1914), p. 177; Lincei Rend. Rom (5) 251 (1916), 
p- 493, 576, wo Sätze von Beltrami und Enneper über die Asymptotenlinien der 
P, in R, verallgemeinert werden. — Verschiedene Verallgemeinerungen des Be- 
griffes der konjugierten Richtungen und konjugierten Systeme für V, in R, bei 
E. B. Wilson und C. L. E. Moore, Proc. Amer. Ac. Boston 58 (1916), p. 356; 
E. Bompiani, Palermo Rend. 46 (1922), p. 91; für Vin V,: E. Bompiani, Atti 
Ist. Veneto 80 (1921), p. 1120; für V„ in R„: ©. E. Wilder, Trans. Amer. Math. 
Soc. 25 (1923), p. 110. — Verallgemeinerungen des Begriffes Striktionslinie auf 
V„ in V, bei H. Kühne, Math. Ann. 54 (1901), p. 545. Vgl. auch A. Myller ?°°). 
810) P. del Pezzo°°®), (V,, in R,); E. E. Levi°®!), p. 60 (P, in R,); E. Ar- 
tom°®°®), (V, in R,); J. A. Schouten und D. J. Struik #9), p. 171f.; D.J. Struik, 
Grundzüge, p. 103 ff., 125 ff. 
Encyklop. d. math. Wissensch. III3. 2 
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mung (10) im Krümmungsgebiet R, u +1) einen m-dimensionalen 


Kegelmantel, und sein Endpunkt eine V„_, vom Grade 2”-1, die in einer 
Rum+1)_, im Krümmungsgebiet liegt, und deren Schwerpunkt den 


Vera der mittleren Krümmung (17) zum Radiusvektor hat: das 
Krümmvungsgebilde'!) Zwischen den oo” -1 Richtungen in der V,,_ı 
in P und den oo”-! Punkten des Krümmungsgebildes besteht eine 
eineindeutige Zuordnung. 


Die Richtungen der V,„, die den extremen Längen des Vektors der 
erzwungenen Krümmung entsprechen, sind die Hauptkrümmungsrich- 
tungen der V,„.””) Im allgemeinen geht die Rm+1) 2 die das Krüm- 


2 
mungsgebilde enthält, nicht durch P, und es gibt daher keine Asym- 
ptotenlinien erster Ordnung. Der Vektor U, der sich von P bis zu 
der Rum+1) ‚erstreckt und senkrecht zu ihr ist, heißt der Umbilikal- 


3 
vektor der V, in P. 
J. A. Schouten und D.J. Struik besprechen auch die speziellen 


Fälle, die für m’< ——_ eintreten.®) Ist insbesondere m = 1 (2, 
3), d.h. hat das Krümmungsgebiet m + 1 (m + 2, m + 3) Dimen- 
sionen, so heißt der Punkt P ein azialer (planarer, spatialer) Punkt 


der V,.) Ein axialer Punkt, in dem sich das Krümmungsgebilde 


311) Wegen anderer Gebilde zur Kennzeichnung der Krümmung vgl. für 
V, in R,: K. Kommerell®”"), p- 22; Math. Ann. 60 (1905), p. 554 = Progr. Karls- 
gymn. Heilbronn 1905; für Y, in R,: E. E. Levi®®'), p. 68, Fußn.; E. B. Wilson 
und C.L. E. Moore, Proc. Amer. Ac. Bost. 52 (1916), p. 329; Proc. Nat. Ac. sc. 
2 (1916), p. 275; für Vin R,: H. Kühne, Arch. Math. Phys. (3) 6 (1904), p. 251; 
C. E. Wilder, Trans. Amer. Math. Soc. 25 (1923), p. 108, 118. — Über das Ver- 
halten des Krümmungsgebildes einer V,, in V„ bei konformer Transformation 
der V, siehe J. A. Schouten und D. J. Struik, Paris C. R. 176 «(1923), p. 1597 
oder J. A. Schouten, Riccikalkül, p. 202. 

312) K. Kommerell?®), p. 18ff. (V, in R,); E. E. Levi®®'), p. 67 (V, in AR); 
J. A. Schouten und D. J. Struik *°%), p. 172 (V,„, in V,„). — Andere Richtungen 
sind die zuerst von C. Jordan, Paris C. R. 79 (1874), p. 909 betrachteten Haupt- 
richtungen der V,; vgl. auch Lipschitz, J. f. Math. 81 (1876), p. 295 — Paris 
C. R. 82 (1876), p. 160, 218; D. J. Struik, Grundzüge, p. 95f. (m beliebig); 
E. B. Wilson und C. L. E. Moore, Proc. Amer. Ac. Boston 52 (1916), p. 352; 
Proc. Nat. Ac. sc. 2 (1916), p. 277” (m=?2). — Für m-en—1 fallen Haupt- 
krümmungsrichtungen und Hauptrichtungen zusammen. 

313) J. A. Schouten und D.J. Struik?°®), p. 172 ff. 

314) Die Namen axial und planar rühren, für V, in R,, von E. E. Levi®"'), 
p. 61 her, der Name spatial von J. A. Schouten und D. J. Struik, Christiaan 
Huygens 2 (1923), p. 167. 
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auf einen Punkt reduziert, ist ein Nabelpunkt der V?"°) In einem 
axialen Punkt der V,, gilt eine ganz analoge Krümmungstheorie wie 
für eine V,_, in V,„; der Einheitsvektor der zur V,, senkrechten Rich- 
tung im Krümmungsgebiet tritt dabei an Stelle des Normaleneinheits- 
vektors der V,_, in V.. 

Schließlich sei noch bemerkt, daß die Sätze von Euler und 
Meusnier in verschiedener Weise auf V,_, und V, in V, verallge- 
meinert worden sind.?!®) 

Die Krümmungseigenschaften einer V,, in V,, bei denen auch 
die Riemann-Christoffelschen Tensoren beider Mannigfaltigkeiten eine 
Rolle spielen, leitet man am einfachsten nach J. A. Schouten und D. J. 
Struik®‘”) aus der orthogonalen Form (Nr. 20) der Gleichungen (II): 


UT.) Baopr = Fıgpr = (HayıHair — Ha 1, Hajep) 
ab. Man erhält nach zweimaliger Verjüngung: 
Ip I=Fp 
(19) nn Roy = u Ipp 
I,p I,» '&r 
e- erde (Han Haip» Ben, alpı) 3 
a 4» 


Hierin steht links die Krümmung der V*, die aus allen von P aus- 
gehenden und die Y,, in P berührenden geodätischen Linien der r- 
besteht, oder die erzwungene Krümmung der V,') Der Minuend 
rechts, die halbe Ortsinvariante der Krümmung der V,„ (Nr. 19) heißt 
nach @. Ricci?®?) auch die absolute Krümmung der V„, der Subtrahend 
ihre relative Krümmung in bezug auf die V,. Die relative Krümmung 
der Vin V, ist die Summe der algebraischen Mittelwerte aller Pro- 


m 


dukte ungleichnamiger Hauptkrümmungsradien zu je zweien in be- 


315) J. A. Schouten und D. J. Strwik?°%, p. 173, 178. — Für RR A 
ist jeder Punkt axial. Über V,, mit lauter axialen (planaren, Nabel-) Punkten 
vgl. Nr. 27. 

316) Außer einigen der Arbeiten 2%”), 50%) vgl. etwa noch: W. Killing, 
Raumformen II, $ 11; L. Berzolari, Lincei Rend. Rom (5) 611 (1897), p. 283; (5) 
71 (1898), p. 4; E. Bompiani, Atti Acc. Torino 48 (1913), p. 393; 7. Boggio, 
Lincei Rend. Rom. (5) 28I (1919), p- 59; J. A. Schouten und D.J. Struik, Palermo 
Rend. 46 (1922), p. 168, 177; D.J. Struck, Grundzüge, p. 78, 85f., 88, 93, 115f. 

317) J. A. Schouten und D.J. Struik*®), a) p. 150 ff.; D.J. Struik, Grund- 
züge, p. 123 fl. 

318) J. A. Schouien und D. J. Struik®), a) p. 153; D. J. Struik, Grund- 
züge, p. 126. 

De Ge 
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zug auf n — m gegenseitig senkrechte Normalenrichtungen der V,„.*?) 
Legt man durch die V,, in willkürlicher Weise n — m zueinander 
paarweise senkrechte V_,,, so ist die relative Krümmung der V,, in 
bezug auf die V, die Summe der relativen Krümmungen in bezug 
auf diese V ,,..”) 

24. Klasse einer V,. In diesem Abschnitt handelt es sich um 
die Frage nach dem R, kleinster Dimensionenzahl, in den eine ge- 
gebene V,, eingebettet werden kann. Nach L. Schläfli?”') läßt sich 


einbetten, wobei O<p< .. ist. Die 
kleinste Zahl p, die dabei eintreten kann, heißt nach @. Ricei”””) die 
Klasse der V,. Durch den Parallelismus in der V,, (Nr. 18) ist nach 


J. A.Schouten®??) eine obere Schranke N (< "—) für die Klasse der 


jede V,, in einen BR,» 


V, gegeben: verschiebt man ein m-Bein von einem beliebigen Punkte 
P der V,, in ihr längs einer geschlossenen Kurve parallel zu sich 
selbst, bis es wieder nach P zurückkehrt, und sind bei allen mög- 
lichen Wahlen der Wegkurve dabei gerade oo Endlagen des m-Beines 
möglich, so ist die Klasse der V,<N. 

Die Mannigfaltigkeiten nullter Klasse sind mit den R,, identisch. 
Die einzigen reellen S,, erster Klasse sind für m > 3 die sphärischen 


319) Ein allgemeiner Satz über die Summe der Mittelwerte aller Produkte 
ungleichnamiger Hauptkrümmungsradien zu je p in bezug auf alle möglichen 
Normalenrichtungen bei J. A. Schouten und D.J. Strwik°®®), a) p. 189; über all- 
gemeinere Krümmungsinvarianten vgl. D. J. Struik, Grundzüge, p. 128 ff. Dort 
auch Literaturangaben. S. auch °®®). 

320) H. Hovestadt, Progr. Realgymn. Münster i. W. 1880 (V, in R,); W. Kil- 
ling, Raumformen, p. 245 (V, in 8,); L. Berzolari, Atti Acc. Torino 33 (1898), 
p. 692, 759 (V,, in S,); @. Ricei, Lincei Rend. Rom (5) 11T (1902), p. 361 CE 30 
V,); J. A. Schouten und D. J. Struik*®®), a) p. 153f. (V,„ in V,). Vgl. D. J. 
Struik, Grundzüge, p. 127. = 

321) L. Schläfli, Ann. di mat. (2) 5 (1871), p. 190. — Eine exakte Formu- 
lierung der Voraussetzungen, unter denen die Behauptung von Schläfli richtig 
ist, steht bisher aus. — Bemerkungen zur Abzählung von Schläfli bei P. Stäckel, 
J. £. Math. 113 (1894), p. 102; vgl. auch B. K. Mlodzieiowski, Mosk. Nachr. Phys. 
Math. B 8 (1889), p. 1 (russ.). 

322) G. Rieei, Ann. di mat. (2) 12 (1884), p. 135. Ricei spricht eigentlich 
von der Klasse der Fundamentalform der V,. Dieser Begriff beruht also auf 
der Transformation der Fundamentalform der V,, in eine Summe von Quadraten 
der Differentiale. Eine andere Normalform der Fundamentalform einer V,„, bei 
J. Lense, Monatsh. Math. Phys. 31 (1921), p. 92. 

323) J. A. Schouten, Proc. Ak. v. Wet. Amsterdam 21 (1918), p. 607; D.J. 
Struik, Grundzüge, p. 99f. Für V, in R, vgl. auch @. Rimini, Ann. sc. norm. 
Pisa 9 (1904), p. 40. 
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Mannigfaltigkeiten, wie zuerst R. Beeg #4) gezeigt hat. Die konform- 
euklidischen Mannigfaltigkeiten (Nr. 26) haben für m >3 stets die 
Klasse zwei (H. W. Brinkmann).>%*) 


25. n-fache Orthogonalsysteme in einer V,. Die n-fachen Ortho- 
gonalsysteme von V,_, in einer V, (n> 3)°®) sind von @. Ricei32s), 
sowie J. A. Schouten und D.J. Struik®?”) behandelt worden. Eine Be- 
handlung für Y,_, m R, rührt von G. Darboux*®') her. @. Darbouz 
hat für R,, G. Ricci?®) für V,, als erster die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen dafür angegeben, daß eine Schar von oo! rs 
1, %, - --,%,) = konst. in einer V,, einem n-fachen Orthogonalsystem 
angehört. Sie bestehen aus einem System von eier in ee und einem 
System von 1, partiellen Differentialgleichungen drit- 
ter Ordnung von f nach den x,. J. A. Schouten und D.J. Struik??") 
haben diese Bedingungen auf eine andere Gestalt gebracht und geo- 
metrisch gedeutet. Für n—= 3 entsteht eine partielle Differentialglei- 
chung dritter Ordnung, die im R, identisch ist mit der Gleichung 
UIID 9, Nr. 8 (E. Salkowski). 

Die V,_, eines n-fachen Orthogonalsystemes in einer V,, schneiden 
sich in den Krümmungslinien (Nr. 22). Diese Verallgemeinerung des 
Satzes von Dupin gestattet auch eine Umkehrung ?”), die sich für 
dreifache Orthogonalsysteme im R, auf den Satz von @. Darboux°®) 
reduziert. 

Während eine V, für n—=3 stets durch jeden Punkt »-fache 
Orthogonalsysteme in jeder Lage enthält, wie .E. Cotton®%) gezeigt 
hat, ist das für n> 3 nach J. A. Schouten 929) dann und nur dann der 
Fall, wenn die V,, konform-euklidisch ist (Nr. 26). 


324) R. Beez, Ztschr. Math. Phys. 21 (1876), p. 873. Vgl. auch C. J. Monro, 
Proc. Math. Soc. London 9 (1878), p. 171; A. Brill, Math. Ann. 26 (1886), p. 300; 
F. Schur, Math. Ann. 27 (1886), p. 163; E. Cesäro, Atti Acc. Napoli (2) 6 (1894), 
10 p.; Bianchi-Lukat, 1. Aufl., p- 615; D.J. Struik, Grundzüge, p. 142. 

3242) H. W. Brinkmann, Proc. Nat. Ac. sc. 9 (1923), p. 172. 

325) Für V, in V, siehe G. Ricci, Lincei Rend. Rom (4) 51 (1889), p. 643; 
(6) 3 (1894), p. 93; E. Cotton, Ann. de Toulouse (2) 1 (1899), p. 410. 

326) @. Ricci, Lincei Mem. Rom (5) 2 (1895), p. 276. 

327) J. A. Schouten und D. J. Struik, Proc. Ak. v. Wet. Amsterdam 22 (1919) 
p- 596, 684; Versl. Ak. v. Wet. Amsterdam 28 (1919), p. 201, 425 (holl.); vgl. 
auch J. A. Schouten, Math. Ztschr. 11 (1921), p.83ff.; D. J. Struik, Grundzüge, 
p- 145f.; L. P. Eisenhart, Trans. Amer. Math. Soc. 25 (1923), p. 259. 

328) @. Darboux, Ann. Ee. Norm. 3 (1866), p. 110. 

329) J. A. Schouten, Math. Ztschr. 11 (1921), p. 83ff. 
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Auf die Arbeiten über »-fache Orthogonalsysteme im R, (n>3) 
[J. Drach®®), G. Darbouzx ssı), A. Pellet®®), E. Rath°®°), L. Bianchi?®*)] 
und S, [L. Bianchi?*)] können wir hier nicht näher eingehen, ebenso 
auch nicht auf die Untersuchungen von C. Guichard über Netze und 
Kongruenzen im R,. Wir verweisen in dieser Hinsicht auf II D9, 
Nr. 29 ff. (E. Salkowski). 


IV. Besondere Riemannsche Mannigfaltigkeiten. 


26. Mannigfaltigkeiten mit besonderen inneren Eigenschaften 
ohne Rücksicht auf eine umgebende Mannigfaltigkeit. Die ersten 
besonderen V,, die untersucht worden sind, waren die V, konstanten 
Riemannschen Krümmungsmaßes Kr. ES wurde bereits bemerkt (Nr. 19), 
daß sie für Xr—=0 mit den euklidischen, sonst mit den nicht- 
euklidischen Räumen identisch sind. Über ihre Kennzeichnung durch 
die in ihnen enthaltenen geodätischen V, und V,„_ı sowie über die V,„ 
konstanten Krüämmungsmaßes in R, und S, wird in Nr. 27 berichtet.?””) 

Als nächste Verallgemeinerung der 5, können für n > 3°%°) die 
V, angesehen werden, die sich konform auf einen R, abbilden lassen 
(„konform-euklidische V,“)- Zu ihnen gehören die R, und $,. Für 
n—3 sind die konform-euklidischen V,„ von E. Cotton, A. Finzi und 
G. Ricci behandelt worden ®®”), für n > 3 von H. Weyl, sowie nament- 


330) J. Drach, Paris C. R. 125 (1897), p. 598 (vgl. @. Ricei, ebenda p. 810); 
Bull. soe. math. France 36 (1908), p. 85. 

331) @. Darboux, Systemes orthogonaux, p. 120; Acta math. 26 (1902), 
p. 227, ferner die in III D 9, Fußn. '*') genannten Arbeiten von G. Darboux und 
S. Lie. 

332) A. Pellet, Paris C. R. 128 (1899), p. 233, 284; Ann. de Toulouse (2) 2 
(1900), p. 137; Nouv. Ann. (4) 16 (1916), p. 37. 

333) E. Rath, Arch. Math. Phys. 9 (1905), p. 196. N 

334) L. Bianchi, Lincei Rend. Rom (5) 24JI (1915), p. 261; 251 (1916), p. 237, 
381, 435; 2611 (1917), p. 137; Ann. di mat. (3) 27 (1918), p. 183; 28 (1919), p. 187. 
— Bianchi gibt vor allem die Theorie der Ribaucourschen Transformationen der 
n-fachen Orthogonalsysteme im R, und S,- 

335) Die V, konstanten Riemannschen Krümmungsmaßes sind auch dadurch 
gekennzeichnet, daß ihre Entfernungskugeln [Fußn. ?°°)] geschlossene Flächen 
konstanter mittlerer Krümmung 4D, (Nr. 22) sind. B. Baule, Math. Ann. 83 
(1921), p. 286. — Gewisse Abbildungen - zweier V,„, und insbesondere zweier 5, 
aufeinander betrachtet L. Biancht, Lincei Rend. Rom (5) 251 (1916), p. 127; 261 
(1917), p. 447. 

336) Für n= 2 ist jede Riemannsche Mannigfaltigkeit konform-euklidisch. 

337) E. Cotton, a) Paris C.R. 125 (1896), p. 225; 127 (1898), p. 349; b) Ann. 
de Toulouse (2) 1 (1899), p. 385; A. Finzi, Atti Ist Veneto 62 1903), p. 1049; 
G. Rieci, Lincei Rend. Rom (6) 191 (1910), p. 181. 
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lich von J. A. Schouten und A. Finzi.??®) Eine V, (n>3) ist dann 
und nur dann konform-euklidisch, wenn der Krümmungstensor (Nr. 19) 
die Gestalt: 


1 
(1) Bari er (Qu ,, z alu Es Gulır un 9,4...) 


hat.°°°) Für eine V, ist R,,., stets von der Form (1). Eine P, ist 
dann und nur dann konform-euklidisch, wenn 


2) u — hr — 0 
ist. (2) ist für >35 eine bloße Folge von (1). (Vgl. Nr. 30.) 
Die Beziehungen der konform-euklidischen V, zu den n-fachen 


n 


Orthogonalsystemen von V,_, wurden in Nr. 25 besprochen; ihre Be- 
ziehungen zu den V, mit lauter Nabelpunkten werden in Nr. 27, die 
konforme Abbildbarkeit zweier beliebigen V,, in Nr. 30 behandelt.%°) 

Eine andere Verallgemeinerung der R, und S, bilden die V,, mit 
einer kontinuierlichen Gruppe von starren Bewegungen. An die Ar- 
beiten über diese V, haben sich naturgemäß auch solche über V, mit 
anderen kontinuierlichen Transformationsgruppen bestimmter Art ange- 
schlossen.’*!) 

Als infinitesimale Bewegung einer V_, bezeichnet man jede infini- 


338) A. Weyl, Math. Ztschr. 2 (1918), p. 404 (vgl. auch Gött. Nachr. 1921, 
p. 104); J. A. Schouten, Math. Ztschr. 11 (1921), p. 58; A. Finzi, Atti Ist. Veneto 
80 (1921), p. 111; Lincei Rend. Rom (5) 311 (1922), p. 8. Vgl. auch: A. Buch- 
holz, Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre ..., Bonn 1899, 214 p.; A. Palatini, 
Atti Ist. Veneto 79 (1920), p. 321; H. W. Brinkmann, Proc. Nat. Ac. sc. 9 (1923), 
p- 1; A. Finzi, Lincei Rend. Rom (5) 32T (1928), p. 215; sowie D. J. Struik, Grund- 
züge, p. 138, 150. 

339) Daß diese Bedingung notwendig ist, hat zuerst H. Weyl°’®), p. 404 
bemerkt. J. A. Schouten®?®), p. 79 ff. hat gezeigt, daß sie auch hinreicht. 

340) Die Formeln für die Änderung der fundamentalen Größen einer 1 
bei konformer Abbildung geben: A. Finzi®®”); T. Levi-Civita, Lincei Rend. Rom 
(5) 27 (1918), p. 184; J. A. Schouten, Math. Ztschr. 11 (1921), p. 78. 

341) Zum folgenden vergleiche man auch den Bericht von U. Amaldi, Ann. 
di mat. (3) 15 (1908), p. 293, bes. p. 308 ff.; ferner L. Bianchi, Gruppi continui, 
p- 489 ff.; D. J. Struik, Grundzüge, p. 155 ff. — Mit der Theorie der Bewegungs- 
gruppen einer V, hängt auch die Frage der Reduzierbarkeit ihres ds? avf die 
„statische“ Form (Nr. 17) zusammen. Vgl. J. Radon, Abh. Math. Sem. Hamburg 


1 (1922), p. 268. — Bogenelemente der allgemeinen Form 
dx? dc” 
ds—dat:p(m, Kay In gg ...; ia): 


die eine Bewegungsgruppe zulassen, bestimmt für n—=2 A. Maccone, Lincei 
Rend. Rom (5) 321 (1923), p. 327. Dort auch die entsprechende Verallgemeine- 
rung der Gl. (4). — Über die Beziehungen der Bewegungsgruppe einer V,„ zu den 
volumtreuen Gruppen einer R,„ vgl. L. Bianchi, Atti Acc. Torino 38 (1903), p. 376. 


160 IID 11. L. Berwald. B. Riemannsche Mannigfaltigk.u.ihre Verallgemeinerung. 


tesimale Transformation 


(3) X), 


ox*? 
die das quadrierte Bogenelement der V„ ungeändert läßt. Hat der 
Vektor &% konstante Länge, so spricht man von einer Translation 
(seorrimento).*2) Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür, daß die Transformation (3) eine infinitesimale Bewegung ist, 
lauten 


E Et Er = ON), En): 
Bekanntlich läßt jede R, und S, eine u: Sa gliedrige kontinuier- 





liche Gruppe von Bewegungen zu.) Das Problem, alle überhaupt 
möglichen kontinuierlichen Bewegungsgruppen einer V,„ anzugeben 
und die entsprechenden V, (d. h. die entsprechenden ds?) zu bestim- 
men, wurde für n= 3 von L. Bianchi®®), für n = 4 von @. Fubini”®) 


342) L. Bianchi, Gruppi continui, p. 499. — O. Onicescu, Lincei Rend. Rom 
(5) 291 (1920), p. 351; 29II (1920), p. 294 nennt infinitesimale Translation (tras- 
lazione) eine infinitesimale Bewegung einer V,, welche die Richtungen längs 
einer Kongruenz (Nr. 20) von Bahnkurven parallel im Sinne von Levi-Oivita 
(Nr. 18) verschiebt. Er betrachtet V,, die eine solche infinitesimale Translation 
zulassen. 

343) Sie finden sich als Bedingungen für die Unveränderlichkeit einer Figur 
in der V, schon bei M. Levy, Paris C. R. 86 (1878), p. 875, im Sinne der Frage- 
stellung des Textes zuerst bei W. Killing, J. f. Math. 109 (1892), p. 167, nach 
dem sie auch die „Gleichungen von Killing“ heißen. Die invariante Form des 
Textes rührt von @. Ricei, Mem. soc. It. delle sc. (3) 12 (1899), p. 78 her. — 
Allgemeiner findet man für die Variation von ds’—=agoda’dx” bei (3): 


X(ds’) = (&,(0) + &,) da’ da”. 

Vgl. M. Levy, Paris C. R. 86 (1878), p. 463, 812, 875 (V,); E. Cesaro, Lincei 
Rend. Rom (4) 4II (1888), p. 376 (S,); E. Padova, Studi editi della Universitä 
di Padova.... III (1888), 30 p.; Lincei Rend. Rom (4) 5I (1889), p. 174 (V,); 
G. Riceci, Studi editi della Universitä di Padova .... III (1888), 23 p. (V,„); E. Ce- 
saro, Rend. Acc. Napoli (2) 8 (1894), p. 149; (3) 1 (1895), p. 47; K. Zorawski, 
Bull. Ac. Sc. Krakau 1911, p. 3, 175: 1912, p. 269, 436, 721; 1914, p. 107, 220; 
1915, p. 122, 188, wo die Deformation der Y,, bzw. die Bewegung kontinuier- 
licher Medien in R, und V, betrachtet wird. 

344) Die R, und S, sind die einzigen V, von dieser Eigenschaft. W. Kil- 
ling °*®), p. 171f.; O. Tedone, Rend. Ist. Lomb, (2) 32 (1899), p. 592. 

345) L. Bianchi, Mem. soc. It. delle sc. (3) 11 (1897), p. 267; Gruppi con- 
tinui, p. 489 ff. E. Cotton, Paris C. R. 128 (1899), p. 495; °°”) b), Kap. V hat 
angegeben, welche dreidimensionale Mannigfaltigkeiten zu den Typen von Bianchi 
hinzukommen, wenn ds? nicht positiv-definit ist. 

346) @. Fubini, a) Ann. di mat. (3) 8 (1902), p. 39; b) Ann. di mat. (3) 9 
(1903), p. 33; Auszug: Lincei Rend. Rom (5) 111I (1902), p. 53. — Fubini gibt 
auch eine Reihe von allgemeinen Sätzen über die kontinuierlichen Bewegungs- 
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gelöst. Die drei Typen von V, mit viergliedriger Bewegungsgruppe 
hat dann O. Rimini") eingehend betrachtet. @. Ricei”®) hat mit den 
Methoden seines absoluten Differentialkalküls die Frage beantwortet, 
wie man bei gegebenem quadrierten Bogenelement einer V, erkennt, 
ob diese V, Bewegungen zuläßt, und wie man, wenn das der Fall ist, 
die zugehörige Bewegungsgruppe bestimmt. Später dehnte er einige 
Ergebnisse dieser Untersuchung auf die V,, aus.#°) 

Als infinitesimale konforme Transformation einer V,, bezeichnet 
man jede Transformation (3), welehe die Eigenschaft 


(5) X(ds?) = A,,%, ...,%,) ds? 


besitzt.) Auch hier erhebt sich die Frage, welche Gruppen über- 
haupt als konforme Gruppen einer V, aufgefaßt werden können, und, 
wenn eine solche Gruppe gefunden ist, die Aufgabe, die zugehörige 
V,„ durch Angabe ihres ds? zu bestimmen. Mit beiden Problemen hat 
sich wieder G. Fubini beschäftigt und dabei den engen Zusammen- 
hang hervorgehoben, in dem die konformen Gruppen der V, einerseits 
mit den Bewegungsgruppen stehen ®®!), andererseits mit den Gruppen 
von Punkt- und Berührungstransformationen, welche die Entfernungs- 
kugeln einer V,, fest lassen.?%) 352=) 


Schließlich hat sich @. Fubini auch mit der Bestimmung der V, 
befaßt, die eine kontinuierliche Gruppe zulassen, welche die geodätischen 


gruppen der V,, sowie eine Methode zur Aufsuchung ihrer endlichen diskontı- 
nuierlichen Untergruppen, die er auf zwei der Bianchischen Typen von Bewe- 
gungsgruppen einer V, anwendet. 

347) CO. Rimini, Ann. sc. norm. Pisa 9 (1904), 57 p. Vgl. auch $. C. Da- 
visson, Diss. Tübingen 1900. 

348) @. Ricei, Mem. soc. It. delle sc. (3) 12 (1899), p. 69. Auszüge: Paris 
C. R. 127 (1898), p. 344, 360; Math. Ann. 54 (1901), p. 173#f. 

349) @. Rieci, Lincei Rend. Rom (5) 1411 (1905), p. 487. — Gewisse V, mit 
einer zweigliedrigen Bewegungsgruppe treten auch bei L. P. Eisenhart, Proc. 
Nat. Ac. sc. 6 (1920), p. 328 auf. 

350) Bei konstantem A spricht man von einer infinitesimalen Ähnlichkeit. 
Vgl. z.B. @. Fubini®*%), a) p. 56. 

851) @. Fubini, Atti Acc. Torino 38 (1903), p. 404. 

352) @. Fubini, Rend. Ist. Lomb. (2) 38 (1905), p. 178. @. Fubini, Ann. di 
mat. (3) 16 (1909), p. 141 hat auch untersucht, wann sich zwischen zwei V,„ eine 
derartige Berührungstransformation aufstellen läßt, daß sich die Entfernungs- 
kugeln [Fuß. ?5%)] der beiden V, entsprechen. 

352a) Hier seien noch erwähnt die auf KR, bezüglichen, z. T. aber auch für 
V„ gültigen Untersuchungen von L. Biancht, Atti Acc. Torino 30 (1908), p. 376, 
479 über Gruppen, die ein n-dimensionales Volumen invariant lassen, bzw. mit 
einer Konstanten multiplizieren. 
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Linien der V_, untereinander vertauscht.) Er hat alle V, und P, be- 
stimmt, die eine solche Gruppe gestatten, und darauf hingewiesen, 
daß seine Methode, abgesehen von gewissen Ausnahmefällen, auch für 
einen beliebigen Wert von n zur Lösung der Aufgabe hinreicht. 
Eine andere Frage, die sich auf die geodätischen Linien bezieht, 
ist die nach den V,, welche eigentliche geodätische Transformationen zu- 
lassen. Gesucht werden dabei die V,, die sich auf eine andere V, 
punktweise so abbilden lassen, daß die geodätischen Linien beider 
Mannigfaltigkeiten einander entsprechen, wobei der triviale Fall glei- 
cher oder ähnlicher Linienelemente (ds = a: ds; a — Konst.) aus- 
zuschließen ist. Für n > 235%) hat zuerst T. Levi-Civita?°°) die Frage 
vollständig beantwortet. @. Fubini”) bestimmt alle V, die auf eine 
der von T. Levi-Civita gefundenen geodätisch abbildbar sind. E. Bom- 
piani®") bestimmt die V,, die sich auf eine andere V,, eineindeutig 
punktweise so abbilden lassen, daß dabei parallelen Richtungen (Nr. 18) 
immer ebensolche entsprechen. Ferner untersucht er®”®), welche P,;, 


353) G. Fubini, Mem. Acc. Torino (2) 53 (1903), p. 261. Vgl. auch Lincei 
Rend. Rom (5) 141 (1905), p. 678 und A. Boulanger, Paris C. R. 136 (1903), p. 661 
(n— 3). — Für n=2 ist diese Aufgabe schon von $. Lie, Math. Ann. 20 (1882), 
p. 357 in Angriff genommen und von @G. Koenigs, Ann. de Toulouse 6 (1892), 
p. 1; Mem. sav. tr. Paris 31 (1894), Nr. 6 sowie L. Raffy, Bull. soc. math. France 
22 (1894), p-. 63, 85; J. de math. (4) 10 (1894), p. 331 im wesentlichen erledigt 
worden. Vgl. IID6a, Nr. 9 (4. Voss). 

354) Für n—2 erhält man (bei Beschränkung auf das Reelle) die Liou- 
villeschen Flächen [U. Dini, Ann. di mat. (2) 8 (1869), p- 269). Vgl. IID3, 
Nr. 18 (R.v. Lilienthal); III D 6a, Nr. 9 (A. Voss). 

355) T. Levi-Civita, Ann. di mat. (2) 24 (1896), p. 255. — Vgl. auch J. E. 
Wright, Ann. di mat. (8) 16 (1909), p. 1 sowie Invariants, letzter Abschnitt. — 
Über geodätische Abbildung zweier V, aufeinander vgl. noch J. A. Schouten und 
D. J. Strwik, Christiaan Huygens 2 (1923), p-. 299; J. A. Schouten, Riceikalkül 
V,g19#. 

356) @. Fubini, Lincei Rend. Rom (5) 141 (1905), p. 678 (n-=3); (5) 14H 
(1905), p. 315 m >3; hier wird nur der allgemeine Fall erledigt). Die entspre- 
chende Frage für n— 2 hat schon @. Koenigs, Note II in @. Darboux, Surfaces 
IV behandelt. 

357) E. Bompiani, Lincei Rend. Rom (5) 291 (1920), p. 347. 

358) E. Bompiani, Ann. di mat. (8) 31 (1922), p. 51. Bompiani, Lincei 
Rend. Rom (5) 271 (1918), p. 278 zeigt auch, daß eine punktweise Abbildung 
zweier V„, welche die V, vom Gaußschen Krümmungsmaß Null einander ent- 
sprechen läßt, für n>3 stets, für n— 3 im allgemeinen das Produkt einer Iso- 
metrie und einer Ähnlichkeit ist. Eine verwandte Kennzeichnung der isometri- 
schen Abbildungen zweier V, bei E. Bompiani, Lincei Rend. Rom (5) 271 (1918), 
p. 230. — A. Finzi, Atti Ist. Veneto 81 (1922), p. 333 gibt eine Eigenschaft der 
infinitesimalen Deformationen einer Y,, welche die geodätischen Linien er- 
halten. 
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die eigentliche geodätische Transformationen zulassen, in einer R, 
oder 5, existieren. 

Eine Reihe von Arbeiten behandelt die V, mit besonderen Eigen- 
schaften der Hauptkongruenzen (Nr. 19). Die V, mit unbestimmten 
Hauptkongruenzen sind von R. Serini, E. Kasner, D. J. Struik, J. A. 
Schouten und D. J. Struik sowie L. P. Eisenhart behandelt worden.3®) 
Die V, mit geodätischen Hauptkongruenzen hat @. Ricci?°®) unter- 
sucht, besondere V, mit V,-normalen Hauptkongruenzen („Normal- 
räume“) L. Bianchi und A. Palatini.?°*) 

B. Baule?®) bestimmt alle V,, in denen sämtliche Kurven mit 
konstanter von Null verschiedener erster und verschwindender zweiter 


Krümmung (Nr. 18) geschlossen sind. 
Endlich hat auch noch A. Buchholz?®?) gewisse Mannigfaltigkeiten 
studiert, namentlich in bezug auf ihre geodätischen Linien. 


27. Mannigfaltigkeiten besonderen Verhaltens gegen eine um- 
gebende Mannigfaltigkeit. Zu den Mannigfaltigkeiten, die durch be- 


359) R. Serini, Lincei Rend. Rom (5) 271 (1918), p. 235 (V, im R,); E. Kas- 
ner, Amer. J. Math. 43 (1921), p. 20, 126 (V,), p.130 (V, in R,), p. 217 (V,); Math. 
Ann. 85 (1922), p. 227 (V,); D.J. Struik, Grundzüge, p. 166f.; J. A. Schouten und 
D.J. Strwik, Amer. J. Math. 43 (1921), p. 218 [vgl. auch A. Finzi, Lincei Rend. 
Rom (5) 321 (1923), p. 217]; L. P. Eisenhart, Proc. Nat. Ac. sc. 7 (1921), p. 328; 
8 (1922), p. 24; J. L. Synge, ebenda, p. 204. Siehe auch R. Weitzenböck, Ber. Wien 
130 (1921), p. 44. — Eine V, mit unbestimmten Hauptrichtungen (Nr. 19) heißt 
wohl auch eine Einstein-Mannigfaltigkeit (vgl. A. Einstein, Berl. Sitzgsb. 1919, 
p. 349). H. W. Brinkmann, Proc. Nat. Ac. sc. 9 (1923), p. 172 betrachtet die 
V,, die konform auf V, mit unbestimmten Hauptrichtungen abgebildet werden 
können. 

360) @. Ricei, Lincei Rend. Rom (5) 27I (1918), p. 21, 75. 

361) L. Bianchi, Lincei Rend. Rom (5) 251 (1916), p. 59; A. Palatini, Lincei 
Rend. Rom (5) 28II (1919), p. 334; Ann. di mat. (3) 29 (1921), p. 191. Ferner: 
4A. Finzi, Rend. Acc. Napoli (3) 29 (1923), p. 36. Vgl. auch: 7. Levi- Oivita 
Lincei Rend. Rom (5) 261 (1917), p. 522; 27I (1918), p. 10; 27IT (1918), p. 220, 
240, 283, 343; 281 (1919), p. 3, 101. 

362) B. Baule, Math. Ann. 84 (1921), p. 202. 

363) A. Buchholz, Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre...., Bonn 1899, 
264 p. — Weitere in diesen Abschnitt gehörige Untersuchungen: A. dall’ Acqua, 
Lineei Rend. Rom (5) 1711 (1908), p. 269 (V,, für welche die Gleichung A,p = 0 
ein Integral der Form Fax, ,%,)- f(&,) hat); L. Bianchi, Lincei Rend. Rom (5) 
2511 (1916), p. 177 und F'. Cecioni, Ann. di mat. (3) 30 (1921), p. 278 (ds? in 


n Variabeln vom Riemannschen Krümmungsmaß Null nit konstanten ve und 


ihre Beziehung zu den kommutativen Zahlensystemen mit n Einheiten); L. P. 
Eisenhart, Trans. Amer. Math. Soc. 25 (1923), p. 297 (V„ mit einem Tensor 
Lu %,u Fa,,), dessen kovariante Ableitungen Null sind). 
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sonderes Verhalten gegen eine umgebende Mannigfaltigkeit bemerkens- 
wert sind, gehören vor allem die in einer V, geodätischen V,„(m<n), 
die für m—=n— 1 zuerst von A. Voss?®) untersucht worden sind. 
Eine V,, heißt geodätisch in einer V,, wenn jede in der V,, geodä- 
tische Linie auch in der V, geodätisch ist.?®) J. Hadamard’‘) hat 
die Y, mit oo! und oo? geodätischen V, bestimmt, G. Ricci?*) die V, 
mit 00? geodätischen V, geometrisch gekennzeichnet.) Eine V,, ist 


m 


dann und nur dann in einer V, geodätisch, wenn alle A.|. (Nr. 21) 
in jedem Punkte der V,, Null sind (@. Ricei).%*) Der Riemannsche 
Krümmungstensor (Nr. 19) einer in einer V, geodätischen V,, ist in 
jedem Punkte die V,-komponente des Riemannschen Krümmungs- 
So der V,; die erzwungene Krümmung (Nr. 21) jeder Kurve der 

V„ ist Null (J. A. Schouten und D. J. Struik)?*) Die Asymptoten- 
linien und Krümmungslinien einer in einer V, geodätischen V„_, sind 
unbestimmt, ihre Hauptkrümmungen Null. 

In einer V, konstanten Riemannschen Krümmungsmaßes, also in 
einer S, oder R, (Nr. 19), existieren durch jeden Punkt in jeder 
Richtung geodätische V, (V,„_,). Jede dieser Eigenschaften ist kenn- 
zeichnend.3#%®) Eine V, ist sogar schon eine S, oder R,, wenn auch 
nur zwei verschiedene Punkte in ihr existieren, durch die es in jeder 


Richtung geodätische V,(V„_1) gibt (F. Schur, @. Herglotz, J. Blumen- 


364) A. Voss, Math. Ann. 16 (1880), p. 129. Vgl. außerdem namentlich: 
J. Hadamard, Bull. sc. math. (2) 25 (1901), p. 37; G. Ricei, Lincei Rend. Rom 
(5) 12T (1903), p. 409; C. Rimini, Ann. sc. norm. Pisa 9 (1904), p. 29 ff.; d. A 
Schouten, Proc. Ak. v. Wet. Amsterdam 21 (1918), p. 607; Versl. Ak. v. Wet. 
Amsterdam 27 (1918), p. 16 (holl.); J. A. Schouten und D. J. Struik, Proc. Ak. v. 
Wet. Amsterdam 24 (1921), p. 146; D. J. Struik, Grundzüge, namentlich p. 96f., 
101 f., 125 ff, 142 ff.; @. Vitali, Lincei Rend. Rom (5) 3111 (1922), p. 86; E. Bom- 
piani, ebenda 32II (1923), p. 14. 

365) Diese Erklärung nach J. Hadamard°®°*). ©. Rimini °°*) u a. bezeichnen 
solche VY,, als total-geodätisch, während sie [nach F'. Schur, Math, ‚Ann. 27 (1886), 
p. 546] geodätische Flächen in V, die von einem Büschel geodätischer Linien 
(Nr. 18) gebildeten V, nennen ER die Bezeichnung geodätische Y„ in V„ in 
analoger Bedeutung gebrauchen. 

366) T. Levi-Civita, Palermo Rend. 42 (1917), p. 193 zeigt, daß die V,„, die 
eine Kongruenz von Kurven mit vollständigem (d. h. vom Wege ansehen) 
Parallelismus enthalten, 00! geodätische V,_, besitzen. Vgl. auch E. Bompiani, 
Lincei Rend. Rom (5) 301 (1921), p. 168. — E. Bompiani, Lincei Rend. Rom (6) 
30IL (1921), p 395 untersucht die V,, die zwei Scharen von je o0' geodätischen 
V, enthalten, deren Schnittkongruenz eine Normalenkongruenz ist, sowie [Lincei 
Rend. Rom (5) 3211 (1923), p. 14] die Y„, die als Ort von geodätischen Vm be- 
trachtet werden können. 

3662) Diese Eigenschaft ist nur eine neue Formulierung einer in Nr. 18 
(vgl. Fußn. ??®) angeführten. 


* 
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feld und W. Mayer).’°) Dafür, daß es durch einen einzigen Punkt P 
einer V, in jeder Richtung geodätische V, gibt, ist es nach @. Her- 
glotz?®") notwendig und hinreichend, daß die Grundform a,,da* da’ 

ui ai, | 


der V, eine — = 


tionen der V, gestattet, die den Punkt P festlassen.?°®) Entsprechend 
haben J. Blumenfeld und W. Mayer°") gezeigt, daß aus der Tatsache 
der Kongruenz um einen Punkt P der V, die der Existenz geodä- 
tischer V,_, durch diesen Punkt in jeder Richtung folgt. 

Die in einer F,, geodätischen V,, gehören zu den V mit lauter 
Nabelpunkten (Nr. 23) in einer V,, die für m—n—. 1 ebenfalls zu- 
erst von A. Voss?®*) betrachtet worden sind. 

Damit eine V, (n>3) durch jeden Punkt senkrecht zu jeder 
Richtung eine V,_, mit lauter Nabelpunkten enthält, ist es notwendig 
und hinreichend, daß sie konform-euklidisch (Nr. 26) ist. Eine V, 
enthält stets durch jeden Punkt senkrecht zu jeder Richtung eine V, 
mit lauter Nabelpunkten (J. A. Schouten) >) 

Die Krümmungslinien einer V,_, mit lauter Nabelpunkten in 
einer V, sind unbestimmt, die Hauptkrümmungen alle gleich. Das 
Riemannsche Krümmungsmaß der V,_, ist um das Quadrat h? dieses 
gemeinsamen Wertes größer als das der V,, in demselben Punkte nach 
der gleichen Flächenrichtung.’”°) Eine V,_, mit lauter Nabelpunkten 
in einer konform-euklidischen V,, (S,) ist eine V,_, derselben Art.) 
Sätze über die Beziehung der V„_, mit lauter Nabelpunkten zu den 
Hauptkongruenzen der umgebenden V, (Nr. 19) haben ©. Rimini?"?), 
J. A.Schouten?®), D.J. Struik?®®) gegeben, Sätze über solche V_(m<n) 
in V,„ J. A. Schouten und D. J. Struik.3®) 


Die V„ (m <n— 1) mit lauter axialen Punkten (Nr. 23) sind 


-gliedrige kontinuierliche Gruppe von Transforma- 





367) F. Schur, Math. Ann. 27 (1886), p. 537; G. Herglotz, Leipz. Ber. 73 
(1921), p. 215; J. Blumenfeld und W. Mayer, Monatsh. Math. Phys. 32 (1922), 
p. 219. 

368) Eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung hat schon 
F. Schur °°”) gegeben. 

369) J. A. Schouten, Math. Ztschr. 11 (1921), p. 85; D..J. Struik, Handelingen 
18. Nederl. Nat.- en Geneesk. Congr. Utrecht 1921, p. 88 (holl.). Vgl. auch Grund- 
züge, p. 142f. 

370) Für A—= konst. schon bei A. Voss 3%), p. 158. 

371) D. J. Struik®®°). Vgl. auch 18), 

372) ©. Rimini?®‘), p. 46. 

373) J. A. Schouten und D.J. Struik, Palermo Rend. 46 (1922), p. 173 ff. — 
Bei D. J. Struik, Grundzüge, p. 109 treten auch ‚„infrageodätische V pr" ‚Ord- 
nung in V,„“ auf. 
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von (. Segre®*) sowie von J. A. Schouten und D. J. Struik?"*) betrachtet 
worden, die V, mit lauter planaren Punkten im R, (n> 4) von O. Segre®”®) 
und E. E. Levi.'®) Die V, mit spatialen Punkten in V,, sind untersucht 
worden von J. A. Schouten und D.J. Struik?”®), die Y, mn R, von 
0. H. Sisam und E. Cartan.?®?) ?°) 

Eine wichtige Klasse von V,, sind die Minimal-V, in V,, d.h. 
die V_, für welche die erste Variation des Inhaltes jedes durch eine 
geschlossene V,„_, begrenzten Teiles bei festgehaltener Begrenzung 
verschwindet. Sie sind dadurch gekennzeichnet, daß der Vektor der 
mittleren Krümmung (Nr. 23) in jedem Punkte verschwindet (R. Lip- 
schitz)'°) Die Minimal-V, in V, als Translations-V, haben E. Bom- 
piani und (©. L. E. Moore behandelt.’ 

Mit V,_, konstanter mittlerer Krümmung (Nr. 22) in V, hat sich 
B. Baule?'®) beschäftigt und gezeigt, daß es nur in V,„ konstanter 
Ortsinvariante der Krümmung (Nr. 19) solche V,_, geben kann, die 
sich bei Wahrung ihrer Eigenschaft auf jeden Punkt der V,„ zu- 
sammenziehen lassen. 

Die V, in R,, die durch die Gleichungen uw + iv—= f(& + iy) 


374) a. a. 0.°°®), p.175. Vgl D.J. Struik, Grundzüge, p. 114, sowie, für 
V, in R,„: C. Segre, Atti Acc. Torino 42 (1907), p. 571; für V, in R: E.E. Levi, 
Ann. sc. norm. Pisa 10 (1908), p. 77. 

375) C. Segre®’®, p. 569 ff. („superficie 8“); E. E. Levi®’‘); p. 81 ff. — Für 
eine P, in V, ist jeder Punkt axial, für eine V, in V, jeder Punkt planar 
oder axial. 

3758) J. A. Schouten und D. J. Struik, a. a. O.°°®), vgl. D. J. Struik, Grund- 
züge, p. 119; J. A. Schouten und D. J. Struik, Christiaan Huygens 2 (1923), 
p. 167. 

376) R. Lipschitz, Berl. Monatsb. 1872, p. 361; J. f. Math. 78 (1874), p. 1 
(VYm in V„). Weitere Literatur über Minimal-Vm in Vn: W. Killing, Raumformen, 
p. 246 (V,. in 8,); E. Padova, Lincei Rend. Rom (4) 4II (1888), p. 369, 454 [v- 
in V,); L. Bianchi, Lezioni, 2. Aufl. II, p. 577 (V, in V,); H. Kühne, Arch. Math. 
Phys. (3) 6 (1904), p. 260 (V,, in R,); K. Kommerell, Math. Ann. 60 (1905), 
p. 586 (V, in R,); E. E. Levi, Ann. sc. Norm. Pisa 10 (1903), p. 91 (V, in R,); 
J. Eiesland, Bull. Amer. Math. Soc. (2) 17 (1910), p. 75 (V, in R,); L. P. Eisen- 
hart, Bull. Amer. Math. Soc. (2) 18 (1910), p. 60; Amer. J. Math. 34 (1912), 
p. 215 (V, in R,); E. B. Wilson und (. L. E. Moore, Proc. Amer. Ac. Boston 52 
(1916), p. 325 (V, in R,); C.L. E. Moore, Bull. Amer. Math. Soc. (2) 25 (1919), 
p. 75 (V, in R,); (2) 27 (1921), p. 211 (V,„ in R,); E. Bompiani, Atti Ist. 
Veneto 80 (1921), p. 1113, 1138 (V,, in V,); J. A. Schouten und D. J. Struik, 
Palermo Rend. 46 (1922), p. 170; D. J. Struik, Grundzüge, p. 97 f., 119. Vgl. 
auch °°). 

377) E. Bompiani, Paris C.R. 169 (1919), p. 840 (P, in V,); C. L. E. Moore, 
Bull. Amer. Math. Soc. (2) 25 (1919), p. 75 (V, in R,). 

378) B. Baule, Math. Ann. 83 (1921), p. 286. Vgl. auch °). 
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dargestellt werden können, haben St. Kwietniewski, K. Kommerell und 
L. P. Eisenhart betrachtet.?”®) 

Vielfach untersucht worden sind auch die in einer R,,, oder 
S,;,ı (R>2) verbiegbaren V,„. Nachdem R. Beez”®®) bemerkt hatte, 
daß eine V, im R,,, ("> 2) im allgemeinen unverbiegbar ist („Satz 
von Beez“), fand W. Killing’®‘) als notwendige Bedingung für die im 


R,;. bzw. $,,, deformierbaren V,, das Verschwinden aller dreireihigen 


aus den h,, (Nr. 22) gebildeten Determinanten. Besondere im R, ver- 
biegbare V, sind dann von F. Schur und R. Banal studiert worden.) 
L. Bianchi®®?) hat später alle solchen V, bestimmt. Für beliebiges 
n (> 2) haben U. Sbrana, E. Bompiani, E. beygi, E. Cartan die im 
R,;ı (S,,1) verbiegbaren V,, untersucht?) Diese haben wenigstens 
n — 2 verschwindende Hauptkrümmungen. Ihre Asymptotenrichtungen 
(Nr. 22) bilden oo? R,_s (S,_s). Ihre berührende geodätische R, ($,) 
ist für alle Punkte einer geodätischen R,_, (S5,_s) dieselbe”) Zu 
ihnen gehören insbesondere die abwickelbaren V”?°) Diese, sowie 


N Pi 


379) St. Kwietniewski, Diss. Zürich 1902; Wiad. mat. 10 (1906), p. 129 
(poln.); K. Kommerell, Math. Ann. 60 (1905), p. 586 (= Progr. Karlsgymn. Heil- 
bronn 1905); L. P. Eisenhart, Amer. J. Math. 34 (1912), p. 224. Vgl. auch 
J. 8. Taylor, C. R. Congr. Straßburg 1920, p. 388; J. Math. Phys. Massach. Inst. 
of Technol. 2 (1922), p. 1, sowie E. E. Levi®"®), p. 91 (Fußn.). 

380) R. Beez, Ztschr. Math. Phys. 21 (1876), p. 373. Vgl. auch @. Ricei, 
Ann. di mat. (2) 12 (1884), p. 135; Bull. sc. math. (2) 16 (1892), p. 187 (Fußn.); 
E. Cesaro, Rend. Acc. Napoli (3) 1 (1895), p. 47; Natürliche Geometrie, Kap. 17, 
bes. $ 257; J. E. Campbell, Proc. London Math. Soc. 29 (1898), p. 249; H. Kühne, 
Math. Ann. 56 (1902), p. 263; G@. B. James, Amer. J. Math. 25 (1903), p. 249. — 
Der Satz gilt auch in einer $,,;- 

381) W. Killing, Raumformen, p. 236f. Vgl. auch F. Schur, Math. Ann. 
27 (1886), p. 163; 28 (1887), p. 344 ff.; H. Kühne ®®°). 

382) F. Schur, Math. Ann. 28 (1887), p. 343; R. Banal, Atti Ist. Veneto 54 
(1895), p. 998; Ann. di mat. (2) 24 (1896), p. 213; Lincei Rend. Rom (5) 61I 
(1897), p. 356; (5) TI (1898), p. 7; (5) 8II (1899), p. 13. 

383) L. Bianchi, Mem. Soc. It. delle sc. (3) 13 (1905), p. 261. 

384) U. Sbrana, Palermo Rend. 27 (1909), p. 1; Ann. di mat. (8) 15 (1908), 
p. 329; E. Bompiani, Lincei Rend. Rom (5) 23I (1914), p. 126; Paris C. R. 164 
(1917), p. 508; E. Beggi, Periodico di mat. (3) 11 (1914), p. 211; E. Cartan, Bull. 
soc. math. France 44 (1916), p. 65. 

8385) F. Schur, Math. Ann. 27 (1886), ». 537 (V, in R,); U. Sbrana ®**) 
E. Bompiani°®*) (V,_, in R,). 

386) Über diese Y„ und allgemeiner über die von oO’ R„ erzeugten V„ in 
R,„+ı vgl. namentlich einen Teil der in 11?) genannten projektiv-differentialgeo- 
metrischen Untersuchungen; ferner E. Carian, Paris C.R. 167 (1918), p. 426 (Ab; 
wickelbare Y, in R,); Bull. soc. math. France 47 (1919), p. 125; 48 (1920), 
p- 132, insb. Kap. 5 (Abwickelbare Y„ in R,; S,, in $, vom gleichen Krüm- 
mungsmaß). 
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allgemeiner die V,, konstanter Krümmung in R, und S,, hat E, Car- 
tan®®”) eingehend untersucht.°®®) Derselbe Autor studiert auch gewisse 
V, des R,, die sich auf eine andere, nicht konform-äquivalente konform 
abbilden lassen.?®®*) 

Zum Schluß zählen wir noch einige weitere Untersuchungen über 
besondere V,, in V, auf. E. Bompiani bestimmt die V__, des R,, deren 


m n 


quadriertes Bogenelement eine quadratische Form von m=n— 2 
Differentialen ist®®®), sowie die V, in V,, deren Krümmungsmaß in 
jedem Punkte gleich dem Riemannschen Krümmungsmaß der V, nach 
der Flächenrichtung der V, ist.) S. Lie°®®!) hat die Translations-V, 
im R, und die Translations-V, im AR, untersucht, die auf zwei oder 
mehr Weisen als onen alten aufgefaßt werden 


387) E.Cartan, Paris C. R. 167 (1918), p. 357, 426, 482, 550 (m= 3); Bull. 
soc. math. France 47 (1919), p. 125; 48 (1920), p. 132 (m beliebig). 

388) Hier seien noch einige ..o Arbeiten über die Verbiegung einer be- 
liebigen V, in R, und V,, genannt: Auf die Invarianz des Riemannschen Krüm- 
sine (Nr. 19) einer V„ bei Verbiegung im R, haben C. J. Monro, Proc. 
London Math. Soc. 9 (1878), p. 175; H. Hovestadt, Der Realgymn. Münster i. W. 
1880, 16 p.; P. Stäckel, J. f. Math. 113 (1894), p. 110; H. Kühne, Arch. Math. 
Phys. (3) 4 (1903), p. 308 hingewiesen. Allgemeinere Biegungsinvarianten einer 
Vm in V, bei R. Lipschitz, J. f. Math. 71 (1870), p. 274, 288 (V,, in R,); J. £. 
Math. 81 (1876), p. 230; W. Killing, Raumformen, p. 241 ff. (Vin S8,); A. Puchta, 
Mitt. Prager Math. Ges. 1892, p. 43 (V,_, in R,); H. Maschke, Trans. Amer. 
Math. Soc. 7 (1906), p. 81 (V,_, in R,); W. H. Bates, Trans. Amer. Math. Soc. 
12 (1911), p. 19 (V,_, in RB); J. A. Schouten und D. J. Struik, Proc. Ak. v. Wet. 
Amsterdam 24 (1921), p. 155; vgl. auch D. J. Strwik, Grundzüge, p. 128ff. Be- 
dingungen für ein V,-Element zweiter Ordnung in einer R, geben 0. J. Monro, 
a. a. O., p. 171; P. Stäckel, a. a. O., p. 112 ff.; eine Kritik dieser Versuche findet 
man bei D. J. Struik, Grundzüge, p. 147f. Die Deformation der S,, in R, hat 
F. Schur, Math. Ann. 27 (1886), p. 173 behandelt. — E. Bompiani, Lincei Rend. 
Rom (5) 241 (1915), p. 1193; 251 (1916), p. 627; 261 (1917), p. 590; 28II (1919), 
p. 254, 317; 291 (1920), p. 38; 301 (1921), p. 55 [vgl. auch Paris C. R. 164 (1917), 
p. 508] gibt eine ausführliche 'Theorie der Biegungen »** Ordnung einer V, in 
R,, d.h. der Biegungen, die das quadrierte Linienelement und die v»— 1 ersten 
Krümmungen aller Kurven der V, invariant lassen. — Vgl. noch R. Lagrange, 
Paris ©. R. 174 (1922), p. 658; These, Paris 1923 = Ann. de Toulouse 1923. 

388a) E. Cartan, Bull. Soc. math. France 46 (1919), p. 84. — Vgl. dazu 
“18, a 9 - 

389) E. Bompiani, Paris C. R. 160 (1915), p. 760. — Diese V„_, des R, 
sind die Verallgemeinerung der Tangentenflächen der Minimalkurven und ihrer 
Ausartungen im R,. Für m<n— 2 gibt es keine derartigen Vin R,. 

390) E. Bompiani, Atti Ist. Veneto 80 (1921), p. 1128. 

391) S. Lie, Leipz. Ber. 49 (1897), p. 181. Vgl. auch B. Gambier, Paris C. R. 
174 (1922), p. 98. Der Begriff einer Translations-V,, im R, findet sich schon 
bei S. Lie, Arch. for Math. 7 (1882), p. 155; Paris C. R. 114 (1892), p. 277; vgl. 
auch p. 334; Leipz. Ber. 48 (1896), p. 152. 
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können. E. Bompiani und O©. L. E. Moore studieren die Translations-V, 
in V,°°®), E. B. Wilson und C. L. E. Moore°”?) die Rotations-V,, die 
abwickelbaren V, sowie die geradlinigen V, im R,.?®®) 


V. Neuere Grundlegung der Infinitesimalgeometrie. 


28. Aufbau der reinen Infinitesimalgeometrie nach H. Weyl. 
Von den verschiedenen Arten der Begründung, welche die In- 
finitesimalgeometrie in den letzten Jahren durch @. Hessenberg°**), 
H. Weyl?”) und — als Sonderfall einer allgemeinen linearen Mannig- 
faltigkeitslehre — durch R. König?®®) erfahren hat, geben wir hier 
H. Weyls Aufbau der „reinen“ Infinitesimalgeometrie®®”) wieder. 
Bei diesem werden drei Stufen unterschieden: 
1. Die »-dimensionale Mannigfaltigkeit (Situs-Mannigfaltigkeit). 
2. Die affin-zusammenhängende Mannigfaltigkeit. 
3. Der metrische Raum. 


392) E. Bompiani, Paris C.R. 169 (1919), p. 840 (V, in V,); €. L. E. Moore, 
Bull. Amer. Math. Soc. (2) 25 (1919), p. 75 (V, in R,)- 

393) E. B. Wilson und C. L. E. Moore, Proc. Amer. Ac. Boston 52 (1916), 
p- 336 ff., 340 ff. (abwickelb. und geradl. V, in R,), p. 362 (Rotations-V, in R,). 
Vgl. auch C. L. E. Moore, Ann. of Math. (2) 21 (1919), p. 81; Bull. Amer. Math. 
Soc. (2) 26 (1919), p. 454 = Publ. Mass. Inst. of Technology 2, Nr. 6, 1920 (Ro- 
tations-V, in R,); Proc. Amer. Ac. Boston 53 (1918), p. 651 (Gewisse Rotations- 
Vin R,,) . 

393a) Über besondere Y,, in V, bzw. R, siehe noch R. Lagrange, Paris 
C. R. 176 (1923), p. 562, 1121; These, Paris 1923 — Ann. de Toulouse 1923; 
J. Lipka, Proc. Amer. Ac. Boston 59 (1923), p. 51 (vgl. Fußnote 27%), 

394) G. Hessenberg, Math. Ann. 78 (1917), p. 187. — Vgl. auch — haupt- 
sächlich für n—=2 — Acta Math. 23 (1900), p. 121. 

395) H. Weyl, Math. Ztschr. 2 (1918), p. 384; Sitzgsb. preuß. Ak. 1918, 
p. 465; Raum..., $ 13ff.; Jahresb. Deutsche Math.-Ver. 31 (1922), p. 205 (Kurze 
zusammenfassende Darstellung der in Nr. 28f. besprochenen Gedankengänge); 
Raumproblem. — Vgl. auch R. Bach, Math. Ztschr. 9 (1921), p. 110; ferner die 
in Nr. 31 besprochenen Arbeiten, sowie A. S. Eddington, Mathematical Theory, 
Kap. VII. — Über p-dimensionale Manmnigfaltigkeiten (1 <p<{n) im affin-zu- 
sammenhängenden Raum vgl. H. Weyl, Math. Ztschr. 12 (1922), p. 165; im Eukli- 
disch-affinen Raum L. Berwald, Jahresb. Deutsche Math.-Ver. 31 (1922), p. 162. 
Eine ausführliche Darstellung des Weylschen Aufbaus der Infinitesimalgeometrie 
(Nr. 28) gibt auch J. Mulhall, Anales Soc. cient. Argentina 95 (1923), p. 5 (span.). 

396) Zr. König, Jahresb. Deutsche Math.-Ver. 28 (1919), p. 213. Anwendung 
auf die gewöhnliche und affine Flächentheorie: Leipz. Ber. 71 (1919), p. 3. 

397) Der Name „Reine Infinitesimalgeometrie“ wurde von Weyl deshalb ge- 
wählt, weil,in seinem „metrischen Raum‘ (Nr. 28) die Möglichkeit entfällt, 
irgend zwei Linienelemente auch an verschiedenen Stellen des Raumes ihrer 
Länge nach zu vergleichen; eine Möglichkeit, die Weyl als das letzte ferngeo- 
metrische Element ansieht, das der Geometrie Riemanns noch anhaftete. 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 3. 12 
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1. Die n-dimensionale Mannigfaltigkeit definiert H. Weyl im wesent- 
lichen so, wie es in Nr. 17 geschehen ist. 

2. Eine Mannigfaltigkeit heißt affin-zusammenhängend, wenn jeder 
ihrer Punkte P mit seiner Umgebung affin zusammenhängt, d. h. wenn 
von jedem Vektor in P feststeht, in welchen Vektor in einem belie- 
bigen unendlich benachbarten Punkt P’ er durch Parallelverschiebung 
oder parallele „Übertragung“ übergeht. 

Die Parallelverschiebung von P nach P’ ist dabei durch folgende 
Postulate definiert: 

a) Sie bildet die sämtlichen Vektoren in P auf die sämtlichen 

Vektoren in P’ linear (affin) ab. 

b) Es gibt ein Koordinatensystem, bei dessen Benutzung die 
Komponenten eines jeden Vektors in P durch Parallelver- 
schiebung von P nach einem beliebigen zu P unendlich be- 
nachbarten Punkte nicht geändert werden. („In P geodätisches 
Koordinatensystem.“)?”'*) 

Sind & die Komponenten eines beliebigen Vektors in P, &+d# 

die Komponenten des Vektors, der aus ihm durch Parallelverschiebung 
von P nach P’ hervorgeht, so folgt aus a) und b): 


1 de Bee dy.. gu dy: a, IT.,.00% I%, rt IT „398 
RS ) Ä u u vu 


Die T/}, heißen die Komponenten des affinen Zusammenhanges.””°) 


397a) Zu diesem Begriffe vgl. auch O. Veblen, Proc. Nat. Ac. sc. 8 (1922), 
p- 192. 

398) Die Gleichungen (1) sind als eine in den &4 lineare Approximation 
anzusehen, die überall dort hinreicht, wo es sich um eine Annäherung erster 
Ordnung handelt. Sowie eine Annäherung zweiter Ordnung in Betracht kommt, 
muß der lineare affine Zusammenhang (1) durch einen quadratischen ersetzt 
werden. Vgl. P. Dienes, Paris C. R. 174 (1922), p. 1167; 175 (1922), p. 209. — 
Ist in der Mannigfaltigkeit ein Vektorfeld #— &(@,,2,...,% „) gegeben, so versteht 
man unter der invarianten Änderung oder dem Differential ö£4 des Feldvektors 
in einem Punkte P(x,) der Mannigfaltigkeit bei Verschiebung nach einem 
Nachbarpunkte Q(&, +dx) die Differenz zwischen dem Feldvektor &+d$! 


A 
nn = dx“ in Q und dem von P nach Q@ parallel verschobenen („übertra- 
genen“) Feldvektor, d.i. dem Vektor $°— T4rda* 8”; also die Größe: 
(1a) ELTA. 


Erst nach Einführung des Begriffes der Parallelverschiebung oder Übertragung 
eines Vektors in der Mannigfaltigkeit ist also die Differentiation von Vektoren 
(und beliebigen ee erklärt. 

399) Die Ta, sind bei Benutzung eines bestimmten Koordinatensystems 
stetige und einmal stetig differentiierbare Funktionen der Koordinaten. Sie haben 
keinen Tensorcharakter. 
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Durch die Forderung der Invarianz von &n, bei simultaner Par- 
allelverschiebung von 8° und 7, (&* willkürlich) von P nach P’ ist 
weiter auch die Parallelverschiebung eines kovarianten Vektors nm 
definiert: 

(2) dn=dyn, usf. 

Im affin-zusammenhängenden Raum kann man schon die Begriffe 
der geodätischen Linie und der Krümmung aufstellen. 

Eine geodätische Linie beschreibt der Anfangspunkt jedes Vektors, 
der beständig parallel in sich selbst verschoben wird. Die geodä- 
tischen Linien genügen somit dem System von gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung: 

d’ach da" da’ 
(8) Cor ar 

Zar Krümmung der Mannigfaltigkeit im Punkte P gelangt man 
ebenso wie in Nr. 19 durch Parallelverschiebung eines Vektors £* um 
ein von zwei Linienelementen dx? und öx* in P aufgespanntes infini- 
tesimales Paralleloegramm. Der Zuwachs, den die &* dabei erfahren, 
ist (bis auf unendlich kleine Größen höherer Ordnung): 


M) AHA — AR — — IR Er (dmdor — daröcr), 


wo in 3 
I% 2, 
8) Kr = FT äieee PR 
Die lineare Transformation (4) charakterisiert die Krümmung der 
Mannigfaltigkeit in P nach der vom Flächenelement (da*, dx”) ein- 
genommenen Flächenrichtung. Der Tensor von den Komponenten (5) 
heißt der Krümmungstensor.“%) Sein identisches Verschwinden kenn- 
zeichnet die euklidisch-affinen oder linearen Mannigfaltigkeiten, d. h. 
jene, in denen die Vektorübertragung, die durch Parallelverschiebung 
zustandekommt, integrabel ist.40!) 
3. Eine Mannigfaltigkeit heißt ein metrischer Raum, wenn: 
a) sie in jedem Punkte eine Maßbestimmung trägt; 
b) jeder ihrer Punkte mit seiner Umgebung metrisch zusammen- 
hängt. 





4 A 
+ TI — ER 


400) H. Weyl schreibt statt des — R%.u» des Textes Fur. Die Ki u» be- 
sitzen schiefe und zyklische Symmetrie: 
Ks 3 CR ER 


Wichtiger als der Tensor Kr ist für die Physik der verjüngte Krüm- 
mungstensor 
m 9l%2: 20%» 
(5a) Kur Kim — (Do 
401) Vgl. auch W. Wirtinger, Trans. Cambridge Phil. Soc. 22 (1922), p. 439. 
ie r 





+39 — nirh) i 
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a) Eine Mannigfaltigkeit trägt in einem Punkte P eine Maß- 
bestimmung, wenn jeder Vektor & in P eine Strecke bestimmt und 
eine nicht ausgeartete quadratische Form: 


(6) Pa, (u = a) 
existiert, derart, daß zwei Vektoren & und »* dann und nur dann 
dieselbe Strecke bestimmen, wenn 2?=Y? ist. 1? ist durch diese 
Forderung nur bis auf einen Faktor A (== 0) bestimmt, dessen Fest- 
legung die Mannigfaltigkeit im Punkte P eicht.‘%) Nach Festlegung 
des Eichverhältnisses A heißt x? die Maßzahl I der Strecke x, die durch 
den Vektor &* bestimmt wird.*®) 

b) Ein Punkt P hängt mit seiner Umgebung metrisch zusammen, 
wenn von jeder Strecke in P feststeht, in welche Strecke in einem 
beliebigen unendlich benachbarten Punkte P’ sie durch kongruente 
Verpflanzung von P nach P’ übergeht. 

Die kongruente Verpflanzung von P nach P’ ist dabei durch das 
folgende Postulat definiert: 

Es gibt eine Eichung der Umgebung von P derart, daß die Maß- 
zahl einer jeden Strecke in P durch kongruente Verpflanzung von P 
nach einem beliebigen zu P unendlich benachbarten Punkte nicht ge- 
ändert wird. (In P geodätische Eichung.) 

Diese Forderung übersetzt sich analytisch in: 


(7) di=—ldy; dp=g,da, 
wo die lineare Differentialform dp bei Abänderung der Eichung ge- 
mäß = Alin 
= da 
(8) ıg9=dpy—— 
übergeht. 

Die Metrik der Mannigfaltigkeit ist demnach relativ zu einem 
Bezugssystem (— Koordinatensystem + Eichung) durch eine quadra- 
tische und eine lineare Differentialform charakterisiert: 

9) = a.dade, dy=y,dıt, 


die bei Koordinatentransformationen invariant sind, sich dagegen bei 





402) Es wird zugelassen, daß r? p positive und q negative (p+q=n) Di- 
mensionen hat. Die Mannigfaltigkeit heißt dann im Punkte P (p + gq)-dimen- 
sional. Wenn p-+g, so kann man durch die Forderung p>q das Vorzeichen 
von x? festlegen, so daß das Eichverhältnis A eine positive (stetige und stetig 
differentiierbare) Ortsfunktion ist. 

403) Mittels der quadratischen Grundform läßt sich das Senkrechtstehen 
und allgemeiner der Winkel zweier Vektoren in P in der gewöhnlichen Weise 
(Nr 17) erklären. 
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Umeichung gemäß 
(10) 9-19, d=-i— 


(4 positive, stetig differentiierbare Ortsfunktion) ändern. 

Ein metrischer Raum trägt von Natur aus affinen Zusammenhang: 
d. h. die Forderung, daß bei infinitesimaler Parallelverschiebung eines 
Vektors auch die durch ihn bestimmte Strecke kongruent verpflanzt 
werden soll, bestimmt die Komponenten des affinen Zusammenhanges 
eindeutig: 

Ina=d'T,. 9); 

11 Da, 1 Da,,: 00, 1 
Es Be +58 u Fri Sam se) irn 5 (@,,9; me 0,9, 4,,9,)- 

Die durch diesen affinen Zusammenhang gemäß (4), (5) charak- 
terisierte Krümmung ist jetzt genauer als Vektorkrümmung zu be- 
zeichnen. Ihr steht die Streckenkrümmung gegenüber, ein linearer 
Tensor zweiter Stufe mit den Komponenten: a 

op ÖPu 405 

2) fin — DE: — 3a), 
zu dem man in entsprechender Weise durch Verpflanzung einer Strecke 
von der Maßzahl ! von P aus kongruent zu sich selbst längs des Um- 
fanges eines infinitesimalen Parallelogramms gelangt. 


Für den Tensor der Vektorkrümmung gilt im metrischen Raume 
die Zerlegung: 


(18) Ko='KRot+3td.f, =-0i-;=1li—n). 


Der Tensor von den Komponenten *K+ u, heißt die Richtungskrümmung. 

Das identische Verschwinden der Vektorkrümmung kennzeichnet 
die metrisch-euklidischen, das der Streckenkrimmung die Riemannschen 
Räume. Nur in einem Riemannschen Raum läßt sich jede Strecke von 
ihrem ursprünglichen Ort in einer vom Wege unabhängigen Weise 
nach jedem anderen Punkte verpflanzen. Ein Riemannscher Raum 
läßt sich so eichen, daß dp identisch verschwindet.?%®) 


404) Bei allen Größen «4, die (vielleicht neben anderen) einen oberen In- 
dex A tragen, wird das Herunterziehen des Index durch &, = 4, «4 erklärt und 
der umgekehrte Prozeß des Hinaufziehens durch die dazu inversen Gleichungen. 
Me, Var, 1, 
0x or | du 

406) Zur Theorie des Weylschen metrischen Raumes vgl. auch R. Bach, 
Math. Ztschr. 9 (1921), p. 110; @. Juvet, Paris C. R. 172 (1921), p. 1647; Bull. 
Soc. neuchäteloise sc. nat. 46 (1920/21) (Kurventheorie); J. A. Schouten, Ricci- 
kalkül, VI. Absebn. 


405) Er genügt den invarianten Gleichungen: 
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29. Gruppentheoretische Auffassung der Raummetrik. Eine 
tiefere Einsicht in das Wesen der Raummetrik gewährt erst die 
gruppentheoretische Auffassung, die im folgenden nach H. Weyl‘') 
auseinandergesetzt werden soll. 

Die Metrik einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit ist bekannt, 
wenn bekannt ist, welche unter den linearen Abbildungen 

A. der Gesamtheit aller Vektoren (des „Vektorkörpers“) in einem 

beliebigen Punkte P, auf sich selbst, und 

B. des Vektorkörpers in P, auf den Vektorkörper in einem be- 

liebigen unendlich benachbarten Punkte P 


kongruente Abbildungen sind. Durch die Abbildungen A., die Dre- 
hungen in P,, wird die Metrik im Punkte P, bestimmt, durch die 
Abbildungen B., die kongruenten Verpflanzungen von P, nach P der 
metrische Zusammenhang von P, mit P. 


Von den Drehungen in P, ist zu fordern: 


1. daß sie das Volumen des von n Vektoren &, &,..,& in P, 
aufgespannten Parallelepipedes, d. h. die Determinante der $& 
(!=1,2,...,n) ungeändert lassen; 

2. daß sie eine Gruppe bilden.‘%®) 

Von den kongruenten Verpflanzungen: 


1a) daß alle kongruenten Verpflanzungen von P, nach einem be- 
stimmten zu P, unendlich benachbarten Punkte P aus einer 
von ihnen, V, durch Hinzufügung einer willkürlichen Drehung 
in P, entstehen, und 

b) daß die Gruppe ® der Drehungen in P aus der Gruppe ®, 
der Drehungen in P, durch Transformation mittels einer solchen 
kongruenten Verpflanzung V entsteht (d.h. dad D— VD, V"' ist); 

2. daß zwei kongruente Verpflanzungen des Vektorkörpers in 
P,(a°) nach zwei beliebigen zu P, unendlich benachbarten Punkten 
P(a? + da?) und Q(2° + $x*) hintereinander ausgeführt, eine 
kongruente Verpflanzung von P, nach dem zu P, unendlich 
benachbarten Punkte R(2° + dx* + ö«*) ergeben. 


407) H. Weyl, a) Raum... ., $ 18; b) Math. Ztschr. 12 (1922), p. 114; 
c) Jahresb. Deutsche Math.-Ver. 31 (1922), p. 205 (Kurze Darstellung der Ge- 
dankengänge und Ergebnisse); d) Raumproblem, p. 43 ff. Vgl. auch Math. Ztschr. 
17 (1923), p. 293. 

408) D. h hier: 1. Zu den .Drehungen gehört auch die Identität; 2. Mit 
jeder Drehung tritt auch die inverse in der Gruppe auf; 3. Mit zwei Drehungen 
ist in der Gruppe auch immer diejenige enthalten, die durch Hintereinander- 
ausführung der beiden Drehungen hervorgeht. 
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Die einzigen kongruenten Verpflanzungen, die im folgenden be- 
trachtet werden, sind solche, bei denen die Vektorkomponenten &* 
Änderungen d&* erfahren, die unendlich klein sind von der gleichen 
Ordnung wie die Verschiebung des Zentrums P, („infinitesimale kon- 
gruente Verpflanzung“). Ist d? —= — 8 4},8“ eine beliebige infinitesi- 
male Verpflanzung vom Punkte P,(x2?) nach dem Punkte P, (2 +6, ‚s; 
I,,=0 firrı$vy=1füri=v;v=1,2,...,n), so wird durch 
(14) a — Ar,ör da 
ein System kongruenter Verpflanzungen nach den sämtlichen Punkten 
der Umgebung von P, geliefert. 

Das Bisherige ist nichts als eine Analyse der Begriffe „Metrik“ 
und „metrischer Zusammenhang“. Nunmehr sollen unter allen denk- 
baren Arten metrischer Räume jene Mannigfaltigkeiten charakterisiert 
werden, die in Nr. 28 als „metrischer Raum“ im engeren Sinne be- 
zeichnet wurden. Das geschieht durch folgende Forderungen: 

I. Das Wesen des Raumes läßt jeden möglichen metrischen Zu- 
sammenhang zu. (M.a W.: die A}, in (14) sind vollkommen 
beliebige Zahlen.) 

II. Der metrische Zusammenhang bestimmt eindeutig den affınen 
(Nr. 28). D. h.: bei gegebenem metrischen Zusammenhang gibt 
es stets unter den kongruenten Verpflanzungen des Vektor- 
körpers ein einziges System von Parallelverschiebungen. 

Zur analytischen Formulierung dieser Forderungen ist zunächst 
an folgendes zu erinnern”): 

Eine r-gliedrige kontinuierliche Gruppe © ist eine stetige r-di- 
mensionale Mannigfaltigkeit von Matrizen. Ist E die Einheitsmatrix, 
so ist A eine infinitesimale Operation der Gruppe ©, wenn in ® eine 
(von & abhängige) Abbildung vorkommt, die mit E + sA überein- 
stimmt bis auf einen Fehler, der stärker als & mit e gegen Null kon- 
vergiert. Die infinitesimalen Operationen der Gruppe ® bilden eine 
lineare Schar g: 

,A, + A, +: +1,4; (A, beliebige Zahlen), 
die mit irgend zwei Matrizen A, B stets auch die Matrix AB— BA 
enthält („r-gliedrige infinitesimale Gruppe“). 

Weiter werde erklärt: 


n Matrizen, 
de (Au» 4,= (Ai); le 


un 


409) Vgl. TA 6 (L. Maurer und H. Burkhardt). 
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bilden eine symmetrische Doppelmatrix in g, wenn die u‘ Spalte von 
A, gleich der »*" Spalte von A, ist (Ai, = 43). 

Dann besitzt die infinitesimale Drehungsgruppe d folgende Eigen- 
schaften: 

a Te Spur, A, ed, jeder Matrix A, = (A4,) 

von d ist Null. 

b) Es existiert in d keine andere symmetrische Doppelmatrix als 

Null. 

ce) Die Dimensionenzahl von d ist die höchste mit b) verträgliche, 

nn—1 

( : 2 
Die Eigenschaft a) drückt nur die Volumtreue der Drehungen aus, 
b) und c) formulieren die Forderungen I. und II. analytisch. 

Insbesondere ist die infinitesimale Gruppe derjenigen Operationen, 
die eine beliebige nicht-ausgeartete quadratische Form Q = a, „ee 
invariant lassen, eine infinitesimale Drehungsgruppe, die mit dg be- 
zeichnet werde.) 

Daß der „metrische Raum“ im engeren Sinne (Nr. 28) durch die 
beiden Forderungen I. und II. unter allen denkbaren Arten metrischer 
Räume charakterisiert ist, wird nun durch den Satz von der Einzig- 
artigkeit der pythagoräischen Mapßbestimmung ausgesprochen, den 
H. Weyl*!!) und E. Cartan‘!!) bewiesen haben: 

Jede infinitesimale Gruppe d, welche den Forderungen a)—c) ge- 
nügt, ist identisch mit der zu einer gewissen nicht-ausgearteten quadra- 
tischen Form Q gehörigen infinitesimalen Drehungsgruppe da. 

Aus diesem Satze geht hervor, daß die durchgeführte Analyse 
der Raummetrik eine vollständige ist, d. h. daß sie alle entscheiden- 
den Wesenszüge des „metrischen Raumes“ (Nr. 28) aufdeckt. 





nämlich 


30. Einordnung der projektiven und konformen Auffassung. 
H. Weyl“) hat auch die projektive und konforme Auffassung der 
n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten behandelt. s 

1. Charakteristisch für die projektive Beschaffenheit eines affin- 
zusammenhängenden Raumes (Nr. 28) ist die Parallelverschiebung, die 


410) Sie besteht aus allen Matrizen A= (Air), für welche a1 Aur 
+ au2 Avyz = 0 ist. 

411) H. Weyl*’’), b) und d), p. 88ff.; E. Cartan, Paris C. R. 175 (1922), 
p. 82, und ausführlicher J. de math. (9) 2 (1923), p. 167. 

412 ) H. Weyl, Gött. Nachr. 1921, p. 99. — Daselbst studiert A. Weyl auch 
die nächst den euklidisch-metrischen Räumen einfachsten, die „Kugeln“. Zu 
ihnen gehören insbesondere die euklidisch-metrischen Räume. Die Kugeln sind 
die einzigen homogenen metrischen Räume. Vgl. auch H. Weyl, Raumproblem, 
p. 22 ff. 
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eine willkürliche Richtung an einer beliebigen Stelle P erfährt, wenn 
P in dieser Richtung selber infinitesimal verschoben wird. Die pro- 
Jektiven Abänderungen T},—T}# des affınen Zusammenhanges, das 
sind diejenigen, welche die projektive Beschaffenheit der Mannigfaltig- 
keit unangetastet lassen, sind also identisch mit jenen, bei denen die 
geodätischen Linien erhalten bleiben. Sie haben die Form: 

(15) T3—=0,+ 0, + iu; 
&=-4,e+05—=1,o=6. %, willkürlicher kovarianter Tensor 
erster Stufe).t!3) 

Aus der Änderung des Krümmungstensors bei einer projektiven 
Abänderung des affinen Zusammenhanges leitet man leicht einen 
gegenüber solchen Abänderungen invarianten Tensor vierter Stufe ab, 
die Projektivkrümmung der Mannigfaltigkeit*!): 


al 
(16) PRo=Kuot a, |n— IR. BR) 


er öilnK,, Er Bu = ö,(nK,, = Bush) ) 
(K,a = Kg: 0x; n Dimensionenzahl). 
Für n—=2 ist sie identisch Null. 

Eine affin-zusammenhängende Mannigfaltigkeit heißt projektiv- 
eben oder projektiv-euklidisch, wenn sie durch eine projektive Ab- 
änderung des affinen Zusammenhanges in einen euklidisch- affinen 
Raum (Nr. 28) übergeführt werden kann. Die projektiv-euklidischen 
Mannigfaltigkeiten sind gekennzeichnet: im Falle n—2 durch das 
Bestehen der Gleichung: 

(17) (Km — Kun) 6 I ee 0; 


u 
OK, x 
(X. A(u) Ber Er SBRzT Ira K,: Te Fruit, ,) » 


64 


im Falle »>3 durch das Verschwinden der Projektivkrümmung. 


413) Vgl.auch L. P. Eisenhart, Proc. Nat. ac. of sc. 8 (1922), p.233; O. Veblen, 
ebenda, p. 347; O. Veblen u. T.Y. Thomas, Trans. Amer. Math. Soc. 25 (1923), p. 551. 

414) H. Weyl*'®). Die Konformkrümmung bereits bei H. Weyl, Math. 
Ztschr. 2 (1918), p. 404. — Setzt man: 


e KAUVIE A OU Ey u 
Oral un C z= Co. a’fa ’ De 


wo Al u, durch Gl. (21) des Textes erklärt ist, wenn darin statt X 2 u, überall 
R,.u, [Nr. 19, (15)] gesetzt wird, so ist 

do’=yYO. a,,da" da” 
eine Differentialform, die als quadriertes Bogenelement einer „konformen“ Geo- 
metrie in einer nicht konform-euklidischen (Nr. 26) 9, (n>4) verwendbar ist; 
d. h. einer Geometrie, in der nur die Gleichung a, „dx“ dx’ = 0, nicht aber die 


Differentialform ds? — a, „ax“ dx’ invariant ist. A Einstein, Sitzgsb. preuß. Ak. 
1921, p. 261. 


2A 
0* Ede 


173 ID 11. L. Berwald. B. Riemannsche Mannigfaltigk.u.ihre Verallgemeinerung. 


2. Charakteristisch für die konforme beschaffenheit eines metrischen 
Raumes (Nr. 28) ist der zu jeder Stelle P gehörige infinitesimale 
Kegel der Nullrichtungen: 

(18) a,,drda" = 0. 

Die konformen Abänderungen der Metrik des Raumes, das sind die- 
jenigen, welche seine konforme Beschaffenheit unangetastet lassen, 
sind also identisch mit jenen, bei denen an jeder Stelle der Kegel (18) 
erhalten bleibt. Eine konforme Abänderung der Metrik des Raumes 
kann stets gemäß den Formeln (vgl. Nr. 28) 


(19) 7 te FMH 
(x, willkürlicher kovarianter Tensor erster Stufe) vorgenommen wer- 


den. Die zugehörige Änderung der Komponenten des affınen Zusam- 
menhanges ist: 


€ er \ 2 
(20) =, ++ in; Kei)- 


Für n>2 ist der Tensor vierter Stufe: 
1: 
(21) CH. Mine: Kr. a (a, R% we a. FE Oi, 45 0;K,.) 


1 
ni (N er 1)(n — 2) (a,. 6% v 


(Koo —— a K£ = a’ EN; K= a), 


die Konformkrümmung des metrischen Raumes®!), gegenüber kon- 
formen Abänderungen der Metrik invariant. Für n—= 3 ist die Kon- 
formkrümmung identisch Null. 

Ein metrischer Raum heißt konform-eben oder konform-euklidisch, 
wenn er durch eine konforme Abänderung der Metrik in einen me- 
trisch-euklidischen (Nr. 28) übergeführt werden kann. Für n=2 ist 
jeder metrische Raum konform-euklidisch. Für n—= 3 ist notwendig 
und hinreichend dafür, daß ein metrischer Raum konform-eben ist, 
das Bestehen der Gleichungen: 


— a,,)K; 





(22) 4 (K;, () = K; (u) 2 (Qu Ko, 33 a,,Ku) = 0) 
oK, o aK : 
(Ko Fr — TdıKyo ee IE ) Ko) = dat — K . 9.) 414 IE 


für n>4 das Verschwinden der Konformkrümmung.*") 


414a) Für die Tu sind hier die Werte (11) einzusetzen. 

415) Im Falle einer Riemannschen Mannigfaltigkeit stammt dieses Resultat 
für n=3 von E. Cotton, Ann. de Toulouse 1 (1899), p. 385, für n>4 von 
J. A. Schouten, Math. Ztschr. 11 (1921), p. 58. Vgl. Nr. 26, bes. (1), (2). 

E. Cartan, Bull. soc. math. France 45 (1917), p. 57 zeigt, daß zwei V„_, im R, 
(n>5), von gewissen Hypersphären-Enveloppen abgesehen, nur dann konform 
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Projektive und konforme Beschaffenheit eines metrischen Raumes 
bestimmen zusammen dessen Metrik eindeutig. 


31. Weitere Untersuchungen. Der Begriff der parallelen Über- 
tragung eines Vektors von einem Punkte P nach einem beliebigen 
unendlich benachbarten Punkte Q einer Situsmannigfaltigkeit (Nr. 28) 
hat sich immer mehr als einer der wichtigsten in der Theorie der 
mehrdimensionalen Mannigfaltigkeiten herausgestellt. Prinzipiell ist 
man bei seiner Erklärung völlig frei, und auch die Rücksicht auf 
mathematische Zweckmäßigkeit läßt noch einen Spielraum, der wesent- 
lich über die in Nr. 28 gegebene Erklärung hinausgeht. Dement- 
sprechend beschäftigen sich die meisten Arbeiten, die im vorliegen- 
den Abschnitte zu besprechen sind, vor allem mit verschiedenen 
anderen Möglichkeiten, eine solche Übertragung einzuführen. Nur 
die beiden zunächst zu nennenden Arbeiten behandeln andere Fragen. 

A. 8. Eddington*!) gründet die Metrik in einer affin-zusammen- 
hängenden Mannigfaltigkeit (Nr. 28) auf eine ganz beliebige quadra- 
tische Differentialform: 


(23) da?—au,dadoe; a=la,| +0, 


deren Christoffelsymbole zweiter Art also mit den Komponenten des 
affinen Zusammenhanges nicht notwendig zusammenfallen.*!‘) Aus 
der so eingeführten konventionellen Maßbestimmung entsteht durch 
die besondere Annahme: 


(24) w= Rn —tKn, (A — konst.) 


eine im physikalischen Sinn natürliche. L. P. Eisenhart und O. Veblen*"®) 
definieren die affin-zusammenhängende Mannigfaltigkeit nicht vermöge 


aufeinander abgebildet werden können, wenn sie durch eine konforme Transfor- 
mation des R, ineinander überführbar sind. Im R, gibt es weitere Ausnahme- 
flächen [siehe °#%3)]. 

416) A.S. Eddington, Proc. R. Soc. London A. 99 (1921), p. 104; Mathema- 
tical Theory, p. 213 ff. Vgl. auch A. Einstein, Berl. Sitzgsb. 1923, p. 32, 76, 137; 
J. A. Schouten, Versl. Ak. v. Wet. Amsterdam 32 (1923), p. 842 (holl.) = Proc. Ak. 
v. Wet. Amsterdam 26 (1923), p. 851. — Einen verwandten Einbau der Metrik 
in eine affin-zusammenhängende Mannigfaltigkeit gibt P. Dienes, Paris C. R. 176 
(1923), p. 238, 370. 


417) 2 „= I würde eine V,, ergeben. 


418) L. P. Eisenhart und O. Veblen, Proc. Nat. ac. sc. 8 (1922), p. 19; 
O. Veblen, ebenda, 8 (1922), p. 192, 347; 9 (1923), p. 3; L.P. Eisenhart, ebenda, 
8 (1922), p. 207, 233; 9 (1923), p. 4; O. Veblen und T. Y. Thomas, Trans. Amer. 
Math. Soc. 25 (1923), p. 551. 
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des Begriffes der Parallelverschiebung, sondern als eine Situsmannig- 
mannigfaltigkeit, in der ein System von Bahnkurven 


d’zı da“ da’ 
(25) ern 
— die geodätischen Linien von Nr. 38 — existiert.) Sie beschäf- 


tigen sich z. B. mit der Frage, unter welchen Bedingungen die affin- 
zusammenhängende Mannigfaltigkeit eine Riemannsche ist, und geben 
auch sonst viele Einzelheiten zur Theorie der affin-zusammenhängen- 
den Mannigfaltigkeiten.‘!?*) J. A. Schouten‘?®) hat systematisch alle 
linearen Übertragungen (Nr. 28) studiert, d. h. diejenigen, die sowohl 
in den Vektorkomponenten &* als auch in den Verschiebungskompo- 
nenten dx* homogen-linear sind, und die Eigenschaft besitzen, daß 
die auf sie begründete Differentiation der Tensoren denselben Rechen- 
gesetzen genügt, wie die gewöhnliche Differentiation. Jede solche 
Übertragung läßt sich durch Angabe dreier Tensorfelder dritten Gra- 
des C;?, Sy, Qur, mit bezüglich n°?, &n?(n — 1) und 4 n’(n +1) 
Bestimmungszahlen festlegen, wobei das erste Feld den Unterschied 
der Übertragungen der ko- und kontravarianten Größen kennzeichnet, 
das zweite die Symmetrieverhältnisse der Übertragung beherrscht, das 
dritte den geodätischen Differentialquotienten irgendeines vorgegebenen 
symmetrischen Tensors a, darstellt. Da jedes der drei Felder all- 
gemein (Fälle I, A, «), aus einem Vektorfeld O,, bzw. $,, @, abge- 
leitet (Fälle II, B, 8) oder Null (Fälle III, C, y) sein kann, so ergeben 
sich im ganzen 27 verschiedene lineare Übertragungen.‘?®) E. Cartan 
geht in einigen vorläufigen Mitteilungen *?') von einer »-dimensionalen 





419) In (25) sind die ig „ (stetige und hinreichend oft stetig differentiier- 
bare) Ortsfunktionen, die in den unteren Zeigern symmetrisch angenommen wer- 
den dürfen. Sie haben keinen Tensorcharakter. 

419a) Hier seien nur genannt: Eine Verallgemeinerung der Riemannschen 
Normalkoordinaten [III D10b), Nr. 20 (R. Weitzenböck)] auf affin-zusammenhän- 
gende Räume [O. Veblen *'®), p. 192] und die Betrachtung affin-zusammenhängen- 
der Räume, die ein invariantes Integral besitzen [O. Veblen*'®), p. 3; L. P. Eisen- 
hart*'°), p. 4]. Vgl. auch 1°); sowie O. Veblen und T. Y. Thomas, Trans. Amer. 
Math. Soc. 25 (1923), p. 551. 

420) J. A. Schouten, Math. Ztschr. 13 (1922), p. 56; 15 (1922), p. 168; 17 
(1923), p. 111; vgl. auch Riceikalkül, Kap. II. — J. A. Schouten, Math. Ztschr. 
17 (1923), p. 161, 183 hat auch die affine Differentialgeometrie (Nr. 9) in die 
Theorie der höheren Übertragungen eingeordnet. Vgl. auch Riceikalkül, Kap. IV. 

420a) Z. B. ist III,C,« die affine Übertragung [H. Weyl, Math. Ztschr. 2 
(1918), p. 384; vgl. auch A. 8. Eddington *"°)], III, C, ß die metrische Übertragung 
H. Weyls (Nr. 28), II,C,y die Riemannsche Übertragung. 

421) E. Cartan, Paris C. R. 174 (1922), p. 437, 593, 734, 857, 1104. — In- 
zwischen ist auch eine ausführliche Darstellung erschienen: Ann. Ec. Norm. (3) 
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Mannigfaltigkeit V_ aus, in der die Geometrie einer bestimmten Trans- 
formationsgruppe gilt (die euklidische, äquiforme, affine, projektive, 
konforme) und betrachtet eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit V*, 
die durch „Deformation“ aus V_ hervorgeht; anders ausgedrückt: die 
Mannigfaltigkeit V* soll in der Umgebung jedes ihrer Punkte P die 
Eigenschaften der Mannigfaltigkeit V_ besitzen, und die Umgebungen 
irgend zweier unendlich benachbarten Punkte P und @ sollen durch 
eine Transformation der zugehörigen Gruppe auseinander hervorgehen. 
Man gelangt so zu Typen von Mannigfaltigkeiten, die wesentlich all- 
gemeiner sind als die bisher untersuchten. W. Wirtinger‘??) überträgt 
die Begriffe des Krümmungstensors und der kovarianten Differentia- 
tion auf die unabhängig voneinander durch 


(26) de— Zul, &,v)daf bzw. dv, —V,;(% &, v) da® 42) 
erklärten Übertragungen kontravarianter bzw. kovarianter Vektoren. 
Eingehend wird ns besondere Fall 


or 035° ’ Ve BCE ze 0,0 Be), 
untersucht, in dem die Parallelverschiebung eine infinitesimale Be- 
rührungstransformation des Elementes (&°, v,) ist, das aus einem will- 
kürlichen kontravarianten Vektor &* und einem willkürlichen kovari- 
anten Vektor v, in vereinigter Lage (&°v, = 0) besteht.t?) 





40 (1923), p. 325 (Fall der affinen und Bewegungsgruppe); Ann. Soc. Polon. de 
math. 1923, p. 171 (Fall der konformen Gruppe). 

422) W. Wirtinger, Trans. Cambridge Phil. Soc. 22 (1922), p. 439. 

423) Darin ist 2, ds 3) in den &* (v,) homogen von erster, in den vo, 
(8%) homogen von Ben a. 

424) W; ist hier in den &* und v, homogen von erster, g, von nullter 
Ordnung. 

425) Eine nicht lineare Parallelübertragung tritt, für Flächen im R,, auch 
auf bei @. Y. Rainich, Proc. Nat. Ac. sc. 9 (1923), p. 401, eine Erweiterung 
der Weylschen Parallelverschiebung (Nr. 28) auf Doppelmannigfaltigkeiten bei 
H. Eyraud, Paris C. R. 176 (1923), p. 1605. 





Berichtigung. 


p. 97, 2. 7f. lies „vierpunktig‘“ statt „dreipunktig“. 
p. 147, Fußn. 228), Z. 2 v. unten streiche die Worte „(des Krümmungsaffinors ... 
Text)‘. 


(Abgeschlossen im Oktober 1923.) 


Register zu Band III, 3. Teil. 


* oilt für die Seitenzahlen der Hefte 6 (Artikel E 1) und 7 (Artikel D 11). 


A 

Abbildung durch parallele Normalen 
auf den Einheitskreis 32, auf die Ein- 
heitskugel s. —, sphärische; —, ge- 
wisse —en zweier V,, (S,) aufeinander 
*158; konforme — einer V, "159, *168; 
desgl. zweier V,_, in R,„ *178f.; 
— zweier V,„ mittels einer Berührungs- 
transformation, welche die Entfer- 
nungskugeln einander entsprechen läßt 
*161; geodätische — zweier V,„ auf- 
einander *162; — zweier V,„ mit Erhal- 
tung des Parallelismus *162; — zweier 
V,„, welche die V, vom Gaußschen 
Krümmungsmaß Null einander ent- 
sprechen läßt *162; isometrische — 
zweier V, *162. 

— von Formen mit N + 1 Koeffizienten 
auf einen Ry *. 

— zweier Flächen 355—440: Geschicht- 
liches 358f, konjugierte Kurven 362, 
längentreue Kurven 360,7; Verhal- 
ten der Minimalkurven 360f.; —, bei 
der Krümmungslinien Asymptoten- 
linien entsprechen 371; — mit Erhal- 
tung der Geodätischen 376, der geo- 
dätischen Kreise 377; ähnliche 362; 
äquivalente = flächentreue 364, 371f.; 
Biegung s. Abb., isometrische. 

—, geodätische 375 ff.; mit Korrespon- 
denz einer oder beider (Beltrami, Lie) 
Scharen von Minimalkurven 376, mit 
Korrespondenz von Kurven konstanter 
geodät. Krümmung 377, mit Korre- 
spondenz potentieller Asymptotenlinien 
379. 

— halbkonforme 361, ı. 

—, isometrische (s. auch Biegung, Iso- 
metrie, Transformationstheorie) 363, 
389 — 437: Invarianten 393; — von 
Flächen in sich 394f., zu einer ge- 





gebenen Fläche isometrische 395 bis 
398, — und Biegung 399 ff., — mit Be- 
dingungen für eine Kurve 399, — mit 
Zuordnung eines Systems von Asym- 
ptotenlinien 400, — der Kugel 401, 
— von Kugelstücken 401, 191, — und 
sphärische 581, vollständige isome- 
trische Gruppen 420 —426. 

—, kollineare s. projektive. 

—, konforme 360 f., 364—371; — einer 
Fläche auf eine Ebene 154f., stereo- 
graph. Proj. 367, Merkatorproj. 369; 
— der Rotationsflächen 367; Kreisver- 
wandtschaft 367 £.; der Mittel- 
punktsflächen 2. Grades 368; vorteil- 
hafteste — 369f.;, mehrdimensional 
370f., Fehler bei — 369f., Modell 
für — 438; — und projektive 379, 
— und sphärische 382, durch par- 
alleleNormalen 384, —, wo der Winkel 
korrespondierender Linienelemente nur 
vom Ort abhängt 884f., — durch ge- 
wisse parallele Tangenten 384. 

—, konjunktive 362. 

—, projektive 379ff.,; — und konforme 
379, Verzerrung bei ebener —r — 
379f., — von Flächen in sich 380, 
— von Kurven in sich s. W-Kurven, 
Invarianz der Asymptotenlinien, allg.: 
konjugierter Systeme bei —r — 380. 

—, rektanguläre 372, wobei ein recht- 
winkl. Parallelkoordinatensystem in 
ein Kreissystem übergeht 373, bei 
vorgeschriebener Begrenzung im Raum 
373. 

—, sphärische 98, 119, 381ff., 388, 
432 ff., — (allein) der Minimalflächen 
ist konform 382; Minimalkurven auf 
der Kugel entsprechen den zu den 
Minimalkurven auf der Fläche konju- 
gierten Kurven 382, 107; Bestimmung 


Abbildung — affinisoperimetrische 


der Flächen mit gegebenem sphär. 
Bild der Krümmungslinien 433f., 
— — und Biegung 581. 

Abbildung zweier Flächen, topologische 
388. 

Abbildungsprinzipe 364. 

Ableitungen nach den Bogenlängen 
zweier orthogonalen Kurvenscharen auf 
einer Fläche, Methode der — *86; 
Theorie der Orthogonalsysteme von 
Kurvenkongruenzen in einer V, als 
VerallgemeinerungdieserMethode *139. 

Ableitungsgleichungen einer regu- 
lären Kurve im R, = Frenetsche For- 
meln *84; — einer krummen Minimal- 
linie im R, *85; — einer regulären 
Kurve im $, = Bianchi-Frenetsche 
Formeln *91; desgl. im $,, *92; affine 
— einer ebenen Kurve *97, einer ge- 
wundenen Kurve *98; projektive — 
einer ebenen Kurve *107. (Siehe auch 
Frenetsche Formeln.) 

absolut, —er Differentialkalkül *52 f., 
*86, *123, *125f,; —e Krümmung einer 
VYn in V„ *155; —er Krümmungsvek- 
tor einer Kurvenkongruenz in Y,„ in 
V„ *148. 

Abwickelbare (Fläche) 112, verbieg- 
bar mit Erhaltung der Krümmungs- 
linien 407. 

Abwickelung zweier Flächen 355 bis 
440 (s. auch Abbildung). 

Achse eines Flächenpunktes in bezug 
auf ein konjugiertes Netz *114; —n- 
kongruenz *114; —nkurven *114. 

adiabatische Kurven 213. 

adjoint union curves = radiale Ver- 
einigungskurven *112. 

adjungierte Differentialgleichung *47, 
“48. 

Adjunktion neuer Formen zum Grund- 
formensystem *20, 

Ähnlichkeiten *83; infinitesimale -— 
einer V,, "161; s. auch äquiform. 

aequationes directrices 445. 

äquidistante Kurvenscharen 182, 

äquiform, —es Bogenelement einer 
krummen Linie *83; —e Differential- 
geometrie "83; —e Differentialinya- 
riante einer regulären ebenen krummen 
Linie *83; desgl. einer krummen Linie 
in einer Minimalebene *85; — zusam- 
menhängende Mannigfaltigkeiten von 
Cartan *181. 
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äquivalentedynamischeProbleme *144. 

Äquivalenz zweier ebenen Kurven 
gegenübereinerkontinuierlichenTrans- 
formationsgruppe *82; — von Diffe- 
rentialformen *58; — zweier positiven 
n-ären Differentialformen *123. 

Äquivalenzprobleme *30; Äquiva- 
lenzproblem der Kurven im R, gegen- 
über der Bewegungsgruppe *86; desgl 
der Kurven und Kurvenscharen auf der 
Einheitskugel gegenüber der Gruppe 
der automorphen Bewegungen dieser 
Kugel *86; desgl. der ein- bis fünf- 
dimensionalen regulären Somenman- 
nigfaltigkeiten gegenüber der Gruppe 
der eigentlich orthogonalen Somen- 
transformationen und der Bewegungs- 
gruppe *121. 

Äquivalenztheorem von Christoffel, 
mehrdimensionale Deutung *5. 

affine Differentialgeometrie der Kurven 
*95ff., der ebenen Kurven *96, der 
Kurven im R, *97, im R, *98, der 
Elementstreifen und Kurven auf Flä- 
chen *97, *102, der Mannigfaltig- 
keiten von zwei und mehr Dimen- 
sionen *99ff., der Flächen im R, 
*99ff., desgl. in Ebenenkoordinaten 
*102, der V,_, im R, *104, der Ge- 
radenkongruenzen im R, *104, der m- 
dimensionalen Mannigfaltigkeiten im 
R, *104; Einordnunr in die Theorie 
der höheren Übertragungen *99, *180; 
Einordnung in die allgemeine Mannig- 
faltigkeitslehre #99, *169; —s Gegen- 
stück zur Unverbiegbarkeit der Kugel 
*104; — Gruppe s. affine Differential- 
geometrie, Affinitäten, allgemeine af- 
fine Gruppe; —s Krümmungsmaß der 
Flächen *102; — Krümmungstheorie 
desgl. *101f.; —r Zusammenhang 
*170, einer Yin V„*146, eines metri- 
schen Raumes *173; durch den metri- 
schen Zusammenhang bestimmt *175; 
projektive Abänderung des —n Zu- 
sammenhangs *177. 

Affinbogen einer Kurve im R, *95f.; 
—element einer Fläche *99. 

Affingleichung, natürliche — einer 
ebenen Kurve *96; natürliche —en 
einer gewundenen Kurve *97. 

Affininvarianten *27£. 

affinisoperimetrische Eigenschaf- 
ten der Ellipse *96. 
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Affinitäten, Gruppe der inhaltstreuen 
— des R, und R, *95, *99; Gruppe 
der allgemeinen desgl. *98. 

affinkovariante Differentialformen 
einer Fläche *101. 

Affinkrümmung einer ebenen Kurve 
*96; —en einer gewundenen Kurve 
*97,; mittlere — der Flächen *102; to- 
tale — der Flächen = affines Krüm- 
mungsmaß *102. 

Affinkrümmungslinien *102. 

Affinminimalflächen *103. 

Affinnormale einer ebenen Kurve *97; 
— einer Fläche *100. 

Affinoberfläche *102. 

Affinsphären, eigentliche und un- 
eigentliche *103. 

affinzusammenhängende 
faltigkeit, Erklärung *170; Inhaltsbe- 
griff in einer —n M. *127; mehrdimen- 
sionale Mannigfaltigkeiten in einer —n 
M. *169; projektive Beschaffenheit 
einer —n M. *176; Definition vermöge 
der Bahnkurven *180; Normalkoordi- 
naten in einer — M. *180; — M. die 
ein invariantes Integral besitzen *180; 
— M. im Sinne von Cartan *181. 

algebraisch rektifizierbare Linie 23. 

algebraische Transformationen der 
Ebene 187. 

allgemeineaffineGruppe*98; Diffe- 
rentialinvarianten der Flächen und 
Hyperflächen gegenüber der —n affı- 
nen Gruppe *104. 

— Schraubenlinie 81. 

Anisothermie 135. 

Anormalität einer Kurvenkongruenz 
*143, 

Apollonisches Problem *28. 

Appellsche Flächen 345. 

Apsidalradius 470; —-transformation 
a71f. 

asphinktische Abbildung 21. 

Asymptote ebener Linien 16f. 

Asymptotenlinien 108, 174, 176 ff.; 
— auf Linienfl. 273f.; System poten- 
tieller — 379; Invarianz bei projektiver 
Abbildung 380; — als Strahlensystem 
386; — und Biegung von Flächen 
399; — als Charakteristiken 397, 399; 
— und -richtungen einer Fläche im R, 
*99, *116; desgl. erster Ordnung einer 
V„-ı in V, *140; desgl. pt" Ordnung 
einer Y„m in V„ *152; desgl. Verall- 
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Affinitäten — Berührungstransformation 


gemeinerungen des Begriffes für V,„ 
in V„ *152f.; — einer in V„ geodä- 


tischen Y„ *164; — -richtungen einer 
in R,+ı(S8,„+1) verbiegbaren V, *167. 
asymptotische Regelflächen einer 


Fläche *109, *113. 

— Richtungen 103. 

Ausdehnungslehre von Graßmann 
*125. 

axial auf eine Fläche bezogene Ge- 
radenkongruenz *112; —e Vereini- 
gungskurven *112; —er Punkt einer 
VYnm in I. *154; Vm in V„ mit lauter 
—en Punkten *165. 


B 


Bäcklundsche Transformation 341 ff., 

416f., 486 ff., 589f.; Bahnkurven 590. 

Bahnkurven in einer n-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit *180. 

begleitend, —es Dreibein (Dreikant) 
76; —es n-Bein einer regulären 
Kurve im R„ *84; —es Dreibein 
einer krummen Minimallinie im R, 
*85; —es Tetraeder einer regulären 
Kurve im $, *91; —es Simplex einer 
regulären Kurve im S, *92; —es Drei- 
bein einer gewundenen Kurve gegen- 
über der Gruppe der inhaltstreuen 
Affinitäten *98; —es Dreieck einer 
ebenen Kurve bei der projektiven 
Gruppe *106f.; —es n-Bein einer 
krummen Linie in V„ *131. 

Bekleidung einer Fläche (Tscheby- 
scheff) 182f., 383. 

Beltramis Abbildung, bei der Geodä- 
tische in Geraden (verallgemeinert: 
in Kurven bestimmter Art) übergehen 
376 (378). 

Beltramische Invarianten (Differen- 
tialparameter, s. auch dieses) 393. 

Begleitkomplexe einer Geradenkon- 
gruenz *113. 

Bertrandsche Gleichungen 143; — 
Kurven 230f., als Bahnkurven Bäck- 
lundscher Transformationen 590, Ver- 
allgemeinerungen 245 ff.; —s Problem 
(geschlossene Bahnkurven) 526 ff.; —r 
Satz über Isothermflächen 570. 

Berührung n‘* Ordnung 18. 

Berührungsbedingungen 
Kurvenscharen 490 f. 

Berührungstransformation, größte 
irreduzible Gruppe von —en der Ebene 


ebener 


Bestimmung — Bogenelement 


*121; Abbildung zweier Y„ mittels 
einer —, welche die Entfernungskugeln 
einander entsprechen läßt *161; in- 
finitesimale — als Parallelverschiebung 
eines Elementes in einer Mannigfaltig- 
keit *181; —en 441-502; spezielle 
—en 4638—489; äquilonge —en 477; 
infinitesimale —en 463ff., mit invari- 
antem Pfaffschen Ausdruck 464, in bi- 
homogenen Koordinaten 465, Klassifi- 
kation 489; Eulersche 479; Legendre- 
sche 479; orientierte —en 4T5fl.; syn- 
taktische —en 476; umfangstreue —en 
(im weiteren Sinne) 476; —en als Um- 
hüllungstransformationen 455, 480 ; be- 
sondere Gruppen 480; Anfangsglieder 
der Reihenentwicklungen der invari- 
anten Mannigfaltigkeiten 466f.; mit 
den Rotationen um den Anfangspunkt 
vertauschbare —en 471; —en der Art, 
daß zugeordnete Flächennormalen ein- 
ander schneiden 471f.; —en, die zwi- 
schen zwei Räumen den Punkten des 
einen einen Geradenkomplex des an- 
dern zuordnen 473; —en mit bes. 
Zuordnungen zwischen zwei Kurven 
478f.; —en, die die Integralkurven 
einer Pfaffschen Gl. untereinander ver- 
tauschen 481; —en, die eine partielle 
Diffgl. in eine Pfaffsche Gl. über- 
führen 475 (Zuordnung zwischen Cha- 
rakteristiken und Punkten); —en, die 
Jedem Punkt die mt° Polare einer al- 
gebr. Kurve zuordnen 479. 

Bestimmung einer quadratischen Dif- 
ferentialform aus dem Krümmungs- 
tensor *134. 

Bewegung, Gruppe der automorphen 
—en der Einheitskugel *86; infinite- 
simale — in einer V„ *159 ff.; nicht- 
euklidische — *90. 

Bewegungsgruppe einer n-dimensio- 
nalen euklidischen Mannigfaltigkeit 
*83; Äquivalenzproblem der Kurven 
im R, gegenüber der — *86; desgl. 
derregulären Somenmannigfaltigkeiten 
*121; — in einer Y„ *159ff.; allge- 
meine zweidimensionale Bogenele- 
mente, die eine — zulassen *159. 

Bewegungsinvarianten *26. 

Bianchi-Frenetsche Formeln *91, 

Bianchische Identität für die kova- 
rianten Ableitungen des Krümmungs- 
tensors *134; — Flächen 346; — Or- 


Encyklop. d. math. Wissensch. III3 





185 


thogonalsysteme 586—591; — Trans- 
formation 415. 

Biegung 363; —sinvarianten 393; in- 
finitesimale — 426—437 ; — und Asym- 
ptotenlinien 399; — und sphärische 
Abbildung 581; — und Bianchische 
Systeme 590; stetige — mit Erhaltung 
der Erzeugenden = Mindingsche — 
403; — mit Bedingungen für Kurven 
404, spez. mit Parallelismus der Er- 
zeugenden 404; -— der Rotationsflä- 
chen 405f., in Minimalflächen 411f.; 
Kegelschnitte als Bahnkurven stetiger 
— 411; — von Translationsflächen 
409f., in Minimalflächen 411; — einer 
Fläche konstanter mittlerer Krümmung 
412; Fläche im Verhalten gegenüber 
— als Grenze eingeschriebener Poly- 
eder 437, 440; — und Theorie der 
Netze 604; Unverbiegbarkeit überall 
konvexer, geschlossener Flächen 400; 
— von Ovaloiden 400f.; Verbiegbarkeit 
einseitiger geschlossener Polyeder 400, 
187; — der geschlossenen Ringfläche, 
konvexer Zonen von Rotationsflächen 
401, 191; bedingte — 401 ff., bei Deve- 
loppabeln 402f., bei Regelflächen 
403#. S. Abbildung, isometrische; 
Deformation; Isometrie; Transforma- 
tionstheorie; Verbiegung. 

Bilinearformen mit Transformationen 
IN Ech. IE 

binäre Formen: Allgemeines *4; Spe- 
zielles *6. 

Binäranalyse *23. 

Binormale 75; einer regulären 
Kurve im 8, *91; affine — einer ge- 
wundenen Kurve *98. 

Binormalen-Einheitsvektor einer 
regulären Kurve im R, 84; affıner 
— einer gewundenen Kurve *98. 

Bobilliersche Konstruktion 14. 

Böschungsfläche 243. 

Bogen einer Kurve gegenüber einer kon- 
tinuierlichen Transformationsgruppe 


*82; — einer Kurve im R, "84; — 
einer Kurve in einer Minimalebene 
*85; nichteuklidischer — einer regu- 


lären Kurve im $, *90. 
Bogenelement einer Kurve gegenüber 
einer kontinuierlichen Transforma- 
tionsgruppe *81; äquiformes — einer 
Kurve *83; konformes — einer Kurve 
*120; — einer Kurve gegenüber der 
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größten irreduziblen Gruppe von Be- 
rührungstransformationen der Ebene 
*121; desgl. gegenüber der projektiven 
Gruppe eines linearen Komplexes *121; 
desgl. gegenüber der Gruppe der 
eigentlichen Laguerretransformationen 
der Ebene *121; — einer Y„ *127; 
statische Form desgl. *128, *159; Nor- 
malform desgl. *156; —e vom Rie- 
mannschen Krümmungsmaß Null mit 


konstanten ( und ihre Beziehung 


zu den kommutativen Zahlensystemen 
mit n Basisgrößen *163; — einer kon- 
formen Geometrie in V„ *177. 8. 
auch ds’?. 

Bonnet, Satz von, über die geodätische 
Krümmung des sphär. Bildes einer 
Kurve 138, 382; über die Bestimmung 
einer Fläche durch die 6 Fundamen- 
talgrößen 158, 363, 394; — und Gauß, 
Satz von 143; —sche Methode für 
dreifache Orthogonalsysteme 560. 

Boursches Problem 395f.; — -Codazzi- 
sche Gleichungen 395. 

Brennebene im Strahlensystem 386. 


Brennfläche des Normalensystems 
einer Fläche = Krümmungsmittel- 


punktsfläche 289, s. Strahlensysteme 
386. 

Brennlinien 51—53. 

Brennpunkte im Strahlensystem 386; 
zusammenfallende — 386. 

Bündel 46. 

Büschel 46. 

Büschelinvariante = Riemannsches 
Krümmungsmaß s. Krümmungsmaß. 


C 


Catenoid 300, 322; zum — isometrische 
Regelflächen 422. 

centre = Wirbelpunkt 505. 

Cesarosche Kurven 223 ff. 

Charakteristik einer Umhüllungs- 
fläche 49. 

charakteristische Funktion (Engel) 
*47; — Funktion W zur Erzeugung 
von inf. Berührungstransformationen 
463; — Kurven: Definitionen 456 ff.; 
— Linien 115; — Streifen 443f., De- 
finitionen 456 ff.; —r Winkel 115. 

chemische Formeln und symbolische 
Invarianten *4, 5. 





Bonnet — Differentialgleichung 


Christoffelsche Drei-Indizes-Symbole 
“pıf. 

Codazzische Gleichungen 92, (159); 
— —, verallgemeinerte *86; — — für 
eine Fläche im $, *92, für Y„ in 
Yu 341. 

Codazzischer Tensor *147. 

ceurl 43. 

curvatura geodetica *144; — integra 
s. ganze Krümmung; — intermedia o 
mista delle due congruenze *83; — 
media *135; — normale relativa a V„ 
31498. 

Cykliden, Dupinsche 291 ff., Erzeugung 
292 f., Einteilung 293; —systeme 568. 

„eyklische* Linien 386. 

Cykloide 194ff.; ihre natürliche Glei- 
chung 198. 


D 


D-Linien 181. 

Darboux, Tangenten und Kurven von 
— *109f., *116; —sche Gleichung 
für den Parameter einer Lameschen 
Schar 563. 

Defekt der Faltung *16. 

Deformation einer V,„ *160; infinite- 
simale — einer Y, mit Erhaltung der 
Geodätischen *162; infinitesimale —en 
und geometrisch -physikalische Theo- 
rien 432; s. auch Biegung, Verbie- 
gung. 

Deformierbarkeit s. Biegung. 

Delaunaysche Kurven 202. j 

Derivate (singuläre Kovarianten) *7. 

Developpable im Strahlensystem 386. 

Deviation 40, *83. 

Deviationsachse 40, *97. 

Diakaustik 51, 52. ’ 

Differential eines Vektors *170; ko- 


variantes — eines Tensors *133. 
Differentialformen*31,*38f.,*80,*123; 
lineare — *44; Systeme von —n — 


*47; quadratische — *46, 49, *66f.; 
— — zur Bildung simultaner Inva- 
rianten *50; Transformation quadra- 
tischer — 392; Äquivalenz: — *58f.; 
zweier positiven n-ären — *123; Nor- 
malform von n-ären — *156. 
Differentialgleichung der Kegel- 
schnitte *96; — der Parabeln "96; 
— der W-Kurven *107; — der äqui- 
anharmonischen W-Kurven *107; —en 
der geodätischen Linien in V„ *129, 


Differentialinvarianten — ds? 


im affınzusammenhängenden Raum 
*171; —en des Parallelismus von Levi- 
Civita *132; — der Bahnkurven in 
einer Mannigfaltigkeit *180; —en für 
Komitanten *12; —en 1. Ordnung: 
singuläre Punkte 507 ff., 513ff., An- 
zahlbeziehungen 517 ff.; asymptotische 
Darstellung von Integralen 511ff.; 
—en, partielle: Zwischenformen von 
solchen 1. Ordnung 499ff. 
Differentialinvarianten *31, *34 ff., 
*73ff., *80; Geschichtliches *29; geo- 
metrische — *36, *78ff.; absolute geo- 
metrische — *79; relative geometri- 
sche — *80; Lie und die Theorie der 
— *81; wesentliche — einer ebenen 
Kurve gegenüber einer kontinuier- 
lichen Transformationsgruppe *82; 
wesentliche äquiforme — einer krum- 
men ebenen Kurve *83; — niedrigster 
Ordnung einer krummen Minimallinie 
gegenüber der Bewegungsgruppe *85; 
metrische und äquiforme einer 
krummen Linie in einer Minimalebene 
*85; — der Kurven auf der Einheits- 
kugel gegenüber der Gruppe der auto- 
morphen Bewegungen dieser Kugel 
*86; michteuklidische — einer regu- 
lären Kurve im S, *90ff.; — der nicht 
regulären Kurven im S, *91; — der 
regulären Kurven im $, "91; inhalts- 
treu-affıne niedrigster Ordnung 
einer Kurve in der Ebene 96; desgl. 
höherer Ordnung *96; — einer ge- 
wundenen Kurve *97; — einer Kurve 
im R„ *98; — einer Fläche im R, 
*99; ihr Zusammenhang mit den me- 
trischen — *99; allgemein-affine — 
einer Kurve in der Ebene *98, einer 
Kurve im Raume *98f., einer Fläche 
*104; projektive — der ebenen Kur- 
ven *106, der gewundenen Kurven 
*107, der Kurven im R, *108; simultane 
projektive — *108; projektive — einer 
Fläche *113; — des projektiven Linien- 


elementes *115; projektive — einer 
Flächenkurve *117; konforme — einer 
Fläche *119; — einer Kurve gegen- 


über der größten irreduziblen Gruppe 
von Berührungstransformationen der 
Ebene *121; desgl. gegenüber der 
projektiven Gruppe eines linearen 
Komplexes *121; desgl. gegenüber der 
Gruppe der eigentlichen Laguerre- 
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Transformationen der Ebene *121; 
— der linearen Differentialformen *47; 
— einer irreduziblen positiven qua- 
dratischen binären Differentialform 
gegenüber beliebigen Parametertrans- 
formationen *122; — der quadra- 
tischen Differentialformen *123f.; — 
bei unendlichen Gruppen *35; — bei 
Differentialgleichungen *37; bei 
willkürlichen Funktionen *48; Reduk- 
tionssatz *58, formale Methoden *65f.; 
— und formale Variationsrechnung 
*68 ff.; wesentliche — gegenüber Be- 
wegungen in der Ebene 33, im Raume 
84; — der Grundformen der Flächen- 
theorie 123. 

Differentialoperator *38. 

Differentialparameter *38, *63 ff.; 
wesentlicher — einer Kurve gegen- 
über einer kontinuierlichen Transfor- 
mationsgruppe *82; — von Beltrami 
für n=2 124ff., 391ff., 393, *100, 
*116, für beliebiges n *130; — von 
Lame 123£., 549. 

Dilatation auf Kugeln 470. 

„Dimensionen“ einer Linie 85. 

Dinis Abbildung von Flächen mit Er- 
haltung der Geodätischen 376. 

Directrix s. Leitlinie. 

—kurven s. Leitkurven. 

direkte Analysis von Schouten *126, 
*140; — Methoden in der Theorie der 
mehrdimensionalen Mannigfaltigkeiten 
125 f. 

Diskriminante einer f„= al *6. 

Diskriminantenkurve 522, 524. 

Divergenz *46; allgemeine — *64. 

Doppelmatrix, symmetrische *176, 

Doppelpunkt einer ebenen Kurve 42; 
— einer Fläche (biplanarer, unipla- 
narer) 44. 

Drehungen *174; — im R, *25. 

Drehungsgruppe *174, Invarianten- 
bildung nach Hurwitz *20; infinitesi- 


male — *176, Drehungsinvarianten 
*22. 
Dreibein *84; begleitendes — einer 


krummen Minimallinie*85 ; desgl. einer 
gewundenen Kurve gegenüber der 
Gruppe der inhaltstreuen Affinitäten 
#98. 

Dreieckspotentialkurven 213. 

Drei-Indizes-Symbole *öt1f. 

ds* bei Rotationsflächen 405; — bei Ge- 
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simsflächen 407, 225; Liouvillesches — 
149, 332, 376, 424; — in geodätischen 
Polarkoordinaten bei Flächen kon- 
stanter Krümmung 412. 

Dualität in der Gruppe der Dilata- 
tionen auf Kugeln 471. 

Dupins Satz über die Schnittkurven 
eines dreifachenOrthogonalsystems 547. 

Dupinsche Cykliden s. Cykliden; —s 
Strahlensystem 386. 

dynamische Probleme, äquivalente 
*144; —, deren Differentialgleichungen 
eine infinitesimale Transformation ge- 
statten *144. 


E 


E-Systeme (besondere Lame6sche Flä- 
chenscharen) 595. 

Ebenen in Orthogonalsystemen 566. 

— systeme 605. 

ebene Linie, analytische Darstellung 5. 

Eichung *172. 

Eichverhältnis *172. 

Eiflächen, affın-differentialgeometri- 
sche Sätze über — *104. 

Eilinien, affin-geometrische Ungleich- 
heiten für — *96; affin-differential- 
geometrische Sätze über — "Br 

Einheitsvektor der Normalen einer 
Hyperfläche im R, *86; s. auch Haupt- 
normalen-, Binormalen-, Tangenten- 
einheitsvektor. 

Einhüllende s. Enveloppe. 

Einordnung der affinen Differential- 

eometrie in die Theorie der höheren 

bertragungen *99, *180; in die all- 
gemeine Mannigfaltigkeitslehre *99, 
*169. 

Einstein-Mannigfaltigkeit *163. 

Einteilung der Ebene in unendlich 
kleine Quadrate 58f.; — des Raumes 
in unendlich kleine Würfel 59. 

Einzigartigkeit der Pythagoreischen 
Maßbestimmung *176. : 

Elemente höherer Ordnung 482 ff. 

Elementarkegel (Mongesche) 457 

Elementstreifen 457. 

Elementverein 448. 

Ellipse, Vorzeichen der Affinkrümmung 
einer einteiligen — *96. 

elliptisch gekrümmte ebene Kurven 
*96; —er Raum *91f., *94f.; s. auch 
Sn; —er Punkt einer Fläche 100. 











Dualität — Flächen 


Elongationslinie auf cyklischen Flä- 
chen 279. 

Endlichkeit vollständiger Formen- 
systeme *4; — bei Gruppen, für die 
der Adjunktionssatz gilt *20. 

Engelsche Klasse (von Kurven) 458 ff. 

Enneper, Satz von — 119. 

Entfernungskugel in einer V,, *137, 
*158, *161. 

Enveloppe einer ebenen Linienschar 
46—48; — als singuläre Lösung einer 
Differentialgleichung 48; — einer ein- 
fach unendlichen Flächenschar 48; 
— einer zweifach unendlichen Flächen- 
schar 50; — einer Schar von Kugeln: 
1. mit Mittelpunkten auf einer Kurve 
290, 2. die drei feste Kugeln berühren 
291, 3. die durch zwei feste reelle 
oder konj. imaginäre Punkte gehen 
352. 

Ergänzungsfläche 283. 

Erlanger Programm *19, *78f. 

Erweiterung einer Gruppe *32; -- der 
Krümmungstheorie der regulären Kur- 
ven mit einem Einheitsvektor belie- 
biger Richtung an Stelle des Tan- 
gentenvektors *83. 

Erzeugende der Einheitskugel nach 
Darboux 122. 

erzwungene Krümmung, Vektor der 
—n — einer Kongruenz in VD r, 
*148; einer V in V„ *155. 

euklidisch-affine Mannigfaltigkeiten 
*171, mehrdimensionale M annigfaltig- 
keiten in einer solchen *169; euklidi- 
scher Raum s. R,. 

Euler, Satz von 94. 

Evolute35f.; — einer Fläche = Krüm- 
mungsmittelpunktfläche 289. 

Evolutenfläche 87. = 

Evolventen 36; geodätische — 144, 
(Flächen) 283. 


F 


Fallinien 504, 505. 

Faltung *16. 

Feld einer Geodätischen 533. 

Filarevolute 87, 244. 

Filarevolvente 87. 

Flächen, analytische Darstellung von 
— 5; Bestimmung durch sphär. Abb. 
und Summe der Hauptkrümmungs- 
radien 388; Verfahren zur Herleitung 
der Gleichungen einer — (Bonnet) 93; 


Flächen 


Fläche durch eine Kurve, so daß diese 
a) geodätischer Kreis auf ihr ist 277, 
b) beim Abwickeln in eine gegebene 
ebene Kurve übergeht 277f.; s. auch 
Transformationstheorie. 

Flächen, abwickelbare 270, 271, 275 ff.; 
Geodätische und Isogonaltrajektorien 
aufihnen 276; Appellsche — 345; asso- 
ziierte 430; Bianchische — 346; gerad- 
linige — 270— 278, s. Regelflächen; 
hyperzyklische — 588, 148; imaginäre 
— mit punktweise gleichen Haupt- 
krümmungen 352f.; isozyklische — 
280f.; isometrische 363, 389 ff.; zso- 
metrische: zur Ebene = Developpable 
402, zu einem Ovaloid 401, zu Rota- 
tionsflächen 405, 421ff., zu Fl. konst. 
mittlerer Krümmung 412, innere und 
äußere Eigenschaften 363, 393, Be- 
stimmung durch die Fundamental- 


größen 363; isotherme — Bours 384; 
pseudosphärische s. Fl. konstanter 
Krümmung; W-Flächen 307, 404; 


windschiefe s. geradlinige; zusammen- 
gesetzte — 332; zyklische — 278ff., 
Krümmungslinien auf ihnen 279, 281, 
Grat- und Elongationslinien 279, ihre 
Hauptkrümmungsradien 279, mit geo- 
dät. Orthogonaltrajektorien der erzeu- 
genden Kreise 280. 

— konstanter Krümmung 333—344, 412 
bis 420, geodät. Kreise, Isothermen- 
schar auf ihnen 333f., Abwickelbar- 
keit 334, mit ebenen und sphärischen 
Krümmungslinien 334f., Zusammen- 
hang zwischen Umdrehungsflächen mit 
entgegengesetzt gleicher konstanter 
Krümmung 335, keine Extrema der 
Hauptkrümmungsradien in regulären 
Bereichen 335, Rotationsflächen(Typen) 
335f., Geodätische auf ihnen 338 ff.; 
Transformationen u. Asymptotenlinien 
349 ff. ; mit einem System ebener (sphär.) 
Krümmungslinien 413 (414); mit posi- 
tiver konstanter Krümmung stets ana- 
lytisch 342; haben zwei Parallelflächen 
mit konst. mittlerer Kr. 343, Trans- 
formationstheorie 344, 418; pseudo- 
sphärische Linienelemente 337, 
Parallelitätswinkel339,Tangentengew. 
Geodätischen bilden das Normalen- 
system einer W-Fläche 339f. (Ergän- 
zungsfläche 340); Transformations- 
theorie 341 ff., 414 ff., 590, nie singu- 
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laritätenfrei 342, 401, ihre Asymptoten- 

linien bilden ein Gewebe (s. Beklei- 

dung) 383, als Evolutenschale einer 

W-Fläche 415 (421); — konstanter 

mittlerer Krümmung (343f.), 344f., zu 

solchen — isometrische 412. 
mit besonderen Krümmungslinien 

396 ff.: isotherme 347, hyperzyklische, 

mit einem System kongruenter Krüm- 

mungslinien 348; — konstanter Krüm- 
mung 413f., mit gemeinsamem sphär. 
Bild der Krüämmungslinien 579. 

— mit besonderen Asymptotenlinien und 
konjugierten Linien 348 ff., eine Schar 
Asymptotenlinien mit konstanter Tor- 
sion, Schraubenlinien (speziell auf 
parallelen Zylindern), als eine Schar 
Asymptotenlinien, Asymptotenlinien 
mit rhombischem Netz, in linearen 
Komplexen, Transformationstheorie, 
— mit zylindrischen oder konischen 
Kurven 349. 

— mit besonderen Geodätischen und geo- 
dätischen Kreisen 350 ff.; — deren geo- 
dätische Kreise eine inf. Berührungs- 
transformation gestatten 477f.; — mit 
einem System konjugierter Geodätischer 
350; — kongruenter Geodätischer oder 
Asymptotenlinien 351, mit linearen 
Scharen von Geodätischen 351, mit 
geodät. Kreisen zu Krümmungslinien 
352, mit isogonalen Systemen geodät. 
Kreise 352, mit (lauter) geschlossenen 
Geodätischen 528, 529ff., 351f., mit 
voneinander abhängigen Hauptkrüm- 
mungsradien s. W-Flächen, mit (teil- 
weise) vorgeschriebener Krümmungs- 
mittelpunktfläche 296 ff., mit ebenen 
oder sphärischen Krümmungslinien 
298—305, ihr Verhältnis zu den iso- 
tropen abwickelbaren Fl. 303 ; mit zwei 
Scharen von Kreisen 281. 

— mit Liowvilleschem ds? 149f., 376, 
*162, (in mehrfacher Art) 378, Modell 
439, — und Minimalflächen 332, als 
Typus einer isometrischen Gruppe 426, 
geodät. Felder 533E£. 

— mit automorpher kontinuierl. Gruppe 
406, mit automorpher kontinuierl.[kon- 
former] projektiver Gruppe [*120], 380, 
*117; mit diskreten Isometrien in sich 
393f.; — 2. Ordnung als Orthogonal- 
systeme 567; reelle —, die bei Bewe- 
gung eine Lamesche Schar erzeugen 
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594, ı72; s. auch Rotationsfl., Schrau- 
benfl., Spiralfl., Translationsfl. W- 
Flächen. 

Flächen im R, *86, im S, *92; — von 
der mittleren Krümmung Null >= Mini- 
malflächen, im S, *93; — in V,, *166; 
— konstanter mittlerer Krümmung 
im S, *93; — in V, *158; — von der 
absoluten Krümmung Null im $, *94; 
— konstanter Krümmung im $, "94; 
— mit 09, +e, = konst. im $S, *94; 
Serretsche — im S, *94; — von Bonnet 
und Appell im S, *94; isotherme — 
im 8, *94; — mit einer Ebene, auf 
der die Linien gleichen Abstandes 
von der Fläche ein isothermes System 
bilden, im S, *94; — der relativen 

FLY pei Asym- 

1+9(u)yl) 
ptotenparametern *94; —'mit einem 
konjugierten Netz von Geodätischen 
im S, *94; — mit zentrischen ebe- 
nen Schnitten *102; — mit ebenen 
Schattengrenzen *102; — mit einer 
transitiven Gruppe inhaltstreuer Affi- 
nitäten *102; — mit einer Schar ebe- 
ner Eigenschattengrenzen *102; para- 
boloidische — *103; — konstanter 
mittlerer Affinkrümmung *103; S-Flä- 
chen *103; — mit unbestimmten Leit- 
kurven von Wilczynski *103, *113; 
—, deren Asymptotenlinien Gewinde- 
kurven sind *113; —, auf deren bei- 
den asymptotischen Regelflächen die 
Zweige der Wendeknotenkurve zu- 
sammenfallen *113; — mit besonderen 
Eigenschaften der Leitkongruenzen 
*113; — mit lauter ebenen Kurven 
von Darboux oder Segre *113; —, auf 
denen die Leitkurven von Wilczynski 
ein konjugiertes Netz bilden *117; 
— mit isothermen oder sphärischen 
Krümmungslinien *118; zwei- und p- 
dimensionale — in einer Riemann- 
schen Mannigfaltigkeit *129; s. auch 
VYam V.. : 

Flächenpaar, mit den reellen bzw. 
imaginären Teilen dreier analytischer 
Funktionen zu Koordinaten 333; Mou- 
tardsches — 428; isometrische —e 
435 ff., desgl. mit konstanter Entfer- 
nung korrespondierender Punkte 437. 

Flächenschar 46; orthogonale — 56, 
s. auch Flächensysteme; —en, die 


Krümmung 


Flächen — Galilei 


in Kurvenscharen überführbar sind 
497. 

Flächensysteme, dreifach orthogonale 
605. 

flecnode s. Wendeknoten. 

Flexion s. Windung; — einer Fläche 
lärgs einer Kurve 168. 

Formen, allgemeine *7; binäre — *4 bis 
*7, ternäre — *8—*10; n-äre — n=3, 
4, 5, 6, 7 *10£.; n-äre — *11; Reihen- 
entwicklungen mehrfach-binärer — *5; 
—, die Kollineationen im R, dar- 
stellen *11; Zerlegung in Linearfak- 
toren *11f. 

Formensysteme *4,*5; — von Kegel- 
schnitten *9. 

foyer = Strudelpunkt 507. 

Frenetsche Formeln für reguläre 
Kurven im R, *84; — für Minimal- 
kurven im R, *85; — für Kurven im 
Funktionenraum *84; — in Räumen 
mit einer durch ein reguläres Varia- 
tionsproblem bewirkten Maßbestim- 
mung *84; — in V,, *131; — im me- 
trischen Raum von H. Weyl *131, *173; 
s. auch Ableitungsgleichungen, Bian- 
chi-Frenetsche Formeln. 

Fundamentalform, s. auch Grund- 
form; zweite — einer V,„_, in V, 
*149; —formen der Flächentheorie 
90, desgl. Funktionen nur des einen 
Parameters 282f.; —gleichungen s. 
Grundgleichungen; —gleichungen der 
Flächentheorie 92, 158—165; —größen 
der Flächentheorie 89f., 158; —sätze 
der symbolischen Methode *15; —ten- 
sor, zweiter, einer V,_, in V,„ *149. 

Funktionaldeterminante als Dif.- 
invariante *49. 

Funktionen einer komplexen Ver- 
änderlichen: liniengeometrische Dar- 
stellungen *114; Bildflächen im R, 
*166f. 

Funktionenraum, Frenetsche For- 
meln für eine Kurve im — *84; Grund- 
gleichungen für eine mehrdimensionale 
Mannigfaltigkeit im — *145. 

Fußpunktfläche, —linie 15f.; —trans- 
formation 468f. 


6 
G-Flächen (Flächen mit lauter ge- 
schlossenen Geodütischen) 528, 529 f. 
„Galilei-Newton-Gruppe* *28. 





ganze Krümmung — Gruppen 


ganze Krümmung s. Krümmung. 

Gattung einer Fläche (nach der Beweg- 
lichkeit eines geodät. Dreieckes) 148. 

Gauß u. Bonnet, Satz von 143; —sche 
Invarianten 393; —sche Gleichung, 
verallgemeinerte, für V„_, in R, "86; 
für Flächen im $, *92, verallgemei- 
nerte für Ym in Y„ *147; —scher 
Integralsatz, Erweiterung auf R, und 
V„ *128; —sches Krümmungsmaß s. 
Krümmungsmaß. 

geodätische Beweglichkeit in einer 
Fläche 148; —s Dreieck 142; — Ellip- 
sen, Hyperbeln, Lemniskaten 144f.; 
— Felder 533f.; — Bewegung in 
einer V,, *131; in einem Punkte — 
Eichung *172; in einem Punkte —s 
Koordinatensystem *54, *170, s. auch 
Normalkoordinaten; — Krümmung (8. 
dieses) einer Flächenkurve *122, *131; 
— Kurvenkongruenzin Y,*143; — Linien 
in einer V, *129, *162f., in einer 
affin-zusammenhängenden Mannigfal- 
tigkeit *171; — Nullinien in einer V, 
*129; Büschel von —n Linien *130, 
*135, *164; — Vin V,„ siehe unter 
Ym in In. 

Geodätische (Linien) 139—153, Inte- 
gration ihrer Gleichung 149 ff.; ihr 
Verlauf 151; — auf besonderen Flä- 
chen 141; — auf Abwickelbaren (spez. 
Kegeln) 277; — auf Ovaloiden 531 ff., 
535 ff.; — auf Polyedern 537 ff; — auf 
zu Rotationsflächen isometrischen Flä- 
chen 406; lineare Schar —r 351; ihre 
Geschichte 358, ı. 

Geradenkomplex s. Strahlenkomplex. 

Geradenkongruenzen, projektive 
Differentialgeometrie der — *113 f.; 
— mit besonderen projektiven Eigen- 
schaften *114; projektiv mit einer 
Fläche verknüpfte — *114; isotrope — 
im R, *140; s. auch Strahlensysteme, 
W-Kongruenzen. 

Geraden-Kugeltransformation 472 TE, 
in der elliptischen Geometrie 474. 

Geradensystem 605. 

geradlinige Flächen s. Regelflächen. 

Gesamtkrümmung s. ganze Krüm- 
mung. 

Gesimsflächen 298, verbiegbar mit 
Erhaltung der Krümmungslinien 407, 
ihr Längenelement 407, 235, als Lame- 
sche Schar 566. 
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Gewindekurven *98, *107. 

Gipfelpunkt 505. 

Gleichungen von Codazzi *86, *92, 
#147; — von Gauß *86, *92, *147; 
— von Killing *160; — von Lelieuyre 
*102; — von Mainardi- Codazzi — von 
Codazzi. 

Goursatsche Transformation der Grund- 
kurven einer Minimalflüche 327f. 

Gradient *64. 

Gratlinie 138, 272; gewundene Kurve 


als — der Fläche ihrer Binormalen 
76; — der Fläche der Hauptnormalen 
76; — einer Enveloppe 50; — der 
Fläche, die eine gegebene Fläche 


längs einer Kurve berührt 170; —n auf 
zyklischen Flächen 279. 

Gravitationstheorie Einsteins*121f., 
*124, 

Greenscher Integralsatz, Erweiterung 
auf R, und V, *128. 

Grenzkreis auf pseudosphärischen Flä- 
chen 337. 

Grenzkurve 523. 

Grenzpunkte einer Geraden im Strah- 
lensystem 385; zusammenfallende —: 
isotropes Strahlensystem 386. 

Grenzzyklen 519 ff. 

Grundform, metrische —en einer 
Hyperfläche im R, *86; — eines nicht- 
zylindrischen Strahlensystemes im R, 
*87f.; nichteuklidische — einer Flä- 
che im S, *92; — der affinen Flächen- 
theorie *99; — der projektiven Flächen- 
theorie = projektive — einer Fläche 
*116f.; — der konformen Flächen- 
theorie *119f.; erste — einer Y, in 
V,„ = quadriertes Bogenelement der 
Vm *146; zweite — einer V,_, in ji 
*149; Verallgemeinerungen der zweiten 
— für Vin V,„ *151. 

Grundgleiechungen, metrische 
einer Hyperfläche im R, "86, einer 
Fläche im $, *92f., der affinen Flä- 
chentheorie *100, *104, der projek- 
tiven Flächentheorie *115f., für eine 
Ym in V, *ı45fl. 

Grundkurve bei Minimalflächen (Lie) 
324 f., Goursatsche Transformation 
327 £.; — bei Translationsflächen 285; 
— eines Zylinders 242. 

Gruppen von Punkt- und Berührungs- 
transformationen, welche die Entfer- 
nungskugeln einer V,, fest lassen *161; 
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—, die ein n-dimensionales Volumen 
invariant lassen bzw. mit einer Kon- 
stanten multiplizieren *161. 

gruppentheoretische Auffassung 
der Geometrie *78ff., s. auch Er- 
langer Programm ; — der Raummetrik 
*174. 

Guldinsche Regel, erste 67; zweite 
— 73. 

Guichard-Bianchische Flächen 347. 

Guichardsche Systeme 597. 


H 


Hachette, Zylindroid von — 109. 
Hamiltonsche Gleichung 116. 
Hauptgruppe, —invarianten *26. 
Hauptinvarianten einer V„ *139. 
Hauptkongruenzen einer V,„ *139; 
V, mit besonderen Eigenschaften der 
— *163; Beziehung zu den Y,„_, mit 
lauter Nabelpunkten in V,, *165. 

Hauptkrümmungen 94; — einer V„_ı 
in V„ *149; — einer geodätischen Vm 
in V„ *164; — einer Y,. mit lauter 
Nabelpunkten in V, *165; — einer 
in R,;ı oder $,,, verbiegbaren V, 
*167. 

Hauptkrüämmungshalbmesser 
Hauptkrümmungsradien. 

— mittelpunkte 94. 

—radien 94, 107f., ihre Gleichung 
(diskutiert) 112f.; — einer Fläche im 
S, *93; affine — einer Fläche *102; 
— einer V,_, in V„ und R,„ *137, 
*149; Summe der Mittelwerte alier 
Produkte der — zu je p *156. 

— richtungen 94; — einer V„_, in 
Vn *149; — einer Y.. in Vn *154. 
Hauptkurven 360f.; — bei ebener 

Kollineation 379. 

Haupt-n-Bein einer V, *139. 

Hauptnormale 75; — einer regulären 
Kurve im $, *91; affine — einer ge- 
wundenen Kurve *98; — einer krum- 
men Linie in V, *131. 

Hauptnormalebenen 94. 

Hauptnormalen-Einheitsvektor 
einer regulären Kurve im R, *84; 
affiner — einer gewundenen Kurve *98. 

Haupt(normal)schnitte 94, 108. 

Hauptrichtungen einer V„ *138f.; 
— eines symmetrischen Tensors *139; 
— einer Ym in V„ "154. 


8. 


gruppentheoretische Auffassung — Integralsätze 


Haupttangenten 103; —kurven s. 
Asymptotenlinien. 

Hazzidakis Transformation von Flä- 
chen positiver konstanter. Krümmung 
418. 

Horizontalen (topographisch) 504. 

Hüllbahn einer ebenen Linienschar 47. 

Hurwitz’ transzendente Methode zur 
Invariantenbildung *20. 

Hyperbel, Vorzeichen der Affinkrüm- 
mung einer reellen — *96. 

hyperbolisch gekrümmte ebene Kur- 
ven *96; —er Punkt einer Fläche 
100; —er Raum *92, *94. 

Hyperfläche, reguläre im R„ *86; 
— im 8, *94; Affingeometrie der —n 
*104; projektive Differentialgeometrie 
der —n *118; —n in einer Riemann- 
schen Mannigfaltigkeit = V,„_, in V, 
*129; s. auch unter Y„ in V„. 

hypergeodätische Linien *112, *117. 

hyperoskulierende Parabeln in 
Flächenschnitten: Ort ihrer Brenn- 
punkte (Laguerre) 109. 


I 

Indikatrix (Dupinsche) 102, 111; sphä- 
rische — (einer Linienfläche) 271. 

infrageodätische V„ pP“ Ordnung 
in V„ *168. 

Inhalt ebener Bereiche 60ff., nach 
Möbius 63; — räumlicher Bereiche s. 
Volumen; eines Flächenstückes 
65f., nach Minkowski 66. 

Inhaltsbegriff in einer Riemannschen 
Mannigfaltigkeit *127; — in einer 
affin-zusammenhängenden Mannigfal- 
tigkeit *127. 

Inhaltsberechnung ebener Flächen- 
stücke 59; — gekrümmter Flächen- 
stücke 64—67; — in der nichteukli- 
dischen Geometrie 67f.; — von Räu- 
men 68—73. 

„innere Beziehungen“ einer Linie 85. 

Integrabilitätsbedingungen der 
metrischen Grundgleichungen einer 
Hyperfläche im R„ *86; — der Grund- 
gleichungen einer Fläche im $, *92 f; 
— der Grundgleichungen der affinen 
Flächentheorie *101; — der Grund- 
gleichungen einer Y„ in V,„ *147. 

Integralsätze von Gauß, Green, Stokes, 
Erweiterung derselben auf R, und Vn 
#128. 





interszendente Kurven — Komponenten 


interszendente Kurven 187. 

invariante Änderungen eines Vektors 
*170; —s Gleichungssystem *32. 

Invariantenbildung nach Hurwitz 
(transzendent) *20. 

Invariantentheoriedergewöhnlichen 
homogenen linearen Differentialglei- 
chung (n + 1)'* Ordnung *105. 

Invariantentheorie der Differen- 
tialgleichungen, Engels Methode 
(Vertauschung der Differentiations- 
folge) 489 ff.; — 2. Ordnung gegen- 
über Punkttransformationen vgl. 493. 

Invarianz gewisser Kurvengattungen 
bei verschiedenen Abbildungen 380f. 

Inversionen: Geschichtliches 368, 39. 

Involution orthogonaler Tangenten- 
paare bei Abbildungen zweier Flä- 
chen 361. 

Isogonaltrajektorien, geodätische, 
einer Schar geodätischer Linien 145; 
— der Erzeugenden einer Abwickel- 
baren 276f.; s. auch Trajektorie. 

Isometrie 363, 389 ff., s. auch Abbil- 
dung, isometrische; Biegung; Trans- 
formationstheorie; Bestimmung der zu 
einer gegebenen Fläche isometrischen 
395 ff. ; reguläre —en sind Bewegungen 
401, 191; infinitesimale — 426—437; 
zu Flächen konstanter Krümmung iso- 
metrische Regelflächen 404f.; — zu 
Rotationsflächen 405f., 421 ff., 426, zu 
Spiralflächen 405, 219, zu Flächen kon- 
stanter mittlerer Krümmung 412, zu 
Minimalflächen 410 ff, zu Flächen mit 
Liouvilleschem ds? 376, 72, 426, zu 
allgemeinen Flächen 2. Grades 426; 
— mit Erhaltung der Krümmungs- 
linien bzw. der Hauptkrümmungen 
406ff.; —, bei der eine Schar von 
Parallelebenen in eine andere über- 
geht 408; — mit Erhaltung konju- 
gierter Systeme 408; — und Theorie 
der Netze 604; vollständige isometri- 
sche Gruppen 420—426. 

isotherm-asymptotische Flächen 
SELL: 

isotherme Flächen im S, *94, 347, 569; 
— Linien- und Flächenscharen 57 ff, 
153 ff., 156; — Einteilungen der Ku- 
gel 423. 

isotherm-konjugierte Kurvennetze 
*115; — Systeme 183. 

isotrope krumme Linien 


krumme 
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Minimallinien *85; — Kongruenzen im 
R, *140. 
J 
Jacobische Identität *47; —scher Mul- 
tiplikator *46; —sches System *48. 


Joachimsthal, Sätze von — 118. 


K 


Kammweg 506, 539. 

Kanalfläche 113, 279, 306. 

kanonische Gleichungen (Hamilton- 
Jacobi) 453, Transformationen, die sie 
invariant lassen (Schering) 454. 

—s Orthogonalsystem von Kurvenkon- 
gruenzen in V„ *144. 

— Reihenentwicklung einer ebenen 


Kurve bei der inhaltstreu -affinen 
Gruppe *96; — einer gewundenen 
Kurve desgl. *97; — einer Fläche bei 


der inhaltstreu-affinen Gruppe *102; 
desgl. bei der allgemein-affinen Gruppe 
*104; — einer nicht geradlinigen Flä- 
che bei der projektiven Gruppe *109; 
— einer Regelfläche desgl. *110. 

Kartenkonstruktion 373 ff. 

Katakaustik 51, 52. 

Kegel der Nullrichtungen *178. 

Kegelkappen 485. 

Kegelschnitte, Differentialgleichung 
der — *96. 

Kehllinie s. Gratlinie. 

Kettenlinien 226 ff. 

Kinematische Gesichtspunkte in 
der Flächentheorie 130 ff. 

Klammeroperation (Lie) *46; —aus- 
drücke von Poisson *47, 51; —rela- 
tionen 444, 448—453. 

Klasse (der Grundform) einer V„ *132, 
*156£.; — eines Pfaffschen Ausdruckes 
*46, 

Knotenpunkt (n&ud) 505; = Doppel- 
punkt einer Fläche 44. 

Kogredienz, Kontragredienz *40. 

Komitanten binärer Formen *4; — von 
zerfallenden Formen *5; Differential- 
gleichungen für — *12. 

Komplanation 64. 


Komplex, orthogonaler — einer Kur- 
venkongruenz in V, *144f.; s. auch 
Strahlenkomplex. 


—kurven 256 ff. 

—symbolik *17. 

Komponenten des affinen Zusammen- 
hanges *170; — eines Tensors *39, #41. 
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konform — Krümmungsaffinor 


konforme Abbildung s. Abbildung; |konvexe Linie 9. 


— Abänderung der Raummetrik *178; 
— Auffassung der n-dimensionalen 
Mannigfaltigkeiten *176; — Beschaf- 
fenheit eines metrischen Raumes *178; 
— Differentialgeometrie *118 ff.; desgl. 
der Flächen *119; desgl. der Kurven 
und zyklischen Flächen *120; — Geo- 
metrie in einer n-dimensionalen Man- 
nigfaltigkeit *177; — Gruppen einer 
Y„ *161; — Transformation einer V„ 
*161; — Krümmung einer Kurve *120. 
S. auch unter Abbildung. 

konform-ebener Raum *178. 

konform-euklidische V,„ *157,*158f., 
*165; —r Raum *179. 

konformgeodätische Kurven in einer 
Riemannschen Mannigfaltigkeit *129, 
*143; von ihnen gebildete V, *144; 
— Kurvenkongruenz in einer V„ *143. 

Konformkrümmung einer Mannig- 
faltigkeit *177f. 

konform-zusammenhängende Man- 
nigfaltigkeiten von Cartan *120, *181. 

kongruente Verpflanzung einer 
Strecke *172, *174; infinitesimale — 
— *175. 

Kongruenz von Kurven 46, 387; nor- 
male — 573, 580; — von Geraden 
601 ff.; — von Kreisen 572, 604; — von 
Kugeln 577, 604; — zweier Flächen 
394 f.; — um einen Punkt in einer V,„ 
*165; s. auch unter Geradenkongruen- 
zen, Kurvenkongruenzen, Strahlen- 
systeme. 

konische Schmiegungsloxodrome 31; 
— Kurven 349. 

konjugierte, zu Minimalkurven 
Kurven bei sphärischer Abbildung 
382, 107; — Richtungen, Verallgemei- 
nerung des Begriffes für Y, und VYm 
in R„ und V„ *153; — Systeme 111, 
178 ff., Invarianz bei projektiver Ab- 
bildung 380 und Inversion 178, 380; 
dreifach — Systeme 5ö6fl.;, — Sy- 
steme mit unbestimmten Achsenkurven 
*114; desgl. mit —n Achsenkurven 
*114, Verallgemeinerungen für V, und 
Vin R„ und V,„ *153; — Tangenten 
101, 110f£. 

konkave Linie 9. 

Konoide im $, *94. 

Konoidfläche 271. 

Kontingenzwinkel 33, 78. 


Koordinaten, elliptische 368, geodä- 
tische s. dieses; —linien 157 ff. 

korrelative Abwickelbarkeit zweier 
Flächen *117. 

kovariantes Differential eines Tensors 
"133; —e Differentiation *52, *69; —es 
Krümmungsbild einer gewundenen 
Kurve *98. 

Kreis, geodätischer (Darboux) 181. 

Kreisevolventen 196, 204. 

Kreiskongruenzen, normale 572 ff.; 
— und Biegung 580; besondere — 
582. 

Kreispunkt s. Nabelpunkt; —e („ab- 
solute“) *26. 

Kreispunktlinie 113, Flächen mit — 
298. 

Kreissysteme *119. 

Kreisverwandtschaft 367£., *120; s. 
auch Abbildung, konforme. 

Kreiswulst s. Torus. 

Kroneckersches Krümmungsmaß einer 
Penn un 

krumme Linien s. Kurven. 

Krümmung ebener Kurven 29, 31; 
erste — räumlicher Kurven 75; zweite 
— räumlicher Kurven 78, s. Torsion; 
ganze — ebener Kurven 32, einer 
Fläche 98, 121; räumlicher Kurven 
78, ihr Winkel 78; geodätische — 133 
bis 139, nach Beltrami zurückgeführt 
auf den Begriff der geodätischen Linien 
145; mittlere — eines Kurvenbogens 
32, in einem Flächenpunkte 95, 100, 
117; —en einer regulären Kurve im 
R, *84, im S,„ *91, im S, *90; abso- 
lute — einer Fläche im S, *92, einer 
Ym in V„ *155; relative — einer 
Fläche im $, *93f., einey Y„_, in 
Y;n *150, einer Ymin V„ *155; mittlere 
— einer Fläche im $, *93, einer V„-ı 
in Y„ *150, einer VYm in V„ *152; 
erste — einer krummen Linie in V,„ 
*131, *144; Richtungs- und Ortsinva- 
riante der — einer V„ *135 ff.; longi- 


tudinale — einer Y„m in V„ *146; 
transversale — einer V„ in V„ *147; 
erzwungene — einer V„ in V„ *155; 


— einer Kurve in einer geodätischen 

VYm in V„ *164; — einer affin-zusam- 

menhängenden Mannigfaltigkeit *171. 
Krümmungsachse 74. 
Krümmungsaffinor einer Y„ in Vn 





Krümmungsbild — Kugelfunktionen 


*148, *151; Riemann-Christoffelscher — 
s. Krümmungstensor. 

Krümmungsbild.einer ebenen Kurve 
*97; kovariantes — einer gewundenen 
Kurve *98; — einer Fläche *100. 

Krümmungsebene s. Schmiegungs- 
ebene. 

Krümmungsform *69. 

Krümmungsgebiet einer VY„ in V,„ 
”158. 

Krümmungsgebilde einer Y„ in V, 
*154; Verhalten bei konformer Trans- 
formation der Y,„ *154. 

Krümmungsinvarianten einer 
in V„ *156. 

Krümmungskreis ebener Kurven 29f.; 
— räumlicher Kurven 75. 

Krümmungslinien 108ff., 173 ff.; ihre 
Gleichung 112, diskutiert 113 f.; Trans- 
formationen, die sie invariant lassen 
174; besondere — auf Abwickelbaren 
277; — auf Dupinschen Zykliden lau- 
ter Kreise 291; Transformation der — 
174 (in Asymptotenlinien u. a., Inva- 
rianz gegen konforme Abb.); Singu- 
laritäten der — in Nabelpunkten 517; 
Flächen mit isothermen oder sphäri- 


Im 


schen — *118; — einer V,„_, in V, 
*149; — einer geodätischen P,_, in 
V„ *164; — einer V,_, mit lauter 


Nabelpunkten in P,, *165. 
Krümmungsmaß, Gaußsches — einer 
Fläche 99, 121, 171f., 382, *122, *136; 
Casoratisches 172f.; affınes 
einer Fläche *102; Riemannsches — 
einer V„ *122, *128, *135f.; mittleres 
einer Y„ = ÖOrtsinvariante der 
Krümmung der V,„ *137; V„ konstan- 
ten Riemannschen —es *138, *158, *164; 
Kroneckersches — einer V,_, in V, 
*150; V, vom Gaußschen — Null in 
Vn *162; Riemannsches — einer Vo 
mit lauter Nabelpunkten in V,, *165. 
KrümmungsmittelpunktebenerKur- 
ven 29, 30f.; — räumlicher Kurven 75; 
Konstruktion von — 36—40. 
Krümmungsmittelpunktsflächen 
289— 298; deren eine (beide) Schale(n) 
in eine Kurve ausartet (ausarten) 290f.; 
einschalig bei Abwickelbaren 294; 
Geodätische auf — 294; Krümmung 
der Schalen 295f.; Flächen mit (teil- 
weise) vorgeschriebenen — 296 ff.; ist 
die eine Schale Kugel, so ist die an- 
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dere Kegel 297; Tangenten der Scha- 
len ein Normalensystem 298. 

Krümmungsradius ebener Kurven 29, 
30f.; — räumlicher Kurven 75. 


Krümmungsschwerpunkt ebener 
Kurven 33. 
Krümmungsskalar einer V„ *135, 


"143. 

Krümmungstensor, Riemann-Chri- 
stoffelscher — *55, *86, *133 ff, *155; 
Bestimmung einer quadratischen Diffe- 
rentialform aus ihrem — *134; einmal 
verjüngter — *135, *143; zweimal ver- 
Jüngter — = Krümmungsskalar *135, 
*143; orthogonale Koordinaten des — 
*142, #148; — einer geodätischen V, 
in V„ *164; — einer affin-zusammen- 
hängenden Mannigfaltigkeit *171. 

Krümmungstheorie, affine — der 
Flächen *101f.; projektive — der Flä- 
chen *117; Erweiterung der — der 
regulären Kurven mit einem Einheits- 
vektor beliebiger Richtung an Stelle 
des Tangentenvektors *83; — einer 
Riemannschen Mannigfaltigkeit *123, 
*140; — einer Y,_,in V,, *145,*148 ff, 
in S„ *94, *148, *164f., in R, *86f., 
*145, *150, *164f.; — einer Vin V,„ 
(Rn ,57) *145, *150ff., bes. *153f.,*155f., 
*164f. 

Krümmungsvektor einer krummen 
Linie in V„ *130; — einer nicht geo- 
dätischen Kongruenz in V„ *144; ab- 
soluter — einer Kongruenz im V,„ in 
V„ *148, relativer desgl. *148, erzwun- 
gener desgl. = Vektor der erzwun- 
genen Krümmung *148. 

Krümmungswinkel 78. 

Kubatur 68—73. 

kubische Parabel s. Parabel. 

Kugel als einziges Ovaloid konstanter 
mittlerer Krümmung 401 (über Kugel- 
stücke vgl. dagegen 401, 191); beson- 
dere Einteilungen der — 423; infini- 
tesimale Isometrie der — 432; —n als 
Regelflächen (erzeugt durch 00° Mi- 
nimalgeraden) in 0o0* Kurven trans- 


formierbar 499; —n in Orthogonal- 
systemen 566; — = homogener metri- 
scher Raum *176; automorphe Bewe- 
gungen der — im R, *86; affines 
Gegenstück zur Unverbiegbarkeit der 
— im R, *104. 


Kugelfunktionen im AR, *25. 
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Kugelgeometrie *28. 
Kugelkongruenzen 577. 
Kugelkreis *26. 

Kurve auf einer Fläche 165 ff.; — der 
normalen Segmente 171; —n kon- 
stanter Krümmung 237f.; —n kon- 
stanter Windung 239f.; —n mit kon- 
stantem Verhältnis von Krümmung und 
Windung 240; längentreue —n bei 
Abbildung zweier Flächen 360,7; Sy- 
stem konjugierter —n 362. 

—n in der Ebene *81; Differentialgeo- 
metrie gegenüber einer kontinuier- 
lichen Transformationsgruppe *81f.; 
metrische Differentialgeometrie der 
regulären — *83; affine Differential- 
geometrie der — *96; konforme Diffe- 
rentialgeometrie der — *120; nicht- 
euklidische Differentialgeometrie der 
— *90;projektive Differentialgeometrie 
der — *106; — in einer Minimalebene 
*35; im R,: metrische Differentialgeo- 
metrie *33; Äquivalenzproblem gegen- 
über der Bewegungsgruppe *86; affine 
Differentialgeometrie *97; konforme 
Differentialgeometrie *120; projektive 
Differentialgeometrie *107; im R,: 
affine Ditferentialgeometrie *98; me- 
trische Differentialgeometrie *84; pro- 
jektive Differentialgeometrie *108; im 
S,: *90f.; im Sn: *91; — von der kon- 


stanten Torsion + en 


Raum vom Krümmungsmaß 


im elliptischen 


k: 
nicht reguläre — im S, *91; gewun- 
dene —, die eine Gruppe von Affini- 
täten gestatten *98; — mit geraden 
Schwerlinien *97,*98; — mit gemein- 
samen Sehnenmittelflächen *98; —, die 
mit ihrem kovarianten Krümmungs- 
bild zusammenfallen *98; — von Dar- 
boux auf einer Fläche *109f., *116; 
— von Segre desgl. *110; — in Vn 
*129f. 

— dritter Ordnung, ebene, projektiv- 
differentialgeometrische Eigenschaften 
*107; räumliche desgl. *108. 

— vierter Ordnung, projektiv-differen- 
tialgeometrische Eigenschaften *108. 
Kurvenelemente zweiter Ordnung: 
projektive Differentialinvarianten der 
— *108; Kurven- und Flächenelemente 

höherer Ordnung *108. 


*91; 





Kugelgeometrie — Lichtlinie 


Kurvenkongruenzen, orthogonale — 
auf einer Fläche *88; — im R, *89, 
*140; — in V„ *123, *139 ff.; — auf 
der Einheitskugel *140; geodätische — 
*143; konform-geodätische — *143f.;, 
kanonisches Orthogonalsystem von — 
in V„ *144; orthogonaler Komplex 
einer K. in V, *144f.; Untersuchungen 
von Guichard über — in R,„ *158. 

Kurvennetze, projektive Differential- 
geometrie der — *114; — mit glei- 
chen Laplace-Darbouxschen Invarian- 
ten *114f.; ebene — von der Periode 3 
bei Laplacescher Transformation *114; 
— im R„ (Untersuchungen von Gui- 
chard) *158. 

Kurvenscharen s. auch Schar; Be- 
rührungs- und Schnittbedingungen 
490 ff.; Ordnen von — 493f. 


L 


L-Linien (geschlossene Geodätische) 
529; — auf Ovaloiden 535 ff. 

Laguerresche Transformationen, 
eigentliche — der Ebene *121. 

Lamellen 439. 

Lame&sche Differentialparameter 
549. 

Lam&sche Scharen (familles) 545, 9; 
— von Gesimsflächen 566; — von 
Flächen 2. Ordnung 567; — aus (iso- 
metrischen 587) Flächen konstanter 
Krümmung 586; — von Zykliden 568, 
— von Rotationsflächen 569; — aus 
kongruenten Flächen 591 ff.; —, wo 
nur die sphärischen Bilder der Flä- 
chen kongruent 595 (spez. E-Systeme). 

Länge einer Linie 20; — nach Min- 
kowski 21; — nach E. Schmidt 21f.; 
analytischer Ausdruck 22. . 

Längenelement s. ds”. 

Laplacescher Differentialausdruck *64, 
*67; — sche Transformierte einer Ge- 
radenkongruenz *114. 

Leitebene 271; —kegel einer Linien- 
fläche 270, 403; —kongruenzen von 
Wilezynski (in der projektiven Flä- 
chentheorie) *112; ihr Ersatz beiRegel- 
flächen *110; —kurven von Wilezyn- 
ski *112, *117; —linien von Wilezyuski 
*118. 

Lelieuvre, Formeln von — 130; Glei- 
chungen von — *102. 

Lichtlinie 179. 


Liesche F, — Minimalflächen 


Liesche F, eines Flächenpunktes *102, 
*103, *109; — Geradenkugeltransfor- 
mation 472 ff.; — Punktgeradentrans- 
formation 456; — Transformation von 
Flächen negativer konstanter Krüm- 
mung 417. 

lignes d’osculation quadrique 
Kurven von Darboux *110. 

lineare Gruppe *27f.; — Mannigfaltig- 
keiten *171; — Übertragungen von 
Schouten *180. 

Linearität im Unendlichkleinen 359, 6. 

Linie, analytische Darstellung 4; ebene 


— 5; krumme — 7; konkave (kon- 
vexe) 9. 

Linien, geodätische 139—153, s. Geo- 
dätische; isometrische — 153; iso- 
therme 153 ff. 


Linienelements. ds?; —fläche s. Regel- 
flächen ; — komplexe, proj. Invarianten 
linearer — *45; —kongruenz s. Strah- 
lensystem; —schar 46. 

Liouvillesche Flächen s. Flächen mit 
Liouvilleschem ds?; Satz von — 370, 
545, 5583, 

Lissajoussche Kurven 535. 

longitudinale Krümmung einer V,„ 
in V„ *146; —r Flächenwirbel *147. 

Lösung der Gleichung da’--dy?= ds? 
u. ähnl. 25—28; singuläre — einer 
Differentialgleichung vgl. Enveloppe. 

Loxodromen 247 ff. 


M 


Mainardische Gleichungen s. Codazzi- 
sche Gleichungen. 

Mannigfaltigkeit *79f.; n-fach aus- 
gedehnte — *126,*169f.; —en mit einer 
durch ein beliebiges reguläres Varia- 
tionsproblem bewirkten Maßbestim- 
mung *84, *127; —, in der die geo- 
dätischen Linien durch lineare Glei- 
chungen dargestellt werden können 
*130; allgemeine zweidimensionale —, 
die eine Bewegungsgruppe zulassen 
*159; mehrdimensionale — im affın- 
zusammenhängenden Raum *169; — im 
euklidisch-affinen Raum *169; kon- 
forme und projektive Auffassung der 
—en *176ff.; — von Cartan *180f.; 
— von Wirtinger *181; affin-zusam- 
mephängende — s. unter affin-zusam- 
menhängend; Riemannsche — s. unter 
V„und Ynin V.. 
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Mannigfaltigkeitslehre: allgemeine 
lineare — von König *169; Einord- 
nung der affinen und metrischen Flä- 
chentheorie in die — *99. 

Maßbestimmung *171f.,*174; s. auch 
Raummetrik. 

Maßzahl einer Strecke *172. 

Matrizenkalkül *16. 

Metrik = Maßbestimmung, s. 
Raummetrik. 

Mayersches Problem 459. 

mehrfacher Punkt ebener Kurven 42. 

Meridiankurve 183. 

Merkatorprojektion 367. 

metrische Differentialgeometrie *83 ff.; 
desgl. der Kurven *83; desgl. der 
Mannigfaltigkeiten von zwei und mehr 
Dimensionen *86; desgl. der nicht- 
zylindrischen Strahlensysteme im R, 
*87; desgl. der Komplexe im R, *89; 
desgl. der nicht geradlinigen Kurven- 
kongruenzen im R, *89; — Dualität 
der $, *89; Reste derselben in der 
metrischen Differentialgeometrie *89; 
—r Raum von Weyl *171; Kurven- 
theorie in ihm *131, *173; seine kon- 
forme Beschaffenheit *178; —r Zu- 
sammenhang *171£.,*174f.; bestimmt 
den affıinen *175. 

—-euklidischer Raum *173. 

—-zusammenhängende Mannigfal- 
tigkeit (Cartan) *181. 

Meusnier, Satz von 93, 108. 

Mindingsche Invarianten 393; —sches 
Problem der isometr. Abb. zweier 
Flächen 389 ff. 

Minimalebene: 
einer — *85. 

Minimalflächen 307—333; Geschicht- 
liches, Definition 308; assoziierte — 
317ff., 411; geradlinige = Schrauben- 
flächen 309, 322; imaginäre — 353; 
konjugierte — 411; Rotations— —= (a- 
tenoid 309, 322; — von Scherk 309, 
Enneper 310, 322, Catalan 310; Dar- 
stellungen 306, 310—314 [von Wein- 
garten 306, 310, Enneper 311, Weier- 
straßB 311ff., Riemann 313 ff., Peter- 
son 314, Beltrami 314f.]; — bei ge- 
gebener Begrenzung 315ff.; Familie 
von — 319; — durch einen gegebenen 
analytischen Streifen 320ff.; Sym- 
metrieachsen und -ebenen 321; — mit 
vorgegebener Geodätischen oder Asym- 


auch 


krumme Linien in 
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Minimalgeraden — normale 


ptotenlinie 321; — mit einem System | Mongesche Gleichung(en), (System von) 


sphär. Krümmungslinien 322; zugleich 
Schrauben- oder Spiralflächen 322f.; 
— mit einer Schar von Kegelschnitten 
323f.; — von Lie 334 ff; Doppelfläche 
325 f., einseitige — 326f.; Klasse einer 
algebraischen — 327; Herleitung neuer 
— aus bekannten durch Goursat 327f.; 
— einer Abwickelbaren eingeschrieben 
328 ff.; Beziehungen zu Strahlensyste- 
men (Ribaucour) 330ff.; zusammen- 
gesetzte — 332; — der ersten par- 
tiellen Ableitungen einer Potential- 
funktion 332f.; — und Flächen mit 
Liouvilleschem ds? 332; ihre Parallel- 
flächen 333; — mit 00 vielen Trans- 
lationserzeugungen' 353; — mit Iso- 
metrien in sich 394; sphärische Ab- 
bildung der — 382; konforme Ab- 
bildung der — 384f.; Enveloppe der 
Mittelebenen eines isotropen Strahlen- 
systems 386; zu Rotations- und Trans- 
lationsflächen isometrische — 410f.; 
— als isometrische Gruppe 423; Mo- 
delle 439; — im S, *93. 
Minimalgeraden 24f. 
Minimalkurven 24f., 154, 254 ff., 325, 
*85; integrallose Parameterdarstellung 
25ff.; Goursatsche Transformation 
327f.; Tangentenflächen der — 353; 
Verallgemeinerung der Tangentenflä- 
chen von — in R„. *168; Verhalten 
bei Abbildung zweier Flächen 360f. 
Minimal-Y„ in V„ *166. 
Minkowski-Böhmersches Krüm- 
mungsbild einer ebenen Kurve *97. 
MittelflächeeinesStrahlensystems386. 
Mittelpunkt einer Erzeugenden einer 
Linienfläche 272. 
mittlere Krümmung eines Kurven- 
bogens 32; einer Fläche 95, 100, desgl. 
im S, *93; einer V„_, in V,„ "160; 
einer Y„ in V„ *152; V„_, Konstan- 
ter —r — in V, *166. i 
— Affinkrümmung einer Fläche *102. 
Modelle, geometrische und mechani- 
sche, zur Abbildung von Flächen 437 
bis 440; — für: Biegung und Defor- 
mation 437, konforme Abbildung, La- 
mellen 439, Liouvillesche Flächen 439, 
Minimalflächen 439, Netze 439. 
Moment zweier unendlich benachbarten 
Geraden eines Strahlensystems im Z, 
37. 





457, 459, 461; —-Amperesche Glei- 
chung 487, als Schnittbedingungen 
490 #.; —sche Kegel 457; —sche Plan- 
kurven 457. 

moulure, surface — 298, generale 296. 


N 

n-Bein *84; begleitendes — einer regu- 
lären Kurve im R,„ *84, einer Kurve 
in V„ *131; Haupt-n-Bein einer V, 
*189, 

Nabelpunkt 94, 113; — einer Y„ in 
Vn "155; Vm in V„ mit lauter —en 
*165. 

Natürliche Geometrie *81,*86, *88,*91, 
*92, *145; — einer Fläche 96, ebener 
Kurven 34f., räumlicher Kurven 84 ff.; 
— Gleichung einer ebenen Kurve ge- 
genüber einer kontinuierlichen Trans- 
formationsgruppe *82, Affin- 
gleichung einer ebenen Kurve *96; 
— Affingleichungen einer gewundenen 
Kurve *97; — Kurven in einer V„ *129; 
—r Parameter einer Kurve gegenüber 
einer kontinuierlichen Transforma- 
tionsgruppe *82, einer krummen Mi- 
nimallinie gegenüber der Bewegungs- 
gruppe *85, einer Kurve im R,„ gegen- 
über der Gruppe der inhaltstreuen 
Affinitäten *95, einer ebenen Kurve 
gegenüber den nicht-singulären Kol- 
lineationen der Ebene *106; einer 
Kurve im R, gegenüber den nicht- 
singuläreun Kollineationen des R, *107; 
s. auch unter Bogen u. Bogenelement. 

Netze 439, 601ff.; — von Kurven 46; 
Punktnetz 601. R 

Nichteuklidische Geometrie, synthe- 
tisch behandelt 476; — Differential- 
geometrie *89 ff., der Kurven *90 ff., der 
geradlinigen Flächen *91, der Mannig- 
faltigkeiten von zwei und mehr Di- 
mensionen *92; — Mannigfaltigkeiten 
als V„ konstanten Riemannschen 
Krümmungsmaßes *138; — Mannig- 
faltigkeiten S„ *138, *158, *164; s. 
auch Y„ in V„ und V,. 

Niveaulinien 141, 183. 

na@ud — Knotenpunkt 505. 

Normale Definition 8; „Normale“ von 
lin A =|yVi-+y)*| 9, Formeln 
11f.; — der mittleren Krümmung einer 





Normalebene 

V„in V,„*152; — einer V,, in V, 
*146; — einer V,„_, in V, *149. 

Normalebene, Definition 8, Formeln 
11f.; — einer regulären Kurve im S$, 
”91, 

Normalen eines Flächenelementes 96f. 

Normalenkongruenz 386, von Ri- 
baucour 414, 257; —en *140, *143; geo- 
dätische —en *143. 

Normalensystem 115f. 

Normalform der Grundform einer V, 
"156. 

„Normalie*“ 118. 

Normalkoordinaten in einer Y, "54, 
*70, *136; Verallgemeinerung für 
affin-zusammenhängende Mannigfal- 
tigkeiten *180; s. geodätische Koord. 

Normalkrümmung einer Flächen- 
kurve 118. 

Normalraum einer V„ in V,„ *146, 

Normalräume von Bianchi *163, 

Normalschnitt 93. 

normierte Koordinaten der Punkte 
einer ebenen Kurve in bezug auf die 
projektive Gruppe der Ebene *106; 
— der Punkte einer Fläche in bezug 
auf die projektive Gruppe des Raumes 
#116. 

Nullkurven s. Minimalkurven. 

Nullinien in einer Riemannschen 
Mannigfaltigkeit *129 

Nullrichtungen in einem metrischen 
Raum *178. 


0 

Ordnung einer Differentialinvariante 
”34. 

orthogonale Invarianten *22; —r Kom- 
plex einer Kurvenkongruenz in 1 
*144f.; — Koordinaten eines Tensors 
in V„ *141; Methode der —n Kurven- 
kongruenzen *88, s. a. Orthogonal- 
systeme. 

Orthogonalflächen einer zweipara- 
metrigen Linienschar 55; — einer ein- 
parametrigen Flächenschar 56. 

Orthogonalsystem aus Kreisen auf 
einer Kugel 299; —e von Kurvenkon- 
gruenzen in V„ *123, *139 ff., *148; 
desgl. im R, mit konstanten Rota- 
tionskoeffizienten *140; desgl. kano- 
nische in V, "144; —e von Normalen- 
kongruenzen in V,, *140 ff.; —e, drei- 
fache: 58, 414,257, 541—606, *119, 


— Paraboloid 199 
desgl. im S, *94, besondere 565—572, 
isothermer Flächenscharen 58, Par- 
alleltransformation 554ff., Schnittkur- 
ven 547, deren Krümmungen 550; aus 
Flächen 2. Ordnung 567; aus Zykliden 
568, zyklische 583, „parallele“ 554; 
mit Flächen konstanter Krümmung: 
von Bianchi 586 ff., spez. von Wein- 
garten 587; mit einer Gruppe von 
Paralleltransformationen: E- Systeme 
595; —e von Guichard 597; — und 
Kinematik 591—598 ; —e, n-fache 598, 
in R,„ und $, *158, in P, *140, *157f.; 
—e, vollständige s. n-fache. 

Orthogonaltrajektorien konzentri- 
scher Ellipsen und Hyperbeln, kon- 
gruenter Parabeln 214; s. auch Tra- 
Jektorie. 

Ortsinvariante der Krümmung einer 
V„ *135, *137; V,, mit konstanter — 
der Krümmung *166. 

osculating quadric = Liesche 7,1083 
— ruled surfaces — Asymptotische 
Regelflächen *109. 

OÖskulation 19. 

Oskulationsebene s. Schmiegungs- 
ebene; —kreis einer ebenen Kurye 
29f., einer räumlichen Kurve 75; 
—transformation 489, 

oskulierende Kugel s. Schmiegungs- 
kugel; — Parabel einer ebenen Kurve 
*96; —r Kegelschnitt desgl.*96; — O, 
und (, desgl. *96, *106; — W-Kurve 
desgl. *107; — Flächen 2, Ordnung 
einer Fläche *102, einer gewundenen 
Kurve *108; — W-Kurve desgl. *108; 
—r linearer Komplex desgl. *108; —s 
Hyperboloid einer Regelfläche »177: 
— Regelschar erster und zweiter Art 
*111: 

Ovaloid 401; (geschlossene 535 ff.) Geo- 
dätische auf —en 531 ff. 





2 


panalgebraische Kurven 513. 

Parabel, Differentialgleichung *96; 
oskulierende — einer ebenen Kurve 
*96; Differentialgleichungen der kubi- 
schen — *98, 

parabolisch gekrümmte ebene Kurven 
*96; —e Kreise *85; —er Punkt einer 
Fläche 100. 

Paraboloid der acht Geraden 295. 
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paraboloidische Flächen = Affin- 
minimalflächen *103. 

parallele Linien, ebene 8, räumliche 
88; — Flächen 8. 

Parallelen, geodätische 144. 

Parallelismus von Levi-Civita in einer 
V„ "125, *131ff., *140; Differential- 
gleichungen *132; Fundamentaleigen- 
schaften *132; — von Severi in einer 

V,„ *132; Anwendungen in der Flä- 
chentheorie *133; Verschiedene Arten 
der Einführung *170,*179; Abbildung 
zweier V,„ mit Erhaltung des — *162; 
Verallgemeinerungen des — *179 ff.; 
s. a. Parallelverschiebung. 

Parallelitätswinkel auf pseudosphä- 
rischen Flächen 339. 

Parallelkurve 183. 

Parallelogrammoid *136. 

Paralleltransformation von Ortho- 
gonalsystemen 554. 

Parallelübertragung s. Parallelver- 
schiebung. 

Parallelverschiebung in einer V„ 
*131ff., *146, *170; nicht-lineare — 
von Rainich *181; Erweiterung der 
Weylschen — auf Doppelmannigfaltig- 
keiten *181; s. auch Parallelismus. 

Parameter einer Schraubenfläche 281; 
symmetrische — einer Fläche 153; 
thermometrischer — 155. 

Parameterkrümmung (Voss) 179. 

Parameterlinien bei der Flächen- 
bestimmung durch Gauß 115, 157 ff. 

partielleDifferentialgleichungen 
einer Fläche 91. 

Pascalsche Differentialausdrücke *41, 
#46, 49, *61 ff. 

Peterson, Satz von — über die Exi- 
stenz eines Systems konjugierter Kur- 
ven 362. 

Pfaffsche Ausdrücke *44 ; — Aggregate 
*45; — Gleichungen als Schnittbe- 
dingungen 490 ff.; Systeme —r Glei- 
chungen 495f. ö 

planarer Punkt einer VY„ in Vu 154: 
V, mit lauter planaren Punkten in 
R,„ *166. 

Planevolute 88, s. Polkurve. 

Planevolvente 88. 

Polaren bedingungen *5. 

Polarfläche 87; s. Evolutenfläche; —- 
formen von Differentialausdrücken 
*63; — koordinaten, geodätische 142; 


paraboloidisch — projektiv-ebene 


— kreise 142; —linie s. Krümmungs- 
achse; —normale 9; —radien 142; 
—subnormale 10; —subtangente 10; 
—tangente 9. 

Polbahn 188. 

Polkurve 80, 188, s. Planevolute. 

Polsystem Maxwells *84. 

Polyeder, Geodätische auf —n 537 ff.; 
— und Flächenverbiegung 437, 440. 

Potentialbewegung auf Flächen 
531ff. 

Projektion, stereographische 367; Mer- 
kator— 367. 

projektive Abbildung s. Abbildung; 
— Abänderung des affinen Zusammen- 
hanges *177; — Abwickelbarkeit der 
Geradenkongruenzen *118; — Auffas- 
sung der n-dimensionalen Mannig- 
faltigkeiten *176f.; — Beschaffenheit 
einesaffinzusammenhängendenRaumes 
*176; — Deformierbarkeit zweier Flä- 
chen *117, zweier Geradenkomplexe 
*118, der Geradenkongruenzen *118; 
— Differentialgeometrie der Kurven in 
der Ebene *105, der rationalen (, *106, 
der Kurven im Raume *107; Zusam- 
menhänge mit der metrischen Diffe- 
rentialgeometrieder Raumkurven*107; 
der Flächen im R, *109ff.; der nicht 
abwickelbaren Regelflächen *110, der 
nicht geradlinigen Flächen *111, *115; 
Zusammenhänge mit der metrischen 
Differentialgeometrie der Flächen *113; 
des Flächenelementes 3. und 4. Ord- 
nung *113; der Geradenkongruenzen 
im R, *113, *118; der Kurvenscharen 
und -netze in der Ebene *114, der 
konjugierten Kurvennetze auf einer 
krummen Fläche *114f., der Hyper- 
flächen im R,„ *118, der m-dimensio- 
nalen Mannigfaltigkeiten im R,*118, 
der Flächen im R, *118, der Geraden- 
komplexe im R, *118, der W-Kon- 
gruenzen *118; — Grundformen einer 
Fläche *116, *117; — Gruppe des li- 
nearen Komplexes *121; — Invarian- 
ten von Linearformen *9; —s Linien- 
element einer Fläche *117. 

Projektivbogen einer ebenen Kurve 
*106; — einer gewundenen Kurve *107. 

projektiv-deformierbare Flächen 
"EL. 

projektiv-ebene 
2171, 


Mannigfaltigkeit 





projektiv-euklidische — Riemannsches Krümmungsmaß 


projektiv-euklidische Mannigfaltig- 
keit *177. 
projektiv-kovariante Kurven einer 
ebenen Kurve *106. 
Projektivkrümmung einer ebenen 
Kurve *107; — einer affin-zusammen- 
hängenden Mannigfaltigkeit *177. 
Projektivnormale *112, *116, *117. 
„Prozesse“ *38. 
pseudonormal s. 
*112. 
pseudosphärisch s. 
stanter Krümmung. 
Puiseuxscher Satz 43. 
Punkt, gewöhnlicher — einer Linie 5f.; 
— einer Fläche 6; singulärer — einer 
Linie (Fläche) 6£.; — sphärischer 
Krümmung s. Nabelpunkt. 
Punktgeradentransformation 456. 
Punktsystem 608. 
Punkttransformationen, infinitesi- 
male, mit invariantem Pfaffschen Aus- 
druck 465. 
Pythagoreischer Satz, verallgemei- 
nerter *127; Einzigartigkeit der —en 
Maßbestimmung *176. 


Q 
Quadratur 59—64. 
Quasiasymptotenlinien *153. 
Quasibewegungen *121. 


Projektivnormale 


Flächen kon- 


R 


radial auf eine Fläche bezogene Ge- 
radenkongruenz *112; —e Vereini- 
gungskurven *112, 

Räume konstanten Krümmungsmaßes 


= 
Rauminhalt s. Volumen. 
Raummetrik, gruppentheoretische 
Auffassung der — *174; konforme Ab- 
änderung der — *178; Bestimmung 


der — durch die projektive und kon- 
forme Beschaffenheit *179; Einbau in 
die affin-zusammenhängende Mannig- 
faltigkeit *171 ff., *179. 

Reduktionssatz für Differentialinva- 
rianten *58. 

reduzierte Hauptkrümmungsradien 
einer Fläche im $, *93; — Länge 
eines geodätischen Kurvenbogens 146. 

Regelflächen 270—278; nicht ab- 
wickelbare — 271—275; — mit be- 
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sonderen Asymptotenlinien 274; — mit 
besonderen Krümmungslinien 275; 
— des elliptischen Raumes, Theorie 
von Blaschke *91; — im S, *94; affine 
Theorie der — *102f.; — mit Richt- 
ebene *103; —, die mit einer ge- 
wundenen Kurve projektiv-invariant 
verknüpft sind *108; — mit zusam- 
menfallenden Wendeknoten auf jeder 
Erzeugenden *110; —, deren Wende- 
knotenkurve zwei ebene Zweige hat 
*110; projektive Theorie der — *110; 
sukzessive Wendeknotenflächen einer 
— *110; Paare von —, deren Er- 
zeugende umkehrbar eindeutig auf- 
einander bezogen sind *110; — einer 
Geradenkongruenz (projektive Eigen- 
schaften) *114; — in R,„ *169. 

reguläre Kurven im R, *83, im R, 
*84, im S, *90, im S, *91. 

reine Infinitesimalgeometrie *133, 
Aufbau nach Weyl *169. 

rektifizierende Ebene, Gerade 76; 
— Ebene einer regulären Kurve im 
(a 

relative Krümmung einer V,_, in V, 
*150, einer V„ in V„ *155; —r Krüm- 
mungsvektor einer Kurvenkongruenz 
in Ym in V„ *148. 

Resultante binärer Formen *6. 

Reziprokanten, reine *98; —theorie 
von Sylvester und Elliot *105. 

reziproke Geraden in bezug auf eine 
Fläche *112. 

— Radien, Transformationen durch —; 
Invarianten *28. 

Rhodoneen 200. 

Ribaucour, Sätze von — 137, 178; 
überdie Krümmungsmittelpunktsfläche 
295; Strahlensysteme und Minimal- 
flächen 330ff.; über Normalflächen 
414; —sche Kurven 225; —sche Trans- 
formationen der n-fachen Orthogonal- 
systeme in R„ und $,„ *158. 

Ricei-Kalkül= absoluter Differential- 
kalkül. 

Richtungsinvariante der Krümmung 
einer V„ *135, *136, *138. 

Richtungskegel s. Leitkegel. 

Richtungskrümmung *173. 

Riemann-Christoffelscher Krüm- 
mungstensor s. Krümmungstensor. 

Riemannsches Krümmungsmaß s. 
Krümmungsmaß. 
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Riemannsche Mannigfaltigkeiten 
s. unter V„ und Ym in Vn. 

— Normalkoordinaten s. Normalkoordi- 
naten. r 

Rn = n-dimensionale Euklidische 
(„ebene“) Mannigfaltigkeit *77; s. auch 
VYm in V„ und V,. 

Rodrigues, Satz von — 110. 

Röhrenfläche s. Kanalfläche; —schrau- 
benfläche 282. 

Rollkurven 188, (480). 

Rotation (curl) *43. 

Rotationsachse einerFlächenrichtung 
in einer V, *133. 

Rotationsflächen 281; Biegung der 
— 405£., desgl.in Minimalflächen411f.; 
— konstanter Krümmung 413; zu — 
isometrische Flächen 405, 421 f., 426; 
— der Evolute der Kettenlinie als 
Typus einer isometrischen Gruppe 423; 
in R..2169, 

Rotationskoeffizienten einer Kur- 
venkongruenz in V„ *142; Kurven- 
kongruenzen mit konstanten — *139, 
*140. 

Rotationsparaboloid als Typus einer 
isometrischen Gruppe 423f. 

Rückkehrkante s. Gratlinie. 

Rückkehrpunkte ebener Kurven 41. 

Ruhtangente=Wendeknotentangente. 


Ss 


Sattelpunkt 505. 

5, = n-dimensionale nichteuklidische 
Mannigfaltigkeit *77; Geschichtliches 
*123;, Zusammenhangsverhältnisse im 
Großen *124; Eigenschaften *138, *158, 
*164; Gleichungen der geodätischen 
Linien in $, *130; $„. in 8, vom 
gleichen Krümmungsmaß *167. S. auch 
unter: nichteuklidisch und unter: V,. 
in 7. 

Satz von Beez *87, *167;, Sätze von 
Beltrami und Enneper über Asym- 
ptotenlinien (Verallgemeinerung auf 
die Quasiasymptotenlinien) *153; — 
von Darboux über dreifache Orthogo- 
nalsysteme *157; Verallgemeinerung 
auf V„ *157,;, Sätze von Euler und 
Meusnier (Verallgemeinerung für V,_, 
und Y„ in V„) *155; — von Malus- 
Dupin (Verallgemeinerungen für V,) 
*140; — von Schur *138; verallge- 
meinerter Pythagoreischer — *127; 





Riemannsche Mannigfaltigkeiten — Simplex \ 


— von der Einzigartigkeit der pytha- 
goreischen Maßbestimmung *176. 

Savarysche Gleichung 36. 

Schar 46, s. auch Kurvenscharen; li- 
neare — Geodätischer 351. 

Schattenlinie 179. 

Scheitel einer Linie 30. 

Scheringsche Transformationen der 
kanonischen Gleichungen 454. 

Schiebungsinvarianten *22. 

Schmieg-, s. oskulierend. 

Schmiegung s. Windung. 

Schmieg(ungs)ebene 75; — einer re- 
gulären Kurve im $, *91. 

— kreis 75. 

—kugel 80. 

—loxodrome, konische 81. 

—schraubenlinie 80. 

— winkel 78. 

Schnabelspitze 41. \ 

SchnittbedingungenfürKurveneiner 
Schar 490 ff. 

Schraubenflächen 281—284, gewöhn- 
liche (flachgängige) 282; —, deren er- 
zeugende Kurve besondere Flächen- 
kurve bleibt 284; ihre Normalen ge- 
hören zu einem linearen Kowplex 
(charakteristisch) 284; — sind zu Ro- 
tationsflächen isometrisch 406; — kon- 
stanter Krümmung 413; ÖOrthogonal- 
system von 414, 257. 

Schraubenlinien, allgemeine 240 ff.; 
singuläre ebene gemeine *85. 

Schwarzsche Derivierte (377); —sche 
Kette (Begrenzung einer Minimal- 
fläche) 817. 

Schwerlinie einer ebenen Kurve *97; 
— einer räumlichen Kurve *98. 

scorrimento *160. «' 

Segre, Tangenten und Kurven von — 
>110: 

Sehnenmittelfläche einerräumlichen 
Kurve *98. 

Sehnenpolygon 20. 

Seitenkrümmung (Gauß) s. Krüm- 
mung, geodätische; — (courbure in- 
clinee, Aoust) 169. 

Semiinvarianten *21f., *98. 

Serretsche Flächen im $, *94. 

sextaktische Punkte einer ebenen 
Kurve *96, Mindestzahl bei einer Ei- 
linie *96. 

Simplex, begleitendes — einer regu- 
lären Kurve im $„ *92. 


N 


singuläre Lösungen 


singuläre Lösungen von f(a,y,y') 
—= 0 522. 

— Punkte bei Differentialgleichungen 
1. Ordnung 1. Grades 507 ff.; höheren 
Grades 513 ff.; Anzahlbeziehungen 
517 ff.; Grenzzyklen 519 ff. 

Sinusspiralen 216. 

Situs-Mannigfaltigkeit *169f. 

Skalar der mittleren Krümmung einer 
V„-ı in V,„ *150; desgl. einer V„ in 
V *152. 

Soma 591. 

Somenmannigfaltigkeiten, 
guläre *121. 

Somentransformationen, eigent- 
lich-orthogonale *121. 

spatialer Punkt einer Y„ in V„*154; 
V, mit sp. Punkten in V,„ *166. 

Speertransformationen, 
longe 477. 

spezifische@leichung einer Kurve 
86. 

sphärisches Bild 119f. 

sphärische Indikatrix 77. 

Spiralen, logarithmische 203, 210 ff. 

Spiralflächen 287ff., (351); 
Kurven auf ihnen 289; Unterscheidung 
von Rotationsflächen 405, 219. 

Spiraltransformation, inf. des 
Raumes 288. 

Spitze, erster, zweiter Art, ebener 
Kurven 41. 

statische Form des Bogenelementes 
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit 
*128f., *139. 

Steigung einer Linie 9. 

Steilheit 506. 

Steinersche Fläche, in 4. Ordnung 
berührende — einer Fläche *110. 

Stokesscher Integralsatz, Erweiterung 
auf R, und V, *128. 

Strahl im hyperbolischen Raum *95; 
— eines Flächenpunktes in bezug auf 
ein konjugiertes Netz *114. 

Strahlenkomplexe,‚metrische Diffe- 
rentialgeometrie der — *89. 


re- 


äqui- | 


Strahlensysteme385ff.; isotrope —. 
386; pseudosphärische — 342, 418; zy- | 


klische — 387, 575; — und Minimal- 
flächen (Ribaucour) 330ff.; — und Ab- 
bildungsprinzipe bei Flächen 364,417f.; 
— aus Asymptotenlinien 386 ; harmo- 
nische Normalenkongruenz 386; — von 
Guichard, Ribaucour, Weingarten 387; 


bes. | 


— Tangentialraum 203 
metrische Differentialgeometrie der 
nicht-zylindrischen — im R, *87, *114, 
*140; — im S, "95; pseudosphärische 
— im 5, *95; affine Differentialgeo- 
metrie der — *104; projektive Diffe- 
rentialgeometrie der — *113f. S. auch: 
Geradenkongruenzen, Normalensystem, 
W-Kongruenzen. 

Strahlkongruenz *114. 

Strahlkurven *114. 

Strecke *172. 

Streckenkrümmung *173. 

Streifen, analytischer 320, s. charak- 
teristischer Streifen. 

Striktionslinie, Verallgemeinerun- 
gen anf V„ in V„ *153; s. Gratlinie. 

Strudelpunkt (foyer) 507. 

Stufenzahl *39. 

Subnormale, Subtangente 9. 


|superficie ® von Segre = V, mit 


lauter planaren Punkten in R,„ *166. 
symbolische Invarianten und chemi- 
sche Formeln *4,5; — Methoden *15, 
bei quadratischen Differentialformen 
+124. 
synthetische Behandlung der nicht- 
euklidischen Geometrien 476. 


Systeme, vollständige *13; s. auch 
Formensysteme. 
ib 
|Talweg 506, 539. 
‚Tangente einer Linie 7; — einer 


Fläche 10; Konstruktion 12ff.; „Tan- 
gente“ von !in D, -/% Vı-+ yı*| 9; 
0 





Formeln 11 f.; — einer regulären Kurve 

. Im 5, *91; —n von Darboux auf einer 
Fläche *110; —n von Segre desgl. 
*110, Verallgemeinerung für Hyper- 
flächen *110. 

Tangentenebene einer Linie 7; — 
einer Fläche 10; Formeln 11f. 

Tangenteneinheitsvektor einer 
regulären Kurve im R,„ *84. 

Tangentenflächen der Minimal- 
kurven 352. 

Tangentenvektor einer gewunde- 
nen Kurve bei der Gruppe der inhalts- 
treuen Affinitäten *98. 

tangentes d’osculation quadrique 
Tangenten von Darboux *110. 

Tangentialraum einer V„ in V, 
*146, *149. 
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Tensor *25,*38 ff.;, —algebra *25, *41; 
— analysis *43; Bezeichnungen für 
— 2. Stufe *25. 

ternäre Formen, Allgemeines *8, 
Spezielles *9. 

tetraedrale Flächen 410. 

tetraedral-symmetrische 
ven, Flächen 222, 258. 

thermometrischer Parameter 57. 

Tiefpunkt 505. 

Tissot, Satz von — über Hauptkurven 
360. 

Topographische Kurven 504fi. 

Torsion 76f., 78; —, geodätische 
166; — einer regulären Kurve im S; 
*90; Kurven von der konstanten — 


Kur- 


+ + im elliptischen Raum vom Krüm- 


1 . : 
n *91; — einer Yin Pn 


mungsmaß 
+147. 

Torsionsbogen, —winkel 78, —radius 
79. 

Torus als Dupinsche Zyklide 291; sin- 
gularitätenfreies Kurvensystem auf 
dem —, definiert durch eine Differen- 
tialgleichung 1. Ordnung 1. Grades 
519. 

(total)geodätische Vn ın Vy,"8 
unter Y„ in Vn- 

Totalkrümmung =. 
ganze. 

Trajektorie, isogonale (orthogonale 
54) — einer Linienschar 53f., s. auch 
Orthogonaltrajektorien; orthogonale 
— einer Flächenschar 55. 

Traktrix 45, 228ff; ihre Rotations- 
fläche 336; verkürzte oder verlängerte 
— 340. 

Transformation, allgemeinste, einer 
partiellen Differentialgleichung 1. Ord- 
nung 444 ff.; unvollständige (Bäck- 
lund) 486 ff.;, —en, infinitesimale, als 
duales Gegenstück zu einem Pfaff- 
schen Ausdruck *46. ; 

Transformationsgruppe, konti- 
nuierliche projektive automorphe — 
von Flächen 380; von Kurven s. W- 
Kurven; —n, endliche kontinuierliche 
*73 ff., insb. *78 ff. 

Transformationstheorie der Flä- 
chen 414, 420—426: konstanter posi- 
tiver [negativer] Krümmung 344, 418 ff. 
[341#., 414ff]; Bianchi 415, 419f., 


Krümmung, 





Tensor — Vektorkrümmung 


Bäcklund 416f., Beltrami 419, Dar- 
boux 417f., 426, Guichard 419, 426, 
Hazzidakis 418, Lie 417; — der Flä- 
chen 2. Ordnung und der Flächen 
konstanter Krümmung im S$, *94. 

Translation in einer V„ *160. 

Translationsflächen 284ff.; — in 
mehrfacher Weise 286f., 380, Mini- 
malfläche 324f., ihre erzeugenden 
Kurven bilden ein „Gewebe“ (s. Be- 
kleidung) 383; Biegung von — 409f., 
in Minimalflächen 411; affine Theorie 
der — *103; — in V„ *166. 

Translationssysteme 560. 

transzendente Kurven 186; beson- 
dere — s. das Verzeichnis p. 266 ff. 

triangulär-symmetrische Kurven 
222. 

transversale Krümmung einer V„ in 
V„ *147; —r Flächenwirbel *147. 

Trieder, Methode des beweglichen —s 
*86, n-dimensional *140; begleitendes 
— s. unter Dreibein. 

Trochoiden 188ff., Erzeugungsarten 
192 ff., Einteilung 194. 

Typus der Verbindungslinie zweier 
Flächenpunkte 140. 


U 


Überschiebungen *5. 
Übertragung, lineare, von Schouten 
*180: s. auch Parallelverschiebung. 
Übertragungsprinzip, liniengeome- 

trisches *84, *91, *95. 
Umbilikalvektoreiner Y„in V„ *154. 
Umhüllungsfläche (—linie) s. Enve- 

loppe; —transformationen s. Berüh- 

rungstransformationen 455. 
union curves — axiale Vereinigungs- 

kurven *112. 


Y 


Variationsprobleme, invariante *71. 

Variationsrechnung, formale, und 
Differentialinvarianten *68 ff. 

Vektor *25, *39; —algebra *25; — der 
erzwungenen Krümmung *148, *155; 
— der mittleren Krümmung einer V,„_, 
in V„ *150; — der mittleren Krüm- 
mung einer VY„ in V„ *152, *166. 

vektoranalytische Behandlung der 
Flächentheorie *86. 

Vektorkrümmung *173. 


Verbiegung — V,, 


Verbiegung einer V„ in R,„ und V,„ 
*168; Invarianz des Riemannschen 
Krümmungsmaßes bei — *168; Inva- 
rianten bei — *168; —en »*" Ordnung 
einer V, in R, *168; s. auch Biegung, 
Deformation. 

Verjüngung *42. 

Verschiebungsfunktion (Weingar- 
ten) 430. 

Vertauschung der Differentia- 
tionsfolge, Bedeutung der — für 
die Invariantentheorie der Differen- 
tialgleichungen 490. 

Verteilungsparameter (bei Linien- 
flächen) 272. 

Verzerrung bei ebener projektiver Ab- 
bildung 379. 

Vier-Indizes-Symbole *56, *57. 

VYm in V„ *139, *140, *145 ff.; besondere 
Ym in Vn- H1658; V, in Vu, für 
welche eine gewisse biquadratische 
Differentialform das Quadrat einer 
quadratischen ist *152; V,, welche 
eigentliche geodätische Transforma- 
tionen zulassen, in R, und $, *162f.; 
geodätische Y,„, in V,„ *139, *164; in 


Sn und R„ *164f.; Y„ mit lauter | 


Nabelpunkten in V,„ *165; infrageo- 
dätische Y„ p* Ordnung in V, *165; 
V,. mit lauter axialen Punkten in V, 
*165; V, mit lauter planaren Punkten 
in R„*166; V, mit spatialen Punkten 
in V, *166; V, in R, *166; Minimal- 
Vm in V„ *166; V,„_, konstanter mitt- 
lerer Krümmung in V, *166; V, in 
R,, die durch Gleichungen u-+ iv 
=f(&-+ iy) dargestellt werden kön- 
nen *166f.; in einer R,., und S,,ı 
verbiegbare V, *167; abwickelbare 
V„in R,+. und S,,. *167; von ooP 
Rn erzeugte V, in R,;,ı *167; ab- 
wickelbare V,„. in RB, 167, "169; Sm 
in $„ vom gleichen Krümmungsmaß 
*167; V,, konstanter Krümmung in 
R, und 8, *168; V, in R,, die sich 
auf nicht konform-äquivalente kon- 
form abbilden lassen *168; V,_, des 
Rn, deren quadriertes Bogenelement 
eine quadratische Form von n— 2 
Differentialen ist *168; V, in V,, de- 
ren Krümmungsmaß in jedem Punkte 
gleich dem Riemannschen Krümmungs- 
maß der V„ nach der Flächenrichtung 
der V, ist *168; Translations-V, und 
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-V„ in R, *168f.; Rotations-V, in R, 
*169; geradlinige V, in R, *169; von 
einem Büschel konform-geodätischer 
Kurven gebildete V, in V,, *144, *169. 
V„= n-dimensionale Riemannsche Man- 
nigfaltigkeit *73ff., *77, *121ff.; Be- 
griff einer V„ *126ff.; zwei V, mit 
derselben Maßgeometrie *128; V,„, in 
denen sich die geodätischen Linien 
durch n — 1 lineare Gleichungen dar- 
stellen lassen *130; in denen sich 
n— 2 der Gleichungen der geodäti- 
schen Linien auf lineare Form bringen 
lassen *163; V,„ konstanten Riemann- 
schen Krümmungsmaßes = 8, *123f., 
*130, *138, *158, *164; V,„ mit konti- 
nuierlichen Bewegungsgruppen *139, 
*159 ff.; geodätische V,, in V,, siehe 
Vin V,„; V,„ mit Orthogonalsystemen 
von Kurvenkongruenzen mit konstan- 
ten Rotationskoeffizienten *139; V, mit 
geodätischen Hauptkongruenzen *139; 
V„, die eigentliche geodätische Trans- 
formationen zulassen *140; Y,„ nullter 
Klasse *156; konformeuklidische V,„ 
*157, *158f., *165; V„, die eine infi- 
nitesimale Translation zulassen *160; 
V, und V, mit kontinuierlichen Be- 
wegungsgruppen *160f.; V, mit kon- 
formen Gruppen *161; V,„ mit einer 
kontinuierlichen Gruppe, welche die 
geodätischen Linien vertauscht *161f.; 
V„, welche eigentliche geodätische 
Transformationen zulassen *162; V,, 
die sich auf eine andere V,„ einein- 
deutig punktweise so abbilden lassen, 
daß dabei parallelen Richtungen eben- 
solche entsprechen *162; Y,„ mit be- 
sonderen Eigenschaften der Haupt- 
kongruenzen *163; V, mit unbestimm- 
ten Hauptkongruenzen *163; Y„ mit 
geodätischen Hauptkongruenzen *163: 
besondere Y, mit V,-normalen Haupt- 
kongruenzen *163; V,, in denen sämt- 
liche Kurven mit konstanter von Null 
verschiedener erster und verschwin- 
dender zweiter Krümmung geschlossen 
sind *163; V„, die konform auf V, 
mit unbestimmten Hauptrichtungen 
abgebildet werden können *163; V,, 
für welche die Gleichung A,p—=0 
ein Integral der Form F'(x, ,x,) : f(&,) 
hat *163; V, mit einem Tensor 
Kuy=Qyu (+=Au,), dessen kovariante 
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Ableitungen Null sind *163; V,„, die 


eine Kongruenz von Kurven mit 
vollständigem Parallelismus enthalten 
*164; V,, die zwei Scharen von je 
00! geodätischen V, enthalten, deren 
Schnittkongruenz eine Normalenkon- 
gruenz ist *164; V,„, die als Ort von 
geodätischen V,, behandelt werden 
können *164; V, konstanter Ortsin- 
variante der Krümmung *166; V„ als 
Spezialfall eines metrischen Raumes 
von Weyl *173; konforme Geometrie 
in einer V„ *177; V,„ als Spezialfall 
einer affin-zusammenhängenden Man- 
nigfaltigkeit *180. 

Vollständiges System von Differen- 
tialinvarianten mter Ordnung *35, *36, 
"37, *58, *60f. 

Volumen 68ff.;, — nach Möbius 70; 
— berechnung 68—73. 

Vosssche Flächen 409. 


Ww 

W-Flächen1) (Klein, Lie) 287, beson- 
dere — *113; 2) (Weingarten) 144, 
305 ff., 415, 421; mit (lauter) ebenen 
Krümmungslinien 307; geradlinige 
307, 404; parallele 307; W-Kanal- 
flächen 423; Geodätische und Krüm- 
mungslinien durch Quadraturen be- 
stimmbar 415,259; zu einer Evoluten- 
schale einer W-Fläche isometrische 
Rotationsflächen 415, 421. 

W-Kongruenzen: projektive Diffe- 
rentialgeometrie *118; —, auf deren 
Brepnflächenmänteln sich die Kurven 
von Darboux entsprechen *118; Zu- 
sammenhang der projektiven Theorie 


— zylindrische Kurve 


der — mit der Theorie der unend- 
lich kleinen Verbiegung der Flächen 
"113. 

W-Kurve 204ff.; ebene —n *106f.; 
ebene äquianharmonische —n *107; 


oskulierende — einer ebenen Kurve 
*107, räumliche —n 214, *108; osku- 
lierende — einer gewundenen Kurve 
*108. 


Weingartensche Flächen s. W-Flä- 
chen 2); — Fundamentalgleichung 397. 

Wendeknoten einer Regelfläche*110f.; 
metrische Eigenschaften der — *110. 

— fläche *110f.; sukzessive —n einer 
Regelfläche *110. 

— kongruenz *111. 

— kurve *110f., *113. 

—tangente *111. 

Wendepunkt 9. 

Wendepunktslinie 505. 

Wendetangenten einer Fläche ». 
Haupttangenten. 

wesentliches System von Differen- 
tialinvarianten *35, *36, *37. 

Windung s. Torsion. 

Winkelin einer Riemannschen Mannig- 
faltigkeit *127; — in einem metri- 
schen Raum *172. 

Wirbelpunkt 505. 


Z 


Zentrafläche — Krümmungsmittel- 
punktsfläche 289. 

Zentralkoordinaten (Weber) 54, 75; 
s. auch Normalkoordinaten. 

Zentralpunkt einer Erzeugenden *272. 





Zuglinie (Traktorie) 45. 
zylindrische Kurve 349. 
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